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EXTRAIT  DES  REGISTRES 
de  L' Académie  Royale  des  Sciences. 


Du  îj.  Janvier  1751. 

Messieurs  Nicole  & Pitot  qui  avoient  etc 
nommez  pour  examiner  un  nouveau  Traité  d’Analyfe 
de  M.  de  Lagny , dont  une  partie  a été  déjà  inlcrée 
dans  les  Mémoires  de  l’Académie , &c  le  tout  a été 
mis  en  ordre  par  M.  Richer  , en  ayant  fait  leur  rap- 
port j La  Compagnie  a jugé  que  quoi  qu’il  y ait 
plu  fleurs  Traitez  fur  cette  matière , celui-ci  fera  utile 

f>arce  qu’il  contient  plufieurs  Méthodes  nouvelles  pour 
a rcfblurion  des  Problèmes  déterminez  & indéterminez 
& pour  les  Equations  de  tous  les  degrez  , fbit  par  des 
formules  rationelles  , foit  par  des  leries  très  conver- 
gentes, ou  enfin  par  un  triangle  Analytique  & Numé- 
rique auquel  M . de  Lagny  donne  le  nom  de  Triangle 
des  Rapports. 

En  foi  de  quoi  j’ai  figné  le  préfent  Certificat, 
à Paris  ce  3.  Février  1731.  Fontenelle  , Secrétaire 
perpétuel  de  l'Académie  Royale  des  Sciences. 


Du  Z3*  Février  1731. 

KÆ  O N SI  EU  R.  de  Lagny  demande  à l’Académie 

la  Permillîon  de  faire  imprimer  Ton  nouvel  Ouvrage  fur  I 

l’Analyfe  , à la  fuite  des  Ouvrages  des  Académiciens 

dans  la  nouvelle  édition  de  Coignard  Sc  Compagnie  t 

dirigée  par  M . Godin.  Accordé  par  l’Académie  le  1 3 

Février  1731.  Fontenelle,  Secrétaire  perpétuel 

de  L’Academie  Rojale  des  Sciences 
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PREFACE. 


LH  Service  du  Roi , le  progre's  de  la  Géo- 
métrie, la  perfection  des  Sciences  Phi- 
lico  - Mathématiques  , & des  Arts  utiles  à la 
Société , voilà  l’objet  que  je  me  propofe  dans 
cet  Ouvrage.  J’ai  principalement  en  vûë  de 
donner  aux  Officiers  de  la  Marine  des  Métho- 
des pour  les  mettre  en  état  de  découvrir  par 
eux -mêmes  tout  ce  qui  peut  contribuer  à per- 
fectionner la  Navigation  ; c’eft  de  l’Analyfe 
que  l’on  doit  attendre  un  fecours  fi  utile  & fi 
important , puifque  c’eft  la  Science  de  faire 
des  découvertes  , c’eft  un  infiniment  univer- 
fel  pour  réfoudre  les  Problèmes  t mais  pour 
s’en  fervir  avec  fuccès  , il  faut  pouvoir  le  ma- 
nier en  maître  , & c’eft  un  degré  auquel  les 
Commençans  ne  peuvent  parvenir  par  le  fe- 
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cours  feul  des  Livres  qui  ont  été  publiez  jufqucs 

ici  fur  1 Analyfc. 

Deux  obftacles  arrêtent  d’ordinaire  les  jeunes 
gens;  io.  pour  le  fonds,  ils  ne  trouvent  point 
dans  ces  Livres  tout  ce  cpi’ils  défirent,  c’efl  à- 
dire,  des  Méthodes  generales  pour  réfoudre  les 
Problèmes  de  tous  les  genres , de  toutes  les  efi 
pc'ces  & de  tous  les  degrez  à l’infini  ; 10.  pour  la 
forme  , les  Méthodes  qu’ils  y trouvent  font  d’un 
accès  difficile , on  ne  peut  les  pénétrer  qu’après 
un  travail  long  & opiniâtre  de  plufieurs  années, 
ce  qui  rebute  le  plus  grand  nombre.  C eft  M\  le 
Chevalier  Renau,  * fi  connu  par  fon  zélé  pour 
la  perfection  de  la  Marine  , & qui  propofoit  fi 
fouvent  des  Problèmes  fur  ce  füjet  à l’Académie 
Royale  des  Sciences  dont  il  étoit  honoraire , qui 
m’a  infpiré  le  deflein  de  travailler  à un  traité 
complet  de  l’Analyfe,  pour  en  faciliter  1 étude 
aux  Officiers  de  la  Marine  , aux  Ingénieurs,  & 
à tous  ceux  qui  ont  de  l’inclination  pour  les 
Mathématiques. 

Je  n’ai  rien  trouvé  de  plus  propre  à mon  défi, 
fein , que  les  découvertes  que  M . de  Lagny  a 
publié  dans  plufieurs  volumes  de  l’Académie 
Royale  des  Sciences , & que  M\  de  Fontenelle 

* Honoraire  de  l'académie  Royale  des  Sciences , Con/eiller  du  Cors - 
feil  de  la  Marine  , Chevalier  Grand  Croix  de  l'Ordre  Militaire  dt 
Saint  Louis , & Lieutenant  Général  des  Armées  de  S.  M . C.  mort  U 
}<s.  Septembre  1719. 
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a toujours  accompagné  d’éloges  dûs  à Ton  méri- 
te j j’en  connus  d’abord  tout  le  prix  , j y apper- 
çûs  qu’il  fe  propofoit , comme  moi , de  perfec- 
tionner les  Méthodes  anciennes,  & d’en  inven- 
ter de  nouvelles  ; je  lui  communiquai  mon  pro- 
jet, il  le  trouva  de  (on  goût , il  le  regarda  comme 
un  gage  de  l’eftime  que  j’ai  conçûë  depuis  long- 
tems  pour  fa  Perfonne  & pour  fes  Ouvrages  j il  y 
répondit  avec  une  extrême  politeffe,il  m en  pria 
même  avec  beaucoup  d’inflance , & voulut  bien 
me  communiquer  généreufement  tous  fes  écrits, 
qui  contiennent  prés  de  trente  volumes  in  folio  ; 
mais  en  même  tems  , il  m’a  rendu  le  maître  de 
leur  donner  la  forme  , que  je  jugerois  la  plus 
propre  à les  rendre  utiles  au  Public.  J’efperois 
d’abord  n’avoir  à furmonter  que  la  longueur  du 
travail , niais  j’ai  rencontré  bien  d’autres  diffi- 
cultez. 


Les  Mémoires  de  Mr.  de  Lagny  font  deftinez 
pour  les  Sçavans  du  iCr.  ordre  , il  n’eft  pas  facile 
de  les  retoucher  pour  les  ramener  à la  portée 
du  commun  des  Géomètres;  d’ailleurs  ce  font  di£ 


férentes  Pièces  féparées , il  faut  d’abord  les  dé- 
velopper dans  toute  leur  étendue  pour  les  met- 
tre dans  leur  jour,  ce  qui  ne  fait  qu’une  partie 
du  travail  ; car  il  ne  fufht  pas  de  former  chacun 
de  ces  membres  féparément , il  faut  encore  les 
réiinir  enfcmblc  pour  en  compofcr  un  corps  en- 
tier d’Analyfe^  ce  qui  demande  un  travail  encore 
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plus  long  & plus  difficile  ; il  eft  vrai  que  ce  tra- 
vail devient  agréable  par  les  nouveautez  que  l’on 
rencontre  fur  fa  route,  & qui  croiffent  àmefure 
qu’on  avance.  Je  fais  fouvent  parler  Mr.  de  Lagny 
dans  cet  Ouvrage , & fur-tout  dans  les  Serions 
du  fécond  Livre.  Je  voulois  même  lui  facrifïer 
tout  l’honneur  de  mon  travail , il  a fouhaité  au 
contraire  qu’il  parût  fous  mon  nom  -y  mais  je  veux 
que  le  Public  fçache  , que  je  ne  prétend  point 
partager  avec  lui  la  gloire  de  l’invention , qui  lui 
appartient  à jufte  titre. 

Je  n’ai  rien  négligé , ni  dans  la  matière  ni  dans 
la  forme , pour  faciliter  aux  jeunes  gens  l’étude 
de  l’Analyle  , je  leur  préfente  dans  ce  premier 
volume  plufieurs  Méthodes  générales  pour  ré- 
foudre tous  les  Problèmes  y j’entre  dans  tout  le 
détail  néceflaire  pour  les  développer  dans  toute 
leur  étendue , & pour  en  applanir  toutes  les  dif- 
ficultez  Ce  volume  contient  toutes  les  Régies 
générales  de  l’ Analy  fe  ; il  eft  divifé  en  trois  Livres 
qui  contiennent  la  réfolution  des  Problèmes  de 
tous  les  genres , de  toutes  les  cfpéces , &c  de  tous 
les  degrez  à l’infini. 

Dans  le  Livre  premier , j’explique  d’abord  ce 
que  c’efl  que  l’ Analy  fe , fa  nature , fon  objet , & 
comment  elle  procède  -,  on  y trouve  enfuite  la 
Réfolution  des  Problèmes  déterminez  ou  des 
Equations  de  tous  les  degrez  à l infini  dont  les 
Racines  font  rationelles  , je  donne  pour  cela 

trois 
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crois  Méchodes  différentes.  La  première  eft  celle 
des  Formules  , c'eft  1 ancienne , mais  elle  eft  ex- 
pliquée dans  un  détail  que  l’on  ne  trouve  point 
ailleurs,  pour  applanir  toutes  les  difficultez  capa. 
blés  d'arrêter  oud’embarraffèr  lesCommençans. 
La  leconde  eft  la  Méthode  de  réfoudre  les  Equa- 
tions parle  terme  dominant.  Et  la  troisième  eft 
celle  des  Progreflions  Arithmétiques  dont  Mr. 
de  Lagny  avoit  promis  l’application  quife  trou- 
ve ici. 

Je  donne  dans  le  Livre  fécond  trois  Méthodes 
différentes  pour  trouver  les  racines  irrationelles 
des  Problèmes  décerminez  & des  Equations  de 
tous  les  degrez  à l’infini. 

Ces  trois  Méthodes  donnent  les  fériés  infinies 
qui  expriment  le  plus  exactement  qu’il  eft  pof- 
fiblt  les  racines  irrationelles  ; mais  latroifiéme 
Méthode  qui  eft  celle  du  triangle  des  Rapports 
eft  la  plus  parfaite  de  toutes,  parce  quelle  don- 
ne la  férié  la  plus  prompte  Ôc  la  plus  convergente 
qui  foit  poflible. 

Cette  Méthode  du  triangle  des  Rapports  me 

donne  occafion  de  traiter  à fonds  la  Science 

univerlelle  des  Rapports  peu  eonnuë  jufques  ici , 

ce  qui  fait  le  fujec  de  la  cinquième  Seétion  du 

fécond  Livre,  on  y voit  comment  les  Rapports 

s’éccndent  de  toutes  parts  à l’infini  -,  je  diftingue 

les  degrez  , les  genres,  les  clpéces,  {impies, 

compolces,  primitives,  lubalternes  ou  dérivées; 

* 
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je  donne  la  formation  de  toutes  leurs  fériés  qui 
font  infinies^  j’examine  comment  chaque  terme 
en  particulier  de  chacune  de  ces  fériés  efl  lui- 
même  l’origine  d’autres  fériés  infinies  d’indivi- 
dus. Je  prélcnte  fous  une  idée  claire  toute  cette 
infinité  d’infinis  différens , une  fimplc  divifion 
me  découvre  le  caraélere  particulier  qui  diftin- 
gue  tout  à la  fois  le  genre , l’efpéce  & l’individu , 
lans  courir  aucun  riïquc  de  les  confondre. 

Le  troifiéme  Livre  contient  la  réfolution  des 
Problèmes  indéterminez  ôc  plus  qu’indétermi- 
nez  , {impies  ou  compofez  de  quelque  nombre 
d égalitez  qu’ils  {oient  compofez , dans  tous  les 
degrez  à l’infini. 

Je  donne  enfin  dans  la  Seéfion  fixic'me  de  ce 
dernier  Livre,  la  réfolution  des  Problèmes  plus 
que  déterminez  & je  cite  les  différens  endroks  de 
ce  volume , où  j’ai  eu  befoin  d’en  établir  les  Ré- 
gies , & de  les  appliquer  à des  exemples  qui  en 
contiennent  le  détail.  Voilà  où  fe  réduifent  tou- 
tes les  Régies  générales  de  l’Analyfe. 

Outre  cela,  j’ai  mis  à la  tête  de  ce  volume  un 
Traité  de  ma  nouvelle  Méthode  pour  réfoudre 
les  Equations  de  tous  les  degrez  à l’infini , même 
dans  le  cas  irréduélible , par  des  Tables  d’une 
conftruétion  fimple  & facile',  j’ai  lù  ce  Traité 
dans  les  AfTemblécs  de  l’Académie  Royale  des 
Sciences  du  14  & du  17  du  mois  de  May  1731. 
Je  l’ai  mis  au  commencement  pour  ne  point 
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mêler  cette  Méthode  avec  celles  de  Mr.  de 
Lagny^mais  fa  place  naturelledoit  être  à la  fin  du 

f>remier  livre  où  je  l’avois  mife  d’abordparce  que 
es  Commcnçans  ne  la  doivent  point  voir , qu’a- 
près  qu’ils  auront  appris  ce  qui  eft  contenu  dans 
le  premier  Livre.  J’ai  ajouté  en  leur  faveur  un 
Dilcours  Préliminaire  où  j’explique  (on  origine  ; 
il  précède  l’Avertiflement , dans  lequel  je  mon- 
tre fes  avantages  pour  réfoudre  du  premier  coup 
d’œil  toutes  les  Equations,  tant  dans  le  cas  or- 
dinaire que  dans  le  cas  irréductible,  en  la  com- 
parant avec  la  Méthode  des  Formules  qui  eft 
connue. 

Comme  l’Analyfe  employé  dans  toutes  fes 
opérations  le  calcul  numérique  & algébrique  , 
je  fuppofe  que  le  Lecfteur  en  eft  inftruit  ; il  peut 
confulter  les  Elémens  que  Mr.  de  Lagny  en  a 
publié  en  1 6 97 , ou  les  Leçons  de  Mr.  de  Molière, 
ou  autres  dont  les  Traitez  font  connus. 

Si  ce  premier  volume  qui  contient  toutes  les 
Régies  générales  de  l’Analyfe  eft  reçû  favora- 
blement du  Public  i cela  me  donnera  de  l’ému- 
lation pour  mettre  la  dernière  main  aux  trois  au- 
tres volumes  qui  fuivront  de  près (ur  l’ Analyfe  par- 
ticulière, où  je  ferai  l’application  de  ces  memes 
Régies  à toutes  les  parties  de  la  Géométrie  des 
lignes  droites  & des  lignes  courbes , c’eft-à-dire, 
aux  angles,  aux  furfaces  & aux  folides^on  y trou- 
vera tout  ce  qui  appartientà  la  re&ification  & à 
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la  quadrature  des  lignes  courbes,  &c. 

Davantage  , on  y trouvera  pluficurs  Traitez 
utiles  pour  l’Aftronomic  & pour  la  Navigation, 
où  les  grands  calculs  font  d’un  ufage  fréquenr , 
qui  font  encore  des  decouvertes  de  Mr.  de 
Lagny.  i°.  Lanouvelle  Arithmétique  Binaire, 
ou  les  Logarithmes  naturels  , pour  faire  toutes 
les  opérations  du  calcul  par  (impie  addition  ou 
(ouftra&ion  fans  aucunes  Tables  & fans  charger 
fa  mémoire  , j’en  ferai  ufage  pour  trouver  les 
Logarithmes  hyperboliques,  pour  les  Racines 
des  puiffances  imparfaites  & des  Equations  irra- 
tionelles , pour  la  conftruélion  des  Sinus,  des 
Tangentes  & des  Sécantes, même  pour  les  Tables 
Loxodromiques  dont  l’ufage  eft  fi  néceflaire  & Ci 
important  dans  la  Navigation  pour  déterminer 
la  route  des  vaifTeaux  * car  ces  Tables  le  font 
avec  plus  de  facilité  & de  précifion  par  cette 
Méthode  que  par  toute  autre.  i°.  l’y  donnerai 
une  nouvelle  Trigonométrie  Analytique  plus 
exaéte  & plus  (impie  que  la  Trigonométrie  or- 
dinaire. 30.  Enfin  on  y trouvera  le  calcul  diffé- 
rentiel & le  calcul  intégral  réduits  à l’exprefîion 
fenfiblc  des  nombres  ordinaires  avec  une  appro- 
ximation à l’infini  dans  les  cas  où  la  précifion 
eft  impoflible  parla  nature  &l’e(Tence  même  de 
la  chofe. 
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Sur  les  Tables  pour  réfoudre  les  Equations  de  tous 
les  degrc ç.  a l infini , où  j explique  lu  route  que 
fui  tenue  pour  découvrir  U formation  de  ces 
Tables  & leur  ufige. 

J’Ai  fait  un  Traité  fort  abrégé  de  cette  Méthode , que 
j’ai  lu  à l’Académie  Royale  des  Sciences  dans  les  A f- 
fcmblées  du  1 4 6c  du  1 7 du  mois  de  Mai  1731  , je  l’ai 
mis  à la  tète  de  ce  volume , pour  ne  point  mêler  cette 
Méthode  avec  celles  de  Mr.  de  Lagny  ; mais  fa  place 
naturelle  eft  à la  fin  du  premier  livre  , parce  qu’il  faut 
le  poflèder  pour  entendre  cette  Méthode , c’eft  pour 
cette  railon  que  je  l’avois  placée  d’abord  à la  fin  du  pre- 
mier Livre. 

Ce  Traité  contient  plufieurs  tables  au  riombre  de  1 j, 
tant  pour  le  fécond  degré  , que  pour  le  troifiéme  & le 
cinquième, ces  tables  font  précédées  d’un  Avertillèment, 
où  je  montre  les  avantages  de  cette  nouvelle  Méthode 
fur  la  Méthode  ancienne  des  formules  , j’en  fais  le  Pa- 
rallèle tant  dans  le  cas  réductible  que  dans  le  cas  irré- 
ductible. Cet  Avertillèment  eft  fuivi  du  Traité  qui  con- 
tient trois  choies,  i°.  lèpt  Problèmes  qui  renferment 
tout  ce  qui  regarde  les  formules  littérales  Sc  les  Equa- 
tions numériques  de  tous  les  degrez  à l’infini  , qui  font 
le  fondement  de  ces  tables,  la  formation  des  tables, 
30.  enfin  leur  ulage  pour  réloudre  les  Equations. 

Je  tiens  d’abord  pour  maxime  de  réduire  une  Equa- 
tion propofée  à Ion  Equation  primitive , ou  à lès  moin- 
dres termes , l’opération  en  eft  expliquée  dans  les  pages 
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58  fie  3 1 1 , on  réduit  d’ordinaire  les  fra&ions  A leurs 
moindres  termes  , avant  d’opérer  dellùs  , il  eft  égale- 
ment naturel  de  faire  la  même  préparation  lur  les  Equa- 
tions j cette  idée  quoique  naturelle  a échappé  à de  grands 
Géomètres  comme  Hariot  8c  Ougtrehg  qui  ont  beau- 
coup écrit  fur  les  Equations,  8c  Mr.  de  Lagny  eft  le  pre- 
mier qui  le  foitapperçu  de  lanéceflïté  8c  de  l’importance 
de  cette  préparation. 

J’expliquerai  ici  la  route  que  j’ai  tenue  pour  décou- 
vrir la  formation  de  mes  tables  fie  leur  ulàge,  pour  ne 
point  laifler  de  difficulté,  qui  foit  capable  d’arrêter  les 
jeunes  gens  qui  commencent , ce  feroit  s’oppolcr  au 
progrès  de  ceux  de  qui  l’on  doit  tout  attendre  pour  la 
perfection  des  Sciences , car  je  fuis  perluadé  que  ceux 
qui  poftèderont  les  Méthodes  que  je  publie  pouflèront 
encore  plus  loin  leurs  découvertes  , en  fuivant  la  route 
qu’ils  trouveront  ici  applanie:je  n’écris  point  pour  les 
lçavans  Géomètres , ils  n’ont  pas  befoin  de  livres , ils 
tirent  de  leur  propre  fonds  tout  ce  qu’ils  défirent , les 
livres  font  faits  pour  ceux  qui  veulent  s’inftruirc  , je 
veux  leur  ouvrir  le  chemin  , & exciter  en  eux  cette  faga- 
cité  fi  néceftaire  pour  faire  éclore  des  véritez  neuves  ; on 
fçait  que  Dieu  a mis  dans  l’efprit  de  tous  les  hommes 
toutes  les  véritez  géométriques  , mais  on  ne  peut  les  en 
tirer  que  par  la  force  de  la  méditation  8c  par  le  lecours 
des  calculs  ; il  eft  d’une  nécelfité  auffi  abfoluc  à un  Géo- 
mètre de  calculer  beaucoup , comme  à un  Architefte  de 
deffiner  beaucoup , on  ne  peut  juger  de  l’effet  de  les  pen- 
fées  que  par  leur  expreifion  , quand  on  fuit  une  vérité 
avec  attention  , foit  dans  le  fini , foit  dans  l’infini , on  ap- 
perçoit  toutes  fes  progreffions, que  l’elprit  ne  peut  fie  n’o- 
l'eroit  même  foupçonner. 

Voici  comment  j’ai  découvert  la  formation  8c  l’ulage 
des  tables  pour  réfoüdrc  les  Equations  -,  j’avois  dellcin  de 
perfectionner  la  Méthode  ancienne  des  formules , de  l’ç- 
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tendre  au  cas  irréduétible  du  troifiéme  degré  , & de  l’é- 
lever même  au-delTus  dans  tous  les  degrez  fupérieurs  j 
je  crus  qu’il  n’y  avoit  pas  de  meilleur  moïen  que  de  réü- 
nir  dans  une  table  pour  chaque  formule  toutes  les  fériés 
d’équations  numériques  qui  font  infinies  à l’infini.  Je 
commençai  par  la  troifiéme  formule  du  fécond  degré, 
dont  les  trois  termes  font  pofitifs , fubflituant  chacun  des 
nombres  de  la  fuite  naturelle  en  commençant  par  le  zé- 
ro , qui  efl  le  terme  commun  d’où  partent  toutes  les 
grandeurs  à la  place  de  l’inconnue  , Sx.  leur  quarré  à la 
place  de  la  féconde  puiflànce  de  l’inconnue , chaque  fub- 
uitution  me  donna  autant  d’homogènes  ( ou  de  valeurs 
de  b différentes,)  tels  qu’ils  font  dans  les  colonnes  de  l’é- 
chiquier de  la  première  table  du  fécond  degré. 

En  réitérant  les  mêmes  fubftitutions  fur  une  valeur  du 
coefficient  a différente  , je  trouvai  aufli  pour  chaque  va- 
leur de  a une  colonne  différente,  & mettant  ces  colonnes 
les  unes  à côté  des  autres , je  m’apperçus  que  les  homo- 
gènes formoient  des  rangs  horifontaux  où  regnoit  une 
progreffion  Arithmétique  du  premier  degré,  dont  la  dif- 
férence première  étoit  confiante  & égale  à la  valeur  de 
x du  même  rang  horifontal,ce  qui  me  donnoit  une  grande 
facilité  pour  former  la  table  ; je  dilpofai  tous  ces  homo- 

fénes  par  ordre  dans  un  échiquier  que  j’entourai  de  deux 
ordures , la  première  bordure  d’en  haut  contenoit  les 
valeurs  de  /,qui  font  la  fuite  naturelle  des  nombres  o.  i, 
i.  3.4.  &cc.  la  fécondé  bordure  à gauche  contenoit  deux 
colonnes,  la  première  pour  les  valeurs  de*  qui  font  en- 
core la  même  fuite  des  nombres  naturels  , la  féconde 
colonne  pour  les  fécondés  puiflànces  de  x avec  les  quar- 
rez  naturels  o 1. 4.  9.  1 6.ècc.  par  ce  moïen  j’exprimai 
dans  ma  première  table  tous  les  trois  termes  des  Equa- 
tions ; fçavoir , le  premier  dans  la  féconde  colonne  de  la 
bordure  à gauche , le  coefficient  du  fécond  terme  dans 
la  bordure  d’en  haut,  fon  inconnue  dans  la  première co- 
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lonne  «à  gauche  de  la  bordure  ,&  l’homogcne  ou  le  der- 
nier terme  dans  l’échiquier. 

Je  continuai  cette  table  très-loin  en  tout  fens , dans 
le  fini  £c  même  dans  l’infini , enluite  je  fis  une  table  où 
les  valeurs  de  x & celles  de  a s’etendoient  julqu’à  îoo, 
afin  de  confidérer  avec  plus  d’attencion  la  marche,  des 
termes  & leurs  progrellîons , ce  qui  me  fit  découvrir  une 
infinité  de  Théorèmes  importans  furies  Equations,  les 
tables  fùivantcs  des  autres  formules  & des  degrez  l'upé- 
ricurs  m’en  ont  fourni  aulli  un  nombre  fi  grand,  qu’il  1c- 
roit  ennuyeux  de  les  rapporter , d’autant  que  le  lecteur 
les  trouvera  de  lui-mème  avec  une  extrême  facilité. 

Pour  l’ulage , ayant  pris  à volonté  des  Equations  dont 
l’homogcne  étoit  contenu  dans  la  table,  & la  divifant 

Ear  la  valeur  pofitive  de  x du  même  rang  qui  donnoic 
i première  racine  pofitive , le  quotient  négatif  etoit  tou- 
jours égal  au  coefficient  a de  la  même  colonne  augmenté 
de  la  première  racine  x,  ce  qui  donnoit  la  fécondé  racine, 
parce  moïen  j’avois  les  racines  rationelles. 

Mais  lorfque  je  prenois  un  homogène  compris  dans 
l’intcrval  de  deux  homogènes  confécutifs  de  la  table , un 
plus  petit , l’autre  plus  grand , la  première  racine  de  cha- 
cun de  ces  homogènes  divifoit  mon  Equation , mais  avec 
un  refte  , négatif  lorfque  le  divilèur  étoit  la  racine  de 
l’homogène  moindre,  & pofitif  lorfque  le  divilèur  étoit 
la  racine  de  l’homogène  prochain  plus  grand  , ce  qui 
donne  les  racines  approchées  à moins  de  l’unité  près, 
puifque  celles  de  ces  deux  homogènes  ne  différent  que 
ae  l’unité,&  que  l’unceft  trop  petite  & l’autre  trop  grande, 
d’où  je  conclus  comme  on  le  trouve  auffi  par  la  formule 
ordinaire  , que  dans  ce  cas  les  deux  racines  font  irratio- 
nelles  voila  comment  j’ai  trouvé  par  ma  table  les  ra- 
cines irrationclles  approchées  à moins  de  l’unité  près, 
foit  pat  excès,  foit  par  défaut  dans  la  troifiéme  formule 
du  fécond  degré. 
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Il  s’agit  préfcntement  des  quatre  formules  reliantes  du 
même  degré  j j’ai  fait  une  fécondé  table  par  fouftraétion 
fuivant  la  quatrième  formule  du  fécond  degré  dont  le  fé- 
cond terme  lèul  eft  négatif,  j’ai  trouvé  dans  cette  table 
tous  les  homogènes  à l’infini  avec  la  même  facilité  , que 

{>ar  addition  dans  la  précédente  j mais  au  lieu  que  toutes 
eurs  fériés  font  infinies  dans  la  première  table , j’ai  trou- 
vé deux  fériés  dans  chaque  rang  horifontal  de  la  leconde 
table , la  première  férié  qui  cil  finie  contient  des  homo- 
gènes pohtifs  qui  décroilient  conflammcnt  de  la  valeur 
de  x du  même  rang  d’un  terme  au  fuivant , & arrivent  au 
zéro,après  lequel  les  homogènes  font  négatifs, & croillènt 
toujours  conflamment  à l’infini  de  la  même  valeur  de^du 
même  rang  horifontal,  ce  qui  fait  la  féconde  férié  qui  eft 
infinie. 

Dans  catte  fécondé  table , je  remarquai  cjuatre  choies. 
i°.  Que  tous  ces  zéros  qui  féparent  les  fériés  finies  des 
homogènes,  d’avec  les  fériés  infinies , font  rangez  dans  la 
table  en  ligne  diagonale  } de  telle  forte  que  cette  diago- 
nale divifc  la  table  en  deux  triangles  redangles,  l’infé- 
rieur eft  à gauche , le  fupérieur  eft  à droite. 

i°.  Que  les  homogènes  négatifs  n’étoient  plus  dans  la 
quatrième  formule , mais  dans  la  cinquième  dont  le  fé- 
cond & le  troifiéme  terme  font  négatifs. 

3°.  Je  m’apperçûs  d’un  côté  que  cette  fécondé  table 
me  donnoit  les  deux  racines  négatives  pour  le  premier 
& fécond  cas  de  la  cinquième  formule,  la  première  de 
ces  racines  eft  la  valeur  de  x du  même  rang  horifontal  , 
la  fécondé  racine  eft  la  valeur  de  a de  la  meme  colonne 
que  l’homogène , diminué  de  la  même  valeur  de  .v. 

3°.  D’un  autre  côté,  cette  table  ne  pouvoir  me  donner 
ni  les  racines  de  la  quatrième  formule  , pour  laquelle  je 
l’avois  drefi'ée , qui  lont  irrationelles , ni  les  racines  pour 
le  troifiéme  cas  de  la  cinquième  formule  qui  font  imagi- 
naires, ce  qui  m’obligea  d’avoir  recours  à une  fécondé  et 
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péces  de  tables  qui  puilTenc  donner  ces  racines,  comme  il 
luit  5 & voilà  ce  qui  a donné  occafion  aux  tables  de  la  fé- 
condé elpéce. 

Les  tables  de  la  fécondé  efpéce  font  entièrement  fem- 
blables  à celles  de  la  première  efpéce , elles  fe  font  de  la 
même  manière , toute  la  différence  confilte  en  ce  que  les 
tables  de  la  première  efpéce  donnenc  la  première  racine 
fur  la  bordure  à gauche,  & ne  peuvent  donner  que  les  ra- 
cines rationelles , & les  tables  de  la  féconde  efpéce  don- 
nent fous  chacun  des  homogènes  toutes  les  racines  telles 
qu’elles  font,  rationelles , ou  irrationclles , ou  même  ima- 
ginaires. 

Ainfi  pour  former  cette  fécondé  table  de  la  fécondé 
efpéce  fur  la  quatrième  formule  du  fécond  degré  , puif- 
que  j’avois  tous  les  homogènes  dans  l’échiquier, & même 
les  deux  racines  négatives  des  homogènes  compris  dans 
le  triangle  fuperieur  de  la  table  à droite*  il  ne  reftoit  plus 
qu’à  trouver  les  racines  des  homogènes  compris  dans  le 
triangle  inferieur  à gauche  , qui  font  égales  &c  irratio- 
nelles  dans  la  quatrième  formule  , pour  les  placer  lôus 
chacun  des  homogènes  * j’en  cherchai  les  racines  irrario- 
nelles  par  la  Méthode  ordinaire  des  formules  , &:  je  les 
écrivis  fous  chaque  homogène  * de  cette  forte  fous  cha- 
cun des  homogènes  pofitifs , j’eus  les  deux  racines  égales 
& irrationclles  dont  le  fécond  ligne  fous  le  radical  doit 
êcre  pofitif. 

Mais  comme  je  m’apperçus  que  ces  mêmes  homogène* 
pofitifs  contenus  dans  le  premier  triangle  inférieur  à 
gauche  de  l’échiquier  de  la  table  , étoient  eux-mêmes 
les  homogènes  du  troifiéme  cas  dans  la  cinquième  & fi-, 
xiéme  formule , ( en  changeant  feulement  le  figne  pofitif 
en  négatif,  dans  les  homogènes  & conlervant  le  figne 
moins  comme  il  eft  dans  la  table  devant  le  fécond  chiffe 
fous  le  radical  ) ce  qui  donne  leurs  racines  imaginaires  ; 
d’ailleurs  toutes  ces  racines , l'oit  irrationclles , foie  ima- 
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ginaires  forment  des  progreffions  arithmétiques  croiflan- 
tes  dans  chaque  rang  horifontal  5 fçavoir , hors  du  figne 
radical  &c,  qui  font  la  moitié  de  la  va- 
leur de  </,  & fous  le  figne  radical  i , i J,  4 , 6 9 , &c.  qui 

font  les  quarrés  de  cette  moitié  , j’ai  mis  toutes  ces  ra-  - 
cines  fous  leur  homogène  correspondant. 

Ainfi  cette  fécondé  table  de  la  ieconde  efpéce  me  don- 
ne dans  le  triangle  fupérieur  à droite. 

1 °.  Les  deux  racines  dans  le  premier  & le  fécond  cas 
de  la  cinquième  & fixiéme  formule;  fçavoir , les  deux  ra- 
cines négatives  pour  la  fixiéme  formule  qui  ont  le  figne 
moins  dans  la  table. 

z°.  Mais  ces  mêmes  racines , en  les  fuppofant  pofitives 
ou  précédées  du  figne  plus , feront  les  racines  pofitives 
du  premier  & du  fécond  cas  delà  cinquième  formule. 

Mais  pour  le  triangle  inférieur  à gauche  delà  même 
table  , il  y a plus  de  difficulté  , je  n’ai  mis  dans  la  table 
qu’un  ligne  négatif  devant  le  fécond  chifre  fous  le  radi- 
cal , qui  eft  contraire  à celui  de  l'homogène  pofitif,  au 
lieu  qu’il  faut  fuppofer  par  tout  les  deux  fignes  contrai- 
res ( que  j’ai  omis  pour  éviter  la  confufion  & la  difficulté 
de  l’impreffion)  fi  l’on  veut  renfermer  tous  les  cas,comme 
il  fuit. 

3°.  Sa  première  colonne  qui  eft  la  première  de  l’échi- 
quier a tous  fes  homogènes  pofitifs  , & le  figne  négatif 
fous  le  radical , ce  qui  rend  la  racine  imaginaire , au  lieu 
qu’elle  eftirrationelle  , ce  que  j’ai  fait  à deflèin  de  ren- 
fermer tous  les  cas  en  abrégé  , car  fuppofant  tous  les 
fignes  pofitifs , cette  colonne  contient  les  homogènes  de 
la  première  formule  avec  leurs  racines  fous  une  expref- 
fion  irrationelle. 

4;\  Au  contraire  fuppofant  le  figne  moins  devant  les 
homogènes , & laiflant  le  fécond  ligne  de  la  racine  né- 
gatif, comme  il  eft  dans  laTable,  on  aura  les  racines  ima- 
naires  des  homogènes  de  la  féconde  formule. 

; ni 
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5".  Tout  le  refte  de  ce  triangle  eft  donc  pour  les  ho- 
mogènes de  la  quatrième  formule , 8c  pour  ceux  du  troi- 
liéme  cas  de  la  cinquième  8c  delalixieme  formule  , en 
obfervant  ce  qui  fuit. 

6°. Pour  les  homogènes  de  la  quatrième  formule,  ils  font 
pofitifs , tels  qu’ils  l'ont  dans  la  table  ; mais  pour  leurs 
racines  qui  font  irrationelles,il  faut  lûppofcr  le  ligne  plus 
devant  le  fécond  chifre  lous  le  radical , au  lieu  du  ligne 
moins  qui  eft  dans  la  table. 

7 Pour  les  homogènes  du  troilîème  cas  de  la  cin- 
quième 8c  de  la  fixieme  formule  , dont  les  racines  font 
imaginaires  -,  il  faut  fuppofèr  les  homogènes  précédez 
du  ligne  moins , 8c  prendre  les  racines  imaginaires , telles 
qu’elles  font  exprimées  dans  la  table, en  oblcrvant  qu’elles 
lont  pofitives  dans  la  cinquième  formule  , 6c  négatives 
dans  la  fixiéme  formule. 

Cette  difficulté  auroit  pû  embarrafler  les  commen- 
çans , on  trouve  encore  les  mêmes  difficultcz  dans  les  de- 
grez  fiipérieurs , dont  l’expofant  eft  pair  à caulè  des  ra- 
cines , loit  irrationelles , foit  imaginaires  qui  s’y  trouvent 
toujours  en  nombre  pair, 6c  qui  étant  multipliées  les  unes 
par  les  autres , fe  détruilènt  dans  l’équation  qui  en  eft  le 
produit  j pour  éviter  cet  embarras , on  peut  faire  deux  ou 
trois  copies  de  cette  table , afin  de  mettre  féparément 
cette  différence  de  lignes  contraires  pour  tous  les  cas  dif- 
férons , que  j’ai  voulu  abréger. 

Ainli  cette  féconde  table  de  la  fécondé  elpcce  donne  les 
deux  racines  des  Equations  des  cinq  formules  du  fécond 
degré. 

Il  eft  facile  après  cela  de  former  les  tables  des  degrez  fu- 
périeurs,  6c  ce  que  nous  en  avons  dit  en  fon  Heu  fuffit,pour 
en  drellcr  d’auffi  étendues  qu’on  voudra, 8c  leur  ulàge  eft 
lî  limple  6c  fi  évident  qu’il  feroit  inutile  de  s’y  arrêter.  Une 
Equation  étant  propofee  , fon  coefficient  eft  donné  , je 
cherche  dans  la  table  drelfée  fur  la  même  formule  ce  cecf- 
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ficient  donne , c’eft  la  colonne  où  je  dois  trouver  l'homo- 
gène, s’il  y eft,  alors  j’ai  au-deflous  toutes  les  racines  dans 
les  tables  de  la  féconde  efpécê  , fî  l'homogène'  propofé 
n’eft  pas  dans  la  table,  mais  eft  compris  dans  l’interval  de 
deux  homogènes  confécutifs , alors  les  racines  font  irra- 
tionellcs,&lcs  racines  de  ces  deux  homogènes  confecutifs 
font  les  racines  approchées, foie  par  excès, foit  par  défaut. 

Mais  les  tables  de  la  première  efpéce  ne  peuvent  doni- 
ner  qu’une  féule  racine  fur  leur  bordure  , lorfqu’elle  eft 
rationelle  & non  autrement. 

Il  fuit  dc-là  que  fur  chaque  formule  il  y a deux  tables  , 
l’une  de  la  première  efpéce  , qui  donne  feulement  la  pre- 
mière racine  rationelle  fur  la  bordure , l’autre  table  de  la 
féconde  efpéce  donne  tout  à la  fois  toutes  les  racines  , ou 
fous  chacun  des  homogènes,  comme  je  l’ai  pratiqué  dans 
les  premières  tables, ou  bien  elle  en  donne  plufieurs  fur  la 
bordure  à gauche , & la  dernière  fous  chaque  homogène 
comme  je  l’ai  pratiqué  dans  la  quatorzième  & la  quin- 
ziéme table  pour  les  Equations  de  la  cinquième  & de  la 
fixicme  formule  de  la  troifiéme  claflé  du  troifiéme  de- 
gré. 

Enfin  chaque  table  du  fécond  degré , n’a  que  quatre 
termes  variables  ; fijavoir , fur  la  bordure  à gauche , i 
la  racine  x , i°.  fa  haute  puiflance,  3 \ fur  la  bordure 
d’en  haut , le  coefficient  <t  du  terme  moïen , 40.  les  ho- 
mogènes b fur  l’échiquier. 

C’eft  la  meme  chofé  en  général  dans  tous  les  de- 
grez  fupérieurs , pour  les  équations  qui  n’ont  que  trois 
termes,  parce  qu’il  n’y  a qu’un  terme  moïen  * dans  les 
autres  qui  ont  1 , 3 , ou  quatre  termes  moïens  , Scc.  il 
faut  combiner  enfemble  les  valeurs  de  leurs  coefficiens 
de  toutes  les  manières  poflibles , prenant  un  feul  coef- 
ficient variable  &c  tous  les  autres  conftans , & chaque 
combinaifon  donne  une  table  dans  la  meme  formule, 

ce  qui.  ne  fouffre  aucune  difficulté. 

• * „ ••• 
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nombres. 

*9' 

•4* 

— 

Jif. 

al. 

be 

i-j-e 

118. 

*J7- 

*s  l 

xo  $ 

inconnue 

connue. 

*44- 

10. 

JOOO, 

10000. 

*4«- 

It. 

000a 

fOOO. 

*47- 

7 Set. 

1100a. 

IOOOO. 

*4». 

if  & 17. 

*7- 

71. 

*14- 

Ij8. 

A l 
»î  5 

-t- 

*Î7» 

4- 

— 

-4- 

I8i. 

IX, 

Signes. 

lignes. 

Kottz.  Dans  la  cinquième  Table  des  Equarions  ( fécondé  efpéce  au  troifiéroe 
rang  ) que  la  fradion  de  la  Racine  doit  toujours  être  I hors  du  radical  , 
& l fous  le  radical , ce  qui  cft  général. 


AVERTISSEMENT. 


Digitized  by  Google 


A V E K T I S S E M EN  T. 


LA  Méthode  que  nous  donnons  pour  ré- 
foudre  les  Equations  par  des  tables , eft 
tres-propre  à éclairer  le  Leéfcur  & à lui  four- 
nir les  moïens  d’approfondir  tout  ce  qui  regarde 
cette  matière  : ces  tables  prefentent  à la  vue 
une  infinité  de  fériés  infinies  d Equations  fem- 
blables  dans  chaque  cas  particulier , qui  ne  dif- 
férent que  dans  1 homogène.  Toutes  ces  Equa- 
tions forment  des  progreflions  Arithmétiques , 
de  telle  forte  qu'aie  Equation  étant  propofée, 
on  apperçoit  le  rang  quelle  occupe  dans  1 in- 
fini »,  on  connoît  fa  férié  , fa  progrefTion  & la 
loi  de  cette  progrefTion. 

Cette  Méthode  a d ailleurs  tout  l’avantage 
qu  on  peutdéfirer  fur  la  Méthode  ordinaire  de 
réToudre  les  Equations  par  des  formules  , ôc  ne 
participe  point  à fes  défauts. 

i °.  Par  fon  étendue^  la  nouvelle  Méthode  dei 
tables  s’étend  à tous  les  degrez  à l’infini , elle 
embrafTe  également  le  cas  irréduélible  com- 
me le  cas  ordinaire  , & le  réfoud  avec  la 
même  facilité  : mais  les  formules  font  bornées 
au  je.  degré  au-delà  duquel  elles  ne  peuvenp 
s’étendre  , elles  n’embraflent  pas  même  le  je. 
degré  tout  entier,  car  elles  ne  peuvent  refou- 
Anulyfe.  A 
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dre  les  quatres  formules  de  la  id«.  efpace  de 
la  idc.clafle  du  3 e.  degré,  dans  lefquellcs  le  3e. 
terme  eft  évanoüi. 

Elles  ne  peuvent  fervir  pour  les  huit  for- 
mules de  la  3c.  dalle  qui  ont  quatre  termes  , 
qu’indiredement  , &c  apres  en  avoir  fait  éva- 
noiiir  le  fécond  terme. 

L’ufàgc  des  formules  fe  borne  donc  directe- 
ment aux  quatre  formules  de  la  jcri:.  efpece  de 
la  zdc.  clafTe  dans  lefquellcs  le  fécond  terme  eft 
évanoüi  ; mais  il  en  faut  encore  retrancher 
le  cas  irréductible  , qui  comprend  la  4e.  for- 
mule toute  entière  , & le  quart  des  Equations 
pofhbles  de  la  3e.  formule,  parce  qu’il  eft  irn- 
pofliblc  d’en  tirer  les  raciric^par  la  formule  or- 
dinaire, quoiqu’elles  foient  trcs-réellcs. 

1°.  Par  la  facilité;  par  les  tables  je  réfoud 
les  Equations  du  ict.  coup  d’œil  fans  aucune 
opération, leur  conftruCtion  eft  facile,  elles  fe 
font  par  la  fimple  addition  ou  fouftraCtion  fùi- 
vant  les  lignes  de  l’expreflion  générale  de  l’E- 
quation. On  peut  les  continuer  aufli-Ioin  qu’on 
voudra  avec  la  meme  facilité  , nous  donnons 
meme  des  abrégez  afin  de  pouvoir  fe  fervir  dans 
les  grands  nombres  des  petites  tables  comme 
des  plus  grandes. 

Mais  la  Méthode  des  formules  oblige  à plu- 
fieurs  extradions  de  racines  quarrées  & cubi- 
ques , opérations  longues  & ennuyeufes , mais 
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AVERTISSEMENT.  5 
fouvent  inutiles  , lorfque  les  racines  quoique 
réelles  & rationnelles  viennent  fous  une  forme 
irrationnelle , ou  fous  une  forme  imaginaire, où 
la  formule  devient  entièrement  inutile. 

3°.  Par  fon  exactitude , puifque  les  tables 
donnent  exactement  les  racines  des  Equations 
telles  qu'elles  font , mais  les  formules  de  la  icrc. 
racine  du  3 e.  degré  donnent  le  plus  fouvent 
les  racines  réelles  & rationnelles  déguifées,  ou 
fous  une  forme  irrationcllc , ou  fous  une  forme 
imaginaire. 

Tous  ces  avantages  font  fenfibles  dans  les 
exemples  qui  fuivent,  où  l’on  compare  les  deux 
Méthodes  en  les  appliquant  à reloudre  les  mê- 
mes Equations. 

ier.  exemple. 

Soit  propofée  l'Equation  du  3 e.  degré  x)—\-6x 
=88. 

10.  Par  les  tables.  La  je.  table  de  la  ierc.  ef- 
péce  donne  fa  icre.  racine  pofitive  *=4. 

La  table  de  la  fécondé  elpéce  donne  fes 
trois  racines  dans  une  même  cellule  que  l’ho- 
mogene  88  ; fçavoir  , la  ierc.  racine  pofitive 
*=4,  les  deux  autres  négatives  égales  & ima- 
ginaires at==  — z— HrV— -ïlj. 

10.  Par  les  formules. 

La  formule  de  la  première  racine  efl 

*=VÎ7_h a' 

1 4 »7  4 l7  1 

Aij 
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donne.v=v  44-4  44 — V 4^-+^7^. 

qui  donne  la  icr<;.  racine  fous  une  forme  irratio- 
/îellej  puifque  1944  eft  un  quarré  imparfait,  là 
racine  elf  entre  44  & 43 , d où  l’on  tire  la  va- 
leur de  la  icrc.  racine  4 -f-.,ou  j — qui  ell  irratio- 
nellc.  Quoiqu  elle  /oit  rationclle,  puilque  c'cfl 
jprecilénicnt  4.  il  fuffit  de  multiplier  les  trois 
racines  que  nous  venons  de  trouver  par  les 
tables  pour  en  avoir  la  démonftration. 

zd.  Exemple. 

Soit  ,v J $ox=  100,  qui  eft  l origine  du  cas  irré- 
dtiSiible. 


i°.  Les  tables  donnent  les  3 racines  qui  (ont 
réelles.  v.  . 

La  6e.  table  de  la  iere.  efpéce  donne  là  icr\ 
racine  pofitive  *=  1 o.  la  6e.  table  de  la  irfc.  c f- 
péce  donne  dans  une  même  cellule  fous  l’ho- 
mogene  propolé  ioo^les  trois  racines,  la  icrc. 
x=io  qui  cft  réelle  ôc  po/itive  , les  deux  au- 
très  réelles  , négatives , égales  & irrationelles 
x=—  5—iVl  y. 

z°*  Par  les  formules. 


La  formule  de  la  première  racine  eft 
y_«  bb—T±~7  -4  Vlt  — ïibb-L.  * 


qui 


donne x Vyo— fÿ_i4joo— +- Vj0— V— 14  yoo- 
^tns  ^quelle  1 expreffion  imaginaire  — 
£-14*00  rend  toute  la  formule  imaginaire  par 
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une  efpece  de  contagion  quelle  communique  à 
la  partie  rc'elle  50,  a où  il  eft  impoflible  abfo- 
lument  de  tirer  la  valeur  de  la  racine  , quoi- 
qu’elle loit  re'ellc  & pofitive. 

3e.  Exemple.  Dans  le  cas  irréductible , 
Soit  *•’  — 90*  = 1 10.  dans  la  3c.  formule, 
ou  xJ— 9ox= — 1 10.  dans  la  4c.  formule. 

Ces  Equations  font  dans  le  cas  irréductible, 
par  confcquent  les  3 racines  quoique  réelles 
lont  irrationelles, c’ell-à-dire  incommcnfurables 
entr’cllcs,  on  ne  peut  les  exprimer  exactement 
par  aucun  nombre  entier  qui  foit  un  divifeur 
exact  de  ces  Equations,-  on  peut  feulement  en 
approcher  , & il  n’y  a qu’un  feul  nombre  qui 
donne  cette  valeur  approchée,  c’eft  10. 

10.  La  table  de  la  icrc.  efpece  donne  x=  10 
dans  la  3».  formule,  & x=  —10  dans  la  4". formule. 

La  table  de  la  idc.  efpece  donne  tout  enlemble 
les  trois  racines  ; Sçavoir , dans  la  3e.  formule 
x=io,  & x=—  & dans  la  4e.  formule 

*■=— 10,  & x=5^Vi  y. 

i°.  Par  les  formules. 

La  formule  de  la  rcrc.  racine  eft 

V.  ' j - 

x~~  -45  •v101  J—  39î°4 — t-K+î”  j 39304 

a=V  4 j — h/3  7 1 79-+-  V4  j ï—ïjî 79_ 

qui  cil  une  formule  imaginaire  d'où  il  elt  ab- 
solument impolhble  de  tirer  aucune  valeur  pour 
la  racine  qui  eft  cependant  réelle  mais  irratio- 
nelle.  , A iij 
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4e.  Exemple.  cas  irréductible. 

Soie  x * — . 90X  =>  90  dans  la  3e.  formule, 
ou  x}—  9ox=—  90  dans  la  4e.  formule. 

x».  Par  les  tables.  La  6e.  table  de  la  irc*  clpe'ce 
donne  la  icrc.  racine  approchée.  x=  10  dans  la 
3 e.  formule  , & *•=—  10  dans  la  4e.  formule. 

La  6e-  table  de  la  z‘lc.  elpece  donne  dans  la  mê- 
me cellule  de  l’homogene  90.  les  trois  racines  , 
x=io,x=—  5 5 dans  la  3 e.  formule.  Mais 

pour  la  4'.  formule  *■=  — 1 o,  & x=  5 — tvi  j. 

Remarque.  Comme  10  elt  la  ire-  racine  exac- 
te de  l’Equation  x } — 90*  = 1 00 , qui  efl  l’o- 
rigine d’où  partent  les  Equations  dans  le  cas 
irréductible , elle  elt  aufli  feule  la  1 r\  racine  ap- 
prochée de  toutes  les  équations  femblablesquine 
di fièrent  que  dans  le  leul  homogène  qui  peut 
variera  l’infini,  foiten  diminuant  de  io,foiten 
au  gmentant  de  1 o à l’infini  :or  dans  toutes  ces  va- 
riations de  l’homogene,  10  elt  la  feule  racine  la 
plus  approchée  en  nombres  cntiers,car  elle  pour- 
ra toujours  divifer  toutes  ces  équations  non  pas 
exactement , mais  avec  un  relte  pofitif , lorfque 
les  homogènes  font  moindres  que  100.  & avec 
un  relie  négatif  lorfque  les  homogènes  > 1 00  en 
la  3 e.  formule,  & au  contraire  en  Ta  4e.  formule  : 
mais  aucun  autre  nombre  que  10  ne  pourra 
être  le  divifeur  de  ces  équations  dont  la  féric 
elt  infinie.  Donc  les  tables  donnent  la  racine  la 
plus  approchée  en  nombres  entiers  danslecas 
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irrédu&ible  fans  aucune  opération  ; & pour 
avoir  une  approximation  plus  grande,  on  fc  1er- 
vira  des  Méthodes  nouvelles  que  nous  donnons 
dans  cette  Analife. 

La  première  racine  approchée  étant  trouvée 
*=10,  on  connoîtra  quelle  eft  cette  approxi- 
mation, en  comparant  l’homogene  propofé,  ou 
le  refte  que  donne  la  divifion  avec  1 00 , qui  eft 
l’homogene  de  l’origine  du  cas  irréduétible.L’ap- 

firoximation  fera  d'autant  plus  approchée  que 
a différence  fera  moindre , & l’approximation 
fera  d’autant  plus  éloignée  que  la  différence  fe- 
ra plus  grande. 

i°.  Par  les  formules  , on  trouve  une  for- 
mule imaginaire  &impoffiblepourla  icre.  racine 

J - , - 

c’eft  *=l/4j_+v—  i497  5-*-T4j->>— i497  j par- 
inutile  comme  dans  l’exemple  précédent. 

Les  avantages  de  cette  nouvelle  Méthode 
nous  ont  engagé  de  la  tirer  du  corps  dé  l’Analife 
entière  &complette  que  nous  publions,  où  elle 
occupoit  la  fe<ftion7.  du  livre  ier.  & de  la  placer 
féparément  à la  tête  de  l’ouvrage  pour  fatisfaire 
à i empreffement  du  public. 


METHODE 
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N O U V E L L 

POVR  RES OV  DRE  LES PRO 

àétcrminc7^ou  les  Equations  de  tous  les  dégreva, 

l'infini  , Çÿ  même  dans  le  cas  irréductible. 

* 

Ettc  Méthode  confifte  dans  la  conftruc- 
tion  & l’ufagc  des  tables  expliquées  p.  $ r, 
& c ; chaque  table  eft  dreirée  fur  une  for- 
mule & fert encore  pour  d’autres,  en  y 
accommodant  les  lignes. 

Ces  tables  font  de  deux  cfpéces,  qui  ne 
différent  que  dans  U manière  de  donner 
les  racines  des  Equations  qu’elles  contiennent. 

Les  tables  de  la  première  cfpéce  donnent  fur  leur  bor- 
dure à gauche  la  première  racine  de  tous  les  homogènes 
qui  font  dansTéchiquier,lorfqu,clle  eft  rationelle  ; mais 
non'  pas-lorfqu’ellc  eft  irtationclle. 

Analjfe.  * B 
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io  Méthode  nouvelle. 

L.a  féconde  efpécc  des  tables  donne  directement  tout 
à la  fois  toutes  les  racines  des  Equations  de  tous  les  de- 
grez  , de  quelque  nature  que  foient  les  racines,  réelles 
ou  imaginaires,  rationelles  ou  irrationelles , en  quoi  elle 
a l’avantage  fur  la  première  cfpéce. 

Cette  Méthode  ne  fc  borne  point  là  , car  en  conti- 
nuant ces  tables , leur  confidération  feule  préfentera  à 
l’cfprit  une  infinité  de  Théorèmes  &:  de  Problèmes  im- 

J>orraus , d’où  l’on  pourra  tirer  pluiieurs  Méthodes  dif- 
érentes  pour  ré  foudre  les  Equations. 

Les  commcnçans  pourront  s’exercer  à drefler  ces  ta- 
bles aulïi  amples  qu’ils  le  jugeront  à propos , ils  en  tire- 
ront beaucoup  d’utilité,  ils  y remarqueront  les  progref- 
fions Arithmétiques  qui  y régnent  conftamment , foie 
dans  les  homogènes,  foit  dans  les  coëfficiens  ou  faâeurs, 
foie  dans  les  puiffances  de  l’inconnue  , foit  enfin  dans 
les  racines  des  Equations  , c’cft  le  fondement  de  la  con- 
ftruûion  de  ces  tables  &:  de  leur  ufage  ; d’ailleurs  ces 
tables  par  elles  - mêmes  ferviront  comme  un  inftru- 
ment  univerfel  , pour  refoudre  du  premier  coup  d’œil 
te  fans  aucune  opération  toutes  les  Equations  qu’elles  ren- 
ferment. 

Pour  faciliter  la  conftru&ion  de  ces  tables  , on  peut 
éviter  de  tracer  les  lignes  de  l’échiquier  , en  fe  fervant 
d’un  chalfis  de  carton  divifé  avec  des  fils  par  différens 
carreaux  , on  peut  aulfi  mettre  la  bordure  d’en  haut , te 
celle  qui  cft  à gauche  fur  deux  bandes  de  papier  qui  fe 
déplient  en  déhors,  te  qui  excédent  les  pages  qui  con- 
tiennent l’échiquier. 

Une  Equation  littérale  fc  nomme  une  formule  , par- 
ce que  c’cft  l’exprelfion  générale  de  toutes  les  Equations 
numériques  femblables  ; car  il  n’y  a qu’à  fubftitucr  des 
nombres  à la  place  des  lettres  connues  pour  avoir  des 
Equations  numériques  , te  fubftituant  fucccffivcment 
chacun  des  nombres  de  la  fuite  naturelle  à l’infini  > on 
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pour  les  Equations  a l’infini.  ii 
aura  des  fériés  infinies  d’Equations  femblablcs  à l’infini. 

Dans  chaque  degré , il  y a des  Equations  complcttcs 
& incomplettes , ce  qui  fait  deux  genres  que  je  divife 
par  clartés  & par  efpcccs  differentes  afin  de  traiter  cette 
matière  avec  ordre  pour  faciliter  la  réfolution  des  E- 
quations. 

Une  Equation  complettc  contient  toujours  un  terme 
de  plus  que  l’expofant  de  fon  degré  ne  contient  d’uni- 
tcz.  Ainfi  dans  le  fécond  degré  elle  a trois  termes , dans 
letroifiéme  degré  quatre  termes , &c.  Voilà  la  derniere 
clafTe  des  formules  de  chaque  degré , fon  cxpofanc  eft 
celui  de  fon  degré. 

Une  Equation  incomplette  contient  moins  de  termes 
que  l’Equation  complettc  , ce  qui  ne  fe  trouve  que  dans 
les  Equations  abrégées,  car  lorfquc  l’Equation  n’cft  point 
abrogée,  elle  contient  en  détail  tous  les  produits  de  fa  for- 
mation qui  la  rendent  toujours  complettc  ; mais  en  abré- 
geant, lorfqu’il  fc  trouve  dans  un  meme  terme  ou  dans 
pluficurs  termes  des  produits  égaux  &c  contraires  , 
ils  rendent  ce  terme  ou  ces  termes  nuis , les  détrui- 
fent  & les  font  évanoüir,  voilà  l’origine  des  Equa- 
tions & des  formules  incomplettes  qui  donnent  les  au- 
tres clartés. 

L’Equation  pure  & fimple  dans  chaque  degré  n’a  que 
deux  termes  extrêmes  , le  premier  terme  eft  la  haute 
puiflance  de  l’inconnue  , & le  dernier  terme  que  je  nom- 
me l’homogenc  decomparaifon  qui  eft  exprimé  en  nom- 
bres ou  en  lettres  connues  dans  cette  Equation  , tous  les 
termes  moïens  employez  dans  fa  formation  ont  été  dé- 
truits par  des  fignes  contraires  en  l’abrégeant. 

Voilà  la  plus  fimple  Equation  ou  formule  dans  cha- 
que degré,  &:  la  première  clarté  des  formules  : entre  cette 
première  clarté  & la  dernière  , il  y a autant  de  clarté* 
différentes  qu’il  y a d’unitez  entre  leurs  expofans , ou  ce 

qui  revient  au  même  dans  chaque  degré  , il  y a autant 

« • 


ii  Méthode  nouvelle 

de  elaffes  différentes  entre  les  formules , que  l’expofant 
du  degré  contient  d’unitez. 

Je  diftingue  encore  dans  chaque  claffedes  efpéccs  dif- 
ferentes , &:  dans  chaque  efpécc  des  individus  qui  font 
autant  de  formules  differentes  dans  un  même  degré , &: 
pour  traiter  cela  avec  plus  d’ordre  & de  Méthode  ,jc  ré- 
duis à fept  Problèmes  tout  ce  qui  regarde  en  général 
les  formules  de  tous  les  degrez  à l’infini,  car  dans  un  de- 
gré quelconque,  on  peut  demander. 

i°/Lc  nombre  de  fes  formules. 

z°.  Le  nombre  des  formules  ou  de  plufieurs  degrez  , 
ou  de  tous  les  degrez  à l’infini  pris  enfcmble. 

3 °.  Le  nombre  des  claffes  differentes  des  formules  dans 
chaque  degré. 

4°.  Le  nombre  des  efpéces  differentes  des  formules 
dans  chaque  claffe. 

j°.  Le  nombre  des  individus  ou  formules  particulières 
dans  chaque  efpécc. 

6 Chacune  des  formules  particulières  en  lettres  , 
pour  une  cfpece  & une  claffe  déterminées  dans  un  degré 
quelconque.  . . 

7°.  Enfin  la  formation  des  Equations  numériques  dans 
chaque  formule  particulière. 

Nous  donnons  la  réfolution  de  ces  fept  Problèmes  , 
afin  qu’il  n’y  ait  rien  qui  puiffe  arrêter  le  leétcur. 

PROBLEME  I. 

Déterminer  le  nombre  des  formules  dans  chaque  degré. 

Soit  p l’cxpofant  du  degré  propofé  , le  nombre  de 
fes  formules  eft  ix  jf — 1 , c’eft  à dire  que  ce  nombre  cft 
double  de  la  puiffance  de  3 moindre  de  l’unitc  que  l’ex- 
pofant  de  ce  degré. 
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Exemples. 


Dans  le  Ier.  degré, où ^=i.j’aiax3  =ix$— 3=1. 

Donc  le  premier  degré  a deux  formules. 


1 — i 

Dans  le  jÀ  degré , où p =a,  j’ai  ax3  =1x5 

= 6 formules. 

J— 1 

Dans  le  3e.  degré,  où^  =3,  j'ai  ax  3 = 1X9 

= 18.  formules. 

4 — - 1 

Dans  le  4e.  degré,  où  /,=  4,  j’ai  1x3  =1x17 

a=  J4.  formules. 

5 — » 

Dans  le  yc.  degré,  où  f=y, j’ai  1X3  =ax8i 
= 161.  formules. 

6 — 1 

Dans  le  6e.  degré , où  p=  6 , j’ai  ax 3 = a*L4? 

*=  486.  formules, 

7—1 

Dans  le  7e.  degré,  où p =7,  j’ai  ax3  =aX7a9 
= 1438.  formules. 

J —T 

Dans  le  8e.  degré  ,où^  =8  , j’ai  aX3  = axai87 
= 4374.  formules. 

9 — ' 

Dans  le  9e.  degré , où p =*=  9,  j’ai  axj  = 1*6^61 
1 3 1 a a formules. 

. 10  — I 

Dans  le  10e.  degré, où/=ïo, j’ai  ax3  ==1x19683 

r- — 393 66.  formules. 

Ce  qui  donne  la  férié  fuivante.- 

£x pofuns 

dtt  i-,  a.  3*  4*  5‘  7*'  *•’  Sec, 

Jegm. 

Ktmhrc 

‘ 1rs  a.  6.  18.  J4-  161.  486. 14^8.  4374-  13 Izt’  tec. 

formules.  g lij 
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Méthode  nouvelle. 
PROBLEME  II. 

Jrouver  le  nombre  des  formules  de  plufcurs  degrez  pris  de 

fuite.  i°.£n  nombre f ni.  i°.  De  tous  les  degrez 
à l'infni. 

i°.  Pour  pluficurs  degrez  pris  de  fuite  en  nombre  fini, 
le  nombre  des  formules  eft  3 F—  1 , en  fuppofant  p égal  à 
l’cxpofant  du  dernier  degrc  qui  a été  pris , la  fommedes 
formules  eft  égale  à une  femblable  puiflancc  de  3 moins 
l’unité. 

Pour  le  Ier.  degréjfeul  où^=i,j’ai  5 r — 1=  3—1=2.. 

Pour  les  deux  premiers  degrez , l’cxpofant  du  fécond 
eft  z^=/,  j’ai  31 — 1=$— 1=8=  2 — + 6 , trouvez  ci- 
deflus. 

Pour  les  trois  premiers  degrez , l’expofant  du  troificme 
cft  3=/>,  j’ai  33—1=17—1=16= — K — H 8, trouvez 
ci-deflus. 

Pour  les  quatre  premiers , où^  =4  , j’ai  34—1=81 
—1=80=1— 1*6 — hi8— f 54  trouvez  ci-dciïus  ,•  & ainfi 
des  autres. 

i°.  Pour  tous  les  degrez  à l’infini  pris  enfcmble , l’cx- 
pofant du  dernier &jinfinitiéme  degré  eftoo  .Donc  la  fom- 
mc  des  formules  de  tous  les  degrez  à l’infini  eft  3“  — I. 
Ce  qu’il  falloir  trouver. 

COROLLAIRE  I. 

Et  remarque.  Dans  ce  grand  nombre  de  formules  on 
doit  retrancher  comme  inutiles  toutes  les  formules  donc 
le  fécond  membre  qui  contient  tous  les  termes  ( excepté 
la  haute  puiflancc  de  l’inconnuë  ) eft  totalement  néga- 
tif, parce  qu'il  eft  impofible  que  le  pofitif  foit  égal  au 
négatif  abfolu,  & fi  on  veut  abfolumcnt  les  réfoudre  , 
on  le  pourra  toujours  de  la  même  manière  que  celles  dont 
les  deux  membres  font  totalement  pofitifs.  Nous  verrons 
dans  la  fuite  comment  on  peut  encore  diminuer  le  nom- 
bre des  formules. 


I 


I 


r 
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pour  les  Equations  a l’infini.  ij 
Il  eft  évident  qu’il  n’y  a qu’une  feule  formule  néga- 
tive dans  le  premier  degré  x = — b.  Dans  tous  les  dc- 
grez  fupérieurs , foit  p I’expofant  du  degré  propofé  , le 
nombre  des  formules  totalement  négatives  dans  le  fé- 
cond membre  & partant  inutiles  , eft  une  puifTancc  de 
2.  moindre  de  l’unité  que  l’expofant  du  degré  , c’eft 
donc  i’  ‘. 

AinG  dans  le  fécond  degré  ,où/>  = z,  j’ai  iT — 1 = 
x*  1 = i , ce  qui  donne  deux  formules  inutiles. 

Dans  le  troifiéme  degré , ou  p = 3 , j’ai  z*  1 = 4 
formules  inutiles. 

Enfin  dans  le  10e.  degré,  où/>  ==  1 o , j’ai  z'*  1 = a* 

= y 1 z formules  inutiles.  On  peut  les  exprimer  par  la 
le  rie  qui  fuit. 

£* foftnt  , 

Jti  1.  z.  3.  4.  y.  6.  7,  8.  pme.  degre,&c, 

K »mbre 

dt‘  1.  z.  4.  8.  si.  31.  64.  iz8.  xy 6.  y ix.  &c. 

fermait!. 

COROLLAIRE  IL 

Donc  dans  chaque  degré  , dont  l'expofant  foit  p , le 
nombre  des  Equations  utiles  eft  z x 3*  1 z*  1 ,qui  eft 

un  binôme  dont  la  première  partie  contient  le  nombre 
des  formules  poflibles  dans  chaque  degré  trouvé  par  le 
Problème  I.  &c  la  fécondé  partie  contient  le  nombre  des 
formules  inutiles  trouvées  par  le  Corollaire  précédent,  à 
retrancher  du  nombre  total  des  formules. 

Ainfi  dans  le  fécond  degré  , où  p = z , j’ai  z x 3 1 ’ 

i'  ’ = z x 3 — — x = 6 — — x = 4,  nombre  des 

formules  utiles. 


1 6 Méthode  nouvelle. 

Dans  le  troifiéme  degré  , où  p = 3 , j’ai  2,  x 3’ — 1 

2,1  — ~ 1 x 9 4=  18 4=  1 4,nombrc  des 

formules  utiles. 

Dans  le  feptiéme  degré  , où  p = y } j’ai  i x 3 7 — 1 
l7~‘  = 1 x 3* 1*  = 2-x  71î) • — 64=145 8 

64=1394. 

Dans  le  dixiéme  degré  , où  p = 10  , jai  i x 3 10 — * 

z'°~'  ===zx3* i9  = 39366 -,511^33854. 

On  peut  les  exprimer  par  les  quatre  (crics  fuivantes 
pour  en  avoir  le  rapport,  le  premier  eft  l’expofant  du 
degré,  la  fécondé  eft  le  nombre  total  des  formules  dans 
chaque  degré  correfpondant , la  troifiéme  contient  le 
nombre  des  formules  inutiles  à retrancher , la  quatrième 
contient  le  nombre  des  feules  formules  utiles , c’eft  la 
différence  de  chaque  terme  correfpondant  dans  la  fé- 
condé & la  troifiéme  férié. 

Exposant  du  deçré  1,  1.  3.  4.  5.  g,  7. 

Total  des formules  2..  6.  18.  54.  162..  486.  1458.  &c. 

Inutiles  x.  a.  4.  8.  16.  31.  64.  fec. 

Utiles  I.  4.  14-  46.  146.  4J4,  139 4.  &c. 

PROBLEME  III. 

Déterminer  le  nombre  des  claffes  des  formules  différentes 
dans  chaque  degré. 

Pour  diftinguer  en  différentes  clafTcs  les  formules  d’un 
n?cme.  degré  , je  prends  dans  ce  degré  , par  exemple  , le 
cinquième , les  deux  Equations  extrêmes  ; fçavoir  , fon 
Equation  pure  & fimplc  •Y,  = ^T.qui  n’a  que  deux  ter- 
mes , & fon  Equation  complctte  qui  a tous  fes  fix  termes. 
x%*=a'x4,-\-anx''-+-  a111  xl a,r  x1  — Ly . & je  les  écris 
de  cette  forte , mettant  dans  le  premier  membre  la  haute 

puiflance 
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pour  les  Equations  a l’infini.  17 
puifTancc  de  l’inconnue  toute  feule  , 8c  dans  le  fécond 
membre  tous  les  autres  termes  , par  cette  difpofnion 
j’ai  un  fcul  terme  dans  le  fécond  membre  de  l’Equa- 
tion pure  8c  fimplc,  c’cft  la  première  clalTe  dont  l’cxpo- 
fant  cft  1. 

Mais  j’ai  cinq  termes  dans  le  fécond  membre  de  l’E- 
quation complettc , c'cfl  la  cinquième  clalTe  de  ce  de- 
gré , fon  expofant  eft  y. 

Donc  j”ai  les  deux  daflcs  extrêmes  1 & 5 , je  remplis 
leur  intcrval  par  la  fuite  naturelle  des  nombres,  1,2, 5,4,  y, 
ce  qui  me  donne  cinq  membres,  qui  donnenteinq  dalles 
différentes,  dont  ils  font  les  expofans  , &c  marquent  en 
même  tems  le  nombre  des  termes  de  chacune  de  ces 
clafTcs  dans  le  fécond  membre  de  la  formule  comme  il 
fuit. 


ierc.  clafTe. 

f _ ■+•  ,* 

a:  — : — b . 

Une  feule  efpéce. 

idc.  clafTe. 

S * 4 ,v 

x = a x — b , 

iie.  efpéce.  1 

8c  4e.  cfpéces. 

* 

II 

* 

* 

1 

< 

idc.  efpéce. 

J III  1 v 

x z=a  x — b . 

. , y 

3e.  cfpece.  i 

S 

x = a x — b . 

4e.  efpéce.  J 

3e.  clafTe. 

8c  8 efpéces. 

** 

+1 

H 

M * 
II 

x ±b\ 

4e.  clafTe 
& 4 efpéces. 

S ‘4.1 

X = 4 X "ZL 4 

xi  ± * X ± b' . 

ye.  clafTe 

X*  =4l  X4  ±/ 

5 . ? *■  - 4 * 

X A X *£  a X 

&16  cfpéces. 

±b\ 

Andyfc,  G 
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Ainfi  dans  le  cinquième  degré,  comme  il  y a cinq 
termes  dans  le  fécond  membre,  il  y a cinq  claffes  de  for- 
mules. 

En  général , il  y a dans  chaque  degré  autant  de  claffes 
différentes  de  formules , que  l’expofant  de  ce  degré  con- 
tient d'unicez. 

PROBLEME  IV. 

Trouver  le  nombre  des  efpéces  différentes  des  formules  dans 
chaque  clajfe  d'un  même  degré. 

Le  nombre  des  termes  établit  la  différence  des  clafTes, 
ainfi  la  yc.  clafTc  du  j«.  degré  qui  eft  complette  contient 
cinq  termes  dans  le  fécond  membre  , mais  il  y a dans 
ce  même  degré  quatre  clafTes  de  formules  incomplcttes, 
qui  fe  réduifent  à trois  clafTes  , en  retranchant  la  pre- 
mière clafTe  qui  eft  celle  des  Equations  pures  & fimples, 
de  forte  que  de  ces  cinq  claffes  retranchant  les  deux 
clafTes  extrêmes  la  première  & la  derniere  ; il  refte  trois 
clafTes  dans  lefquelles  il  peut  y avoir  plufieurs  cfpéces  : 
car  je  nomme  cfpéces  différentes  de  formules  , celles  de 
la  même  clafTe  qui  ont  par  confequent  le  même  nombre 
de  termes , mais  non  pas  les  mêmes  termes.  Par  exemple, 
la  féconde  clafTe  du  cinquième  degré  qui  a deux  termes 
dans  le  fécond  membre  a auflï  quatre  efpéces  , car  re- 
tranchant dans  l’Equation  pure  & fïmplc,  & dans  l'E- 
quation complette  l’homogène  qui  doit  toujours  fe  trou- 
ver dans  toutes  les  formules , il  me  refte  une  place  à rem- 
plir dans  la  fécondé  clafTe  , &:  j’ai  quatre  termes  dans 
l’Equation  complette  qui  peuvent  occuper  cette  place 
chacun  en  particulier,  ce  qui  donne  quatre  efpéces  dif- 
ferentes de  la  féconde  clafTe. 
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ire.  clafle.  xS  =+  b*' 

jme.  claflc.  x5  = + 4 x4  i 4 x5  +45  x + 44  x 

dt  éT. 

ide.  clafle.  x =±4  x4  + £.  ire*  efpécc. 

x = ± 4 x + b . 2d,:.  cfpéce. 

x*  = + a x + l>  . 3mc.  efpécc. 

x5  = + 44  x + £ . 4™.  efpécc. 

De  même  dans  la  3e.  claflc  du  je.  degré  qui  a trois 

termes  dans  le  fécond  membre,  j'ai  deux  places  à rem- 
plir en  combinant  quatre  termes  de  toutes  les  manières 

poflïblcs , deux  à deux.  Ces  termes  font,  x4 , x’ , xl , x1. 
ce  qui  fe  peur  combiner  deux  à deux  fans  répétition  de 
fix  manières  différentes , ce  qui  donne  fix  efpéces  diffe- 
rentes dans  la  3 e.  claflc. 


3e.  clafle. 


x1  = + a x4  '+  41  x’  + b . fans  x & X*. 

x*  = + a x*  t a x1  ± é . fans  x & x*. 

xS  = + *4  4 4 x*  ^ é fans  x1  & x*. 

x5  = ± 41  x’  + 43  xl  + b . fansx’  &x4. 

x*  = + a x ± 44  x*  fans  x4  &:  x\ 

x5  = + 4~  x’  + a x1  Hh  £ . fans  x &x4. 


Pareillement  dans  la  4e.  claflc  du  5e.  degré  , quia  qua- 
tre termes  dans  le  fécond  membre , au  lieu  de  cinq  ter- 
mes dans  l’Equation  complette,  ce  qui  fe  réduit  à 3.  & 

C rj 


\ 


% 


j 

4 
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à 4.  retranchant  de  part  & d’autre  l’Homogénc,  or  de 
quatre  termes  on  en  peut  arranger  trois  de  quatre  ma- 
nières différentes  , ce  qui  donne  quatre  cfpéces  diffe- 
rentes dans  la  4e.  claffc  du  5 e.  degré. 

Mais  la  itc.  clafTe  qui  n’a  qu’un  terme  dans  le  fécond 
membre,  &:  l’Equation  complcttc  delà  jc.  clafTe  qui  en 
a cinq,  n’ont  chacune  qu’une  feule  cfpéce;  car  on  ne 
peut  varier  ni  le  nombre  ni  l’efpéce  des  termes  dans  ces 
clafTcs , mais  elles  ont  des  individus  ou  formules  parti- 
liéres  différentes , qui  viennent  de  la  feule  diverfité  des 
Signes  &:  — . 

PROBLEME  V. 


Trouver  les  Individus  ou  Formules  particulières  & leur 
nombre  dans  chaque  efpéce  & dans  chacune  des  ClajJes 
d'un  même  degré  & de  tous  les  degrez  à l'infni. 


Les  formules  particulières  dans  chaque  cfpéce  &:  dans 
chacune  des  clafTes  viennent  des  combinaifons  differen- 
tes des  Signes,  4.  Sc  — .Or  toutes  les  combinaifons  uti- 
les qui  donnent  des  formules  différentes  font  exprimées 
par  les  deux  Séries  fuivantes , dont  la  première  marque 
l’expofant  de  la  clafTe  &:  le  nombre  des  termes  dans  le 
fécond  membre,  c’cft  la  Série  des  nombres  naturels.  La 
idc.  qui  marque  le  nombre  des  combinaifons  qui  déter- 
mine le  nombre  des  formules  particulières  ou  des  indivi- 
dus dans  chaque  efpcce , eft  la  Série  des  puiffancesdc  z. 


Nombre  des 

ternes.  }• 


4-  y.  6. 


7- 


8.  9.  &c. 


Ttr, nuits.  Z‘  4’  8.  1 6.  3 Z.  64.  12.8.  Zj6.  J I 2,  , SCC. 

Ainfi  dans  la  ire.  clafTe  où  il  n’y  a qu’un  terme,  il  y 
a deux  formules , parce  que  les  Signes  -+■  & — peuvent- 
être  mis  tous  les  deux  devant  ce  terme  unique.  Ce  qui 
donne  deux  formules. 
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Dans  la  zde.  elafle  où  il  y a deux  termes  , les  fignes 
■+  Se  — peuvent  être  combinez,  en  quatre  manières.  Ce 
qui  donne  quatre  formules. 

Dans  la  jnc.  elafle  qui  a trois  termes  , les  fignes  -f 
Se  — peuvent  fe  combiner  en  huit  manières , ce  qui  don- 
ne huit  formules.  Et  ainfi  des  autres  à l’infini. 

PROBLEME  VI. 

Trouver  en  lettres  chaque  formule  particulière  <T  une  efpéce  , 
& d'une  clajfe  quelconque  d’un  degré propofé. 

Comme  toutes  les  formules  particulières  dans  une 
efpéce  Se  dans  une  elafle  d’un  degré  déterminé  , vicnc 
de  la  feule  combinaifon  des  fignes  , lorfqu’on  aura  une 
elafle  Se  une  efpéce  déterminée.  Par  exemple  , la  irc. 

efpéce  de  la  3™.  elafle  du  ymc.  degré;  x =.  + 4 *4 . 

+ * x h . qui  eft  fans  x Se  fans  xx.  Se  qui  a trois 

termes  dans  le  fécond  membre;  or  par  le  Problème  ymc. 
j’ai  dans  la  Série  huit  combinaifons  ou  formules  pour  3. 
termes.  Ainfi  j’écris  de  fuite  ces  huit  formules  qui  com- 
prennent toutes  les  combinaifons  différentes  des  fignes 
-f.  & — comma  il  fuit. 

x = -f - a x -t-  a x b . ire.  form. 

xS  .==  -4-  a x 4 -4-  a x 5 b . form. 

I 1 4 1 j .v  c 

x =s  -+-  a x 4 x —t-  b . _ 3mc.  rorm. 

i >+  * î .*  P 

x = 4 x 4 x b . 4mc.  rorm. 

î 1 4 î , ■ v r 

x = 4 x -4—  4 x -4-  b . yn'«.  form. 

î » 4 1 î i”  ‘ p 

x = -t-  4 x 4 x -4-  . 6me.  rorm. 

J 14  1 f . /v  c 

x = 4 .v  4 x -4-  b . 7mc.  rorm. 

x 5 = 4 .v4  41  jf5  b.  8me.  form- 

C iij 
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PROBLEME  VII. 

Former  les  Equations  en  nombres  dans  chaque  Formule 
particulière  d'un  degré  quelconque. 

Ce  Problème  eft  Important  pour  la  rclblution  des  Equa- 
tions , car  il  eft  ridicule  de  chercher  les  racines  d’une 
Equation  propofée,fi  on  ignore  le  nombre  8c  la  nature  des 
élcmcns  dont  elle  contient  le  produit. 

De  la  nature  des  racines  des  Equations  de  tous  les  degrez , 
de  leurs  genres  & de  leurs  efpéces. 

Les  racines  d’une  Equation  compofée  d’un  degré  quel- 
conque ou  Tes  élémens  font  les  Equations  Amples , ou  du 
premier  degré  dqnt  elle  contient  le  produit.  Je  divife 
les  racines  en  plusieurs  genres. 

Les  racines  font  ou  pofitives  ou  négatives  : Voilà  leur 
premier  genre. 

Les  racines  pofitives  font  celtes  dont  la  valeur  de  l’in- 
connue eft  une  grandeur  pofitivc  comme  x z = o. 

qui  donne  par  tranfpofition  x = — h z.  c’eft  une  valeur 
pofitive. 

Les  racines  négatives  font  celles  dont  la  valeur  de 
l’inconnue  eft  négative , comme  x -+-  z = o , qui  donne 
par  tranfpofition  x= z , c’eft  une  valeur  négative. 

Le  fécond  genre  divife  les  racines  en  réelles  8c  ima- 
ginaires , qui  fe  divifent  chacune  en  deux  efpéces , i°. 
rationcllcs , z°.  irrationelles. 

Les  racines  réelles , rationelles  ou  commcnfurables  , 
font  celles  dont  la  valeur  s’exprime  exactement,  ou  par 
un  nombre,  ou  par  une  lettre  connue  , comme  x z 

Les  racines  réelles,  irrationelles  ou  incommenfurables, 
font  celles  dont  la  valeur  ne  peut  être  exprimée  exacte- 
ment par  un  nombre  ou  par  une  lettre  connue  , fans  y 


Digitized  by  Google 


POUR  LES  EqJUATIONS  A L*  INFINI.  1 J 

ajouter  un  figne  Radical  comme x */'T  = o ,.v 

= o ce  qui  marque  la  racine  quarréc  de  i , ou  de  a , 
qu’il  eft  impoflible  d’exprimer  fans  le  figne  Radical , on 
les  nomme  incommenfurables , parce  qu’on  ne  peut  pas 
les  mcfurcr  par  l’unité  ni  par  aucune  partie  connue  de 
l’unité. 

Les  racines  imaginaires  fontaufli  de  deuxefpéces,  il 
y en  a qui  font  imaginaires  Sc  rationelles  comme  H— 

. — a qui  eft  une  valeur  imaginaire  négative  dans  x — t- 

a = o , mais  imaginaire  pofitive  dans  x — — a = o , 

ces  deux  valeurs  font  des  imaginaires  du  premier  de- 
gré. 

Les  valeurs  imaginaires  du  fécond  degré  ont  toujours 
deux  lignes  comme  les  autres  imaginaires  , le  pre- 
mier qui  eft  hors  du  figne  eft  —H  ou , le  fécond  qui 

eft  ici  fous  le  figne  Radical  eft  toujours dans  l’ima- 
ginaire du  fécond  degré  x -4-  — a &cx ÿ — <*,cora- 

me  dans  le  premier  degré  x — [ a &c  x a. 

Or  le  fécond  figne eft  toujours  invariable  dans 

tous  les  imaginaires , il  n’y  a que  le  premier  figne  qui 
peut  varier. 

Ces  racines  imaginaires  font  proprement  des  racines 
négatives , fourdes  & irrationclles , mais  les  pofitives  font 
fimplemcnt  des  racines  lourdes  ou  irrationclles. 

. Les  racines  imaginaires  font  rationelles  , lorfque  la 
grandeur  ou  valeur  imaginaire  qui  eft  fous  le  figne  Ra- 
dical , eft  une  puiflance  parfaite  égale  &:  femblable  à 
l’expofant  du  figne  radical  , comme  dans  x — J-  y — 41 
H-  o,S>c  x — yü-/  = » > ^ans  lefquels  «*  eft  élevé  à la 
puiflance  exa&e  du  ligne  Radical  ÿ—  qui  eft  la  fécondé 
puiflance. 

Mais  les  racines  imaginaires  font  irrationclles  , lorf- 
que la  grandeur  imaginaire  qui  eft  fous  le  ligne  Radi- 
dal  n’eft  pas  de  même  degré  que  l’expofant  du  figne  Ra- 
dical comme  dans  x~ — y — * = 0 dans  lequel  le  Ra- 
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dical  cft  du  troifiéme  degré,  &:  la  grandeur  imaginaire 

fous  le  ligne  Radical  cft  du  premier  degré. 

Du  nombre  des  racines  dans  chaque  formule , de  tous  les 
degré  à l'injt'ni. 

Dans  tous  les  degrez  à l’infini  , chaque  formule  con- 
tient autant  de  racines  ou  d'équations  limples  Se  du  pre- 
mier degré  , que  l’expofant  de  la  haute  puiflancc  con- 
tient d’unitez. 

Ces  équations  du  premier  degré  en  font  les  élémens 
les  plus  Amples , ainli  dans  une  formule  du  fécond  de- 
gré dont  l’expofant  eft  i,  il  y a deux  racines  ou  deux 
élémens  , trois  racines  dans  une  formule  du  troifiéme 
degré  , quatre  racines  dans  une  formule  du  quatrième 
degré,  Sec. 

On  peut  aulTi  confidercr  une  formule  du  troificrne  de- 
gré , comme  le  produit  d’une  équation  du  fécond  degré 
multipliée  par  une  équation  du  premier  degré  ; de  meme 
une  équation  du  quatrième  degré  peut  être  confidéréc 
comme  le  produit  de  deux  équations  du  fécond  degré; 
pareillement  une  équation  du  cinquième  degré  peut  être 
’ regardée  comme  le  produit  d’une  équation  du  troifiéme 
degré , multipliée  par  une  équation  du  fécond  degré. 

En  général  toute  équation , par  exemple , du  feptiéme 
degré,  cft  le  produit  de  toutes  les  équations  dont  les  cx- 
polans  peuvent  être  lesdivifeurs  exaéls  de  fon  expofant 
7;  c’eft-à-dire,  qu’elle  cft  le  produit  de  fept  équations 
du  premier  degré,  parce  que  leur  expofant  i divife  7, 
& le  quotient  cft  7 qui  donne  les  fept  équations  du  pre- 
mier degré.  On  peut  encore  la  confidérer  comme  formée 
par  les  équations , dont  les  expofans  pris  cnfemblc  font 
le  nombre  7 , qui  eft  fon  expofant  , ainfi  comme  2x5 
-4—  i = 7,  cette  équation  peut  être  formée  par  deux 
équations  du  troifiéme  degré  Se  une  du  premier  degré, 

& 
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pour  les  Equations  a l’ infini,  if 
6C  enfin  comme  4x3  = 7,  on  peut  auffi  la  former  par 
une  équation  du  quatrième  degré  , & une  du  troifiéme 
degré , 8c  ainfi  des  autres. 

Des  termes  des  Equations  , de  leur  nombre  , & de  leur 

différence. 

Dans  chaque  équation  d’un  degré  quelconque  , il  y 
a toujours  un  terme  de  plus  que  l’cxpofant  de  fon  degrc 
ou  de  fa  haute  puiflance  qui  font  égaux  , contient  d’u- 
nitez.  Ainfi  lorfqu’il  fc  trouve  moins  de  termes  , c’cft 
une  marque  qu’il  y en  a qui  font  évanoüis,  ce  qui  fc  fait 
en  abrégeant  l’équation  , lorfqu’il  y a des  produits  égaux 
avec  des  lignes  contraires , ils  fe  détruil'enc  8c  ce  terme 
manque  dans  l’équation  abrégée. 

Les  différentes  puiffances  de  l’inconnue  font  la  diffé- 
rence des  termes  , ainfi  tous  les  produits  qui  ont  une 
même  puiflance  de  l’inconnuë  ne  font  qu’un  fcul  8c 
même  terme,  on  les  écrit  les  uns  fous  les  autres , à me- 
fure  qu’on  les  trouve  dans  la  formation  de  l’équation , 
& on  les  abrège  en  écrivant  une  feule  lettre,  ou  un  nom- 
bre qui  eft  la  fomme  des  fadeurs  s’ils  ont  le  même  figne, 
ou  leur  différence  s’ils  ont  des  lignes  contraires  , ainfi 
ce  fadeur  eft  zéro , lorfque  la  fomme  des  fadeurs  pofi- 
tifs  égale  celle  des  négatifs. 

Le  premier  terme  contient  la  plus  haute  puiflance  de 
l’inconnuë  feule,  les  termes  fuivans  qui  font  les  termes 
moïens , contiennent  un  coefficient  ou  fadeur  exprime 
en  nombre  ou  en  lettres  avec  une  puiflance  de  l'incon- 
nue. 

Dans  les  termes  moïens  , les  expofans  des  puiffances 
de  l’inconnuë  décroiffenc  de  l’unité  d’un  terme  à l’autre, 
jufqu  a la  puiflance  linéaire  de  l’inconnue  , qui  eft  tou- 
jours le  pénultième  terme  de  l’équation. 

Le  dernier  terme  n’a  point  d’inconnuë , il  contienc 
Analjfe.  D 


1 6 Méthode  nouvelle 

feulement  un  nombre,  ou  des  lettres  qui  expriment  le 
produit  de  toutes  les  valeurs  des  racines  de  1 équation. 

Dans  une  équation  réduite  à fa  plus  fimple  expreffion 
comme  la  fuivantc  qui  eft  du  cinquième  degré. 

Ixpofuns 

i ...  i ...  3 ...  4 ...  y ...  6. 

termes. 

f I 4 il  J m x I»  I * 

x -+-  4 x -+~  a x . -4-  a x a x b . 

Il  y a fix  termes,  le  premier  terme  contient  la  haute 

puifTance  de  l’inconuë  feule  x\  Le  fixiéme  &:  dernier 

terme  b . contient  une  lettre  connue  , dont  l'expofant 
en  chifrc  Romain  ou  Italique  V marque  cinq  dimen- 
fions,ou  le  produit  de  cinq  racines  , & non  pas  une  cin- 
quième puifTance. 

Les  autres  termes  ( compris  entre  le  premier  & le  der- 
nier qui  font  les  termes  extrêmes)  fe  nomment  les  ter- 
mes moïens  , qui  ont  chacun  un  coefficient  ou  fadeur 
avec  une  puifTance  de  l’inconnue  décroiffante  de  l’unité. 

Dans  les  équations  abrégées  , les  cœfficicns  ou  fac- 
teurs font  exprimez  en  général  par  des  4,  dont  l’cxpo- 
fant  en  chifre  Italique  marque  le  nombre  des  dimen- 
hons  néceffaire,  pour  rendre  tous  les  termes  homogènes, 
& de  cinq  dimenûons  comme  dans  le  premier  terme  , 
ce  qui  fait  que  ces  expofans  de  a croifTent  de  l’unité 
d’un  terme  au  fuivant , à mefure  que  l’expofant  de  x 
décroît. 

Ces  cœfficicns  ou  fadeurs  font  chacun  en  particulier 
le  rcfultat,c’eft-à-dire  la  fomme  ou  la  différence  de  tous 
les  cœfficicns  particuliers  qu’on  trouve  en  détail  dans 
la  formation  de  l’équation  ; c’eft  la  fomme  lorfque  les 
lignes  font  femblables  dans  tous  les  fadeurs  d’un  même 
terme,  mais  c’cft  leur  différence  , lorfqu’il  y a dans  un 
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î ou  R les  Equations  a l’iwfinx.  vj 
même  terme  des  fa&eurs  qui  ont  des  lignes  contraires, 
Ainfi , fi  je  forme  une  équation  du  quatrième  degrc 
en  multipliant  quatre  racines  poûtives  a , b,  c,d , en- 
fuite  en  fuppofant  d négative. 

x ‘t  = o. 


x ——a  x 

bx  —H  abz 

K X c = o. 


: O. 


Abrégé  pour  le  fécond  degré. 

1 1 1 ,* 

a x~t~a  b =o. 


ax 


b 


x 


■ex 


abx. 
a c x. 
b c x- 


ab  c-. 


: O. 


X x — d. 


Abrégé  pour  le  troifiéme  degré. 

i l X II  l 

x a x -jr  a x abc 


•a  x 


b x 


• ex 

• dx1 


abx\ 

1 

AC  X a 


-i-  bc x +abcx  * a}b,c,  = o. 
-+~  a d x1  r-  abdx, 

-h-bdx  +acdx. 

-t-  c dx  ï b c d x. 

Dij 
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Abrégé  pour  le  quatrième  degré  fuppofant  d pofitif. 

4 • » >'  t ni  t lj 

x .v  a -4-  a x a x — t-  a b c a 

Mais  fuppofant  d négatif. 

. 4 1 5 . n i ni  i . , 

j ai  x — — a x + a x — H 4 x a b c d 

= o. 

Dans  laquelle  j’ai  mis  deux  (ignés  au  troifiéme  terme, 
ce  fera  (i  les  produits  politifs  furpaflent  les  .négatifs , 

au  contraire  ce  fera files  produits  négatifs  furpaffenc 

les  poficifs , &:  s’ils  font  égaux  .ils  feront  évanoüir  letroi- 
fiémc,  comme  alors  fon  coefficient  cil  nul  ou  zéro,  ce 

qui  s’exprime  ainfi  + o ' 

Il  fuit  delà  que  le  làétcur  du  fécond  terme  contient  la 
fomme  ou  la  différence  des  valeurs  de  toutes  les  racines 
de  lcquation  ; Sçavoir  la  fomme,  lorfqu’clles  ont  des  fi- 
gnes  fcmblablcs,  mais  la  différence  lorfqu’cllcs  ont  des 
(ignés  contraires. 

Dans  le  troifiéme  terme , le  fatteur  contient  la  fomme 
ou  la  différence  des  produits  de  toutes  les  valeurs  des  ra- 
cines prifes  deux  à deux. 

Dans  le  quatrième  terme  , le  facteur  contient  lafom- 
mcou  la  différence  des  produits  de  toutes  les  valeurs  des 
racines  prifes  trois  à trois. 

En  général  , les  valeurs  des  racines  font  multipliées 
en  nombre  pair  dans  tous  les  termes  impairs,  à commen- 
cer par  le  troifiéme  terme,  cinquième,  feptiéme,  fcc.car 
le  premier  contient  la  feule  haute  puiflancc  de  l'incon- 
nue , mais  elles  font  multipliées  en  nombre  impair,dans  les 
termes  pairs  à commencer  par  le  quatrième  terme, fixiéme, 
huitième,  &c.  car  dans  le  fécond  terme  les  valeurs  des  ra- 
cines s’y  trouvent  feules  fans  être  multipliées  les  unes  par 
les  autres. 
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pour  les  EqJJations  a l’infin r.  19 

Méthode  four  faire  évanouir  Us  termes  moyens , Cr  for- 
mer des  équations  numériques  où  il  manque 
quelque  terme  moyen. 

Il  fuit  delà  que  pour  faire  évanoüir  les  termes  moyens, 
& rendre  leur  fadeur  nul  ou  égal  à zéro,  ce  qui  eft  né- 
ceflaire  pour  former  une  équation  numérique  , fuivanc 
une  formule  où  il  manque  un  ou  pluficurs  termes. 

l°.  Pour  faire  évanoüir  le  fécond  terme,  il  faut  que 
la  fomme  des  racines  pofitives  foit  égale  à la  fomme  des 
racines  négatives.  Ainfi  dans  le  fécond  degré  il  faut  que 
les  deux  racines  foient  égales  avec  des  Agnes  contraires, 
dans  le  troifiéme  degré,  il  faut  que  la  troifiéme  racine 
égale  la  fomme  des  deux  premières  avec  un  figne  con- 
traire, &c. 

z°.  Pour  faire  évanoüir  le  troifiéme  terme , & meme 
tout  autre,  dans  le  troifiéme  degré , & dans  tons  lesdc- 
grez  fupericurs  , il  faut  confidérer  l’équation  du  dcgrc 
prochain  inférieur,  afin  de  pouvoir  par  lànrcr  une  va- 
leur de  la  dernière  racine  capable  de  rendre  les  produits 
négatifs  égaux  aux  poficifs. 

Ainfi  pour  faire  évanoüir  le  troifiéme  terme  dans  une 
équation  numérique  du  troifiéme  degré , ou  en  former 
une  où  le  troifiéme  terme  manque  , je  prends  une  équa- 
tion du  fécond  degré , donc  le  fadeur  foit  un  divifeur 

exad  de  fon  dernier  terme,  comme  .v  — — 4 x jz 

î=  o.  & le  quotient  8 fera  la  troifiéme  racine  pofitive. 

1 

x 4* 3 1 =====  o 

x x 8 = o. 

3 4 x 3 ix  -{- 1 y 6 = 0. 

1 

8 x —H  5 i.v 

X]  l l X +JX  -3-  Z r 6 = 0. 

D iij 
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Mais  dans  x 1 -+-  4* jz==o  , la  troifiéme  ra- 

cine eft  négative  x — (-  8 = 0.  en  général  ce  quoticnc 
prend  le  figne  propre  à détruire  letroilîéme  produit,  c’cft 
celui  du  fadeur  du  fécond  terme  de  l’cquation  précédente 
comme  ici,  ou  le  contraire  comme  dans  l’exemple  fui- 
vant , félon  que  le  cas  l’exige. 

Pour  former  dans  le  quatrième  degré  une  équation  où 
le  troiliéme  terme  manque, je  prends  une  équation  du  troi- 
fiéme  degré  dans  laquelle  le  fadeur  du  fécond  terme  foie 
un  divifeur  exaddu  troifiéme  terme,  comme 

J 7 1 7 

x -t - b x -4-  1 z x -H  8 = o. 

k x 1 = 0. 


*4  -4-  6 x1  -f-  1 z x1  -4-  8 at. 

m.  ! I Z X 1 Z 4 AT  I 6 = o. 


x 4 H-  4A1  + o AT1  1 6x 16  = 0. 

Je  divife  iz  par  6,  fon  quotient  z , eft  la  quatrième 
racine  propre  à faire  évanouir  le  troifiéme  terme. 

Il  eft  facile  de  faire  évanoiiir  tel  terme  qu’on  voudra 
par  la  même  Méthode  dans  tous  les  degrez  fupcricurs,  ou 
de  former  des  équations  numériques , où  il  manque  un 
ou  pluficurs  termes , ce  qui  revient  au  meme , nous  Tom- 
mes obligez  de  fupprimcrunplus  grand  détail  pour  abré- 
ger ce  trairé. 

En  général,  pour  faire  évanoiiir  quelque  termed’une 
équation  propoféc  , je  confidére  tous  les  produits  particu- 
liers de  ce  terme  dans  l’équation  du  degré  inférieur  moin- 
dre de  l’unité  que  la  propoféc  pour  opérer  dclïus j il  y a 
deux  cas,  le  premier  cas  eft,  lorfque  tous  les  produits  de 
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cc  terme  ont  le  même  ligne  -t-  ou , alors  ilfautpour 

le  détruire  former  dans  ce  terme  un  produit  égal  à la  fom- 
me  des  fadeurs  avec  un  ligne  contraire. 

Ainli  dans  ce  cas  il  faut  divifer  la  lomme  des  fadeurs 
de  ce  terme  par  la  fomme  des  fadeurs  du  terme  précé- 
dent, & prendre  le  quotient  pour  multiplicateur  cherché 
ou  derniere  racine,  avec  un  ligne  propre  à faire  évanoüir 
le  terme  déliré.  Mais  dans  le  fécond  cas  où  les  fadeurs 
du  terme  propofé  ont  des  fignes  différons,  il  faut  prendre 
leur  différence,  & opérer  comme  on  a fait  ci-dclfus  pour 
le  premier  cas. 

Explication  & formation  générale  des  Tables  des 
Equations. 

0 

Il  y a deux  efpéces  de  Tables , & chacune  de  ces  Ta- 
bles fert  généralement  pour  deux  formules  foûcontraires 
du  même  degré , dont  l’une  a les  mêmes  racines  que  l’au- 
tre, mais  avec  des  lignes  contraires,  cc  qui  eft  de  l’cf- 
fence  des  équations  &:  des  formules  foûcontraires. 

Toutes  ces  Tables  confident  dans  un  échiquier  avec 
deux  bordures,  l’une  en  haut,  & l’autre  à gauche. 

L’échiquier  contient  toujours  les  fériés  des  homogènes, 
qui  font  des  progrelfions  arithmétiques , cc  font  les  va- 
leurs du  dernier  terme  £,quia  toujours  un  expofant  ex- 
primé ou  fous-entendu  en  chifre  Romain  , d’autant  de 
dimcnfions  que  l’expofant  de  la  haute  puilTance  de  l’in- 
connuë. 

Des  Tables  de  la  prémiére  efpéce. 

Dans  les  T ablcs  de  la  première  efpéce, l’échiquier  con- 
tient les  fériés  horifontalcs  & verticales  des  homogènes 
fculs  de  toutes  les  équations  polfibles  , rationcllcs  &: 
irrationelles  dans  ces  formules  } ces  fériés  horifontalcs 
fui  vent  la  formule , elles  font  croifiantes  ou  décroilfantes, 


Méthode  nouvelle, 
de  la  valeur  de  .vdu  meme  rang.c’cft-à-dirc , qu’elles  Ce 
forment  les  unes  par  limpic  addition , les  autres  par  fimple 
fouftraûion , fuivant  qu’il  cft  preferit  par  la  formule 
convenable  à chacune  des  tables. 

La  bordure  d’enhaut  contient  la  fcric  des  valeurs  de 
a qui  eft  la  fuite  naturelle  des  nombres  qui  commence 
par  zéro.  o.  i.  i.  j.  4.  y , &rc.  ce  zéro  donne  pour  la  pre- 
mière colonne  de  l'échiquier  la  férié  des  équations  pures 
6c  /impies  dans  chaque  degré. 

La  bordure  à gauche  contient  deux  rangs  verticaux 
ou  deux  colonnes  dans  le  fécond  degré  , trois  dans  le 
troiiîémc  degré  , quatre  dans  le  quatrième  degré , 6cc. 
la  première  colonne  contient  la  férié  des  nombres  qui 
commence  par  zéro,  o.  1.  2.  3.  4.  y,  ce  font  les  valeurs 
de  x. 

La  fcconde  colonne  du  fécond  degré  contient  les  va- 
leurs de  x1.  c’cft  la  fuite  des  quarrez  naturels  ,0.  1.  4. 
9.  16.  2 y , &:c. 

Dans  le  troificme  degré,  les  deux  premières  colonnes 

qui  contiennent  les  valeurs  de>r&:dex  . font  les  memes 
que  les  précédentes , la  troificme  colonne  contient  les 

valeurs  de  x\  qui  cft  la  férié  des  cubes  naturels  , o.  1. 
8.  27.  64,  Scc.  &:  ainfi  des  autres. 

Des  T aides  de  la  fcconde  efpéce. 

Les  Tables  de  la  féconde  efpéce,  ne  contiennent  que 
les  feules  Equations  rationellcs  , foit  réelles  foit  ima- 
ginaires. 

L’échiquier  contient  dans  chaque  cellule  un  homo- 
gène avec  toutes  fes  racines  -,  ainfi  l’échiquier  contient 
tout  enfemble  les  fériés  des  homogènes  6c  les  fériés  de 
de  toutes  leurs  racines. 

La 
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La  bordure  d’enhaut  contient  les  valeurs  de  a varia- 
ble Se  feule  dans  le  id.  degré.  Dans  le  3mc.  degré  il  y a 

des  a Se  des  a . Si  la  valeur  de  a eft  variable,  la  va- 
leur de  a eft  confiante  , Se  dans  quelques  Tables  elle 
contient  une  valeur  confiante  de  a avec  une  valeur  de 

a variable.  Se  l’on  peut  drefler  des  Tables , fuppofant  a 

variable  fur  chacune  des  valcursdc  a confiante,  prife 
dans  la  fuite  des  nombres  naturels,  pour  le  3mc.  degré; 
dans  les  degrez  fupéricurs  l’on  aura  un  plus  grand  nom- 
bre de  combinaifons  ; car  on  aura  dans  le  qaatriéme  de- 
gré a , a , a , que  l’on  peut  combiner  à l’infini  ,en  fup- 
pofant , ou  deux  de  ces  valeurs  confiantes  Se  la  3me.  va- 
riable, ou  bien  en  les  fuppofa^variables  toutes  trois  en- 
femblc  de  toures  les  manières  pofïiblcs.  Ce  qui  donnera 
autant  de  fériés  différentes  pour  les  homogènes. 

La  bordure  à gauche  contient  au  premier  rang  vertical 
ou  première  colonne,  les  valeurs  de  x où  la  irc.  racine, 
la  inic.  colonne  contient  la  féconde  racine  pour  le 
degré  ; dans  le  jmc.  degré  il  y a trois  colonnes  qui  don- 
nent les  trois  racines,  dont  les  deux  premières  font  con- 
fiantes Se  la  troifiéme  eft  variable  ; quelquefois  c’cft  la 
fécondé  qui  eft  variable.  Il  y a des  formules  où  il  y a 
deux  racines  variables  en  même  tems , Se  d’autres  où  les 
trois  racines  varient  enfemble.  Tout  cela  s’éclaircira  par 
les  Exemples  Se  par  les  Tables  qui  fuivent , beaucoup  plus 
que  par  un  plus  long  difeours. 

U fige  des  T ailes  , pour  ré  foudre  les  Equations  de  tous 
les  degrés  à l’infini. 

i°.ChaqucTablc  porte  en  tête  les  formules  fur  lefqucllcs 
elle  eft  dreffée , Se  les  termes  des  formules  font  placez  fé- 
Analyfe.  E 
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parement  dans  les  endroits  delà  rable  qui  leur  convien- 
nent-, la  haute  puiffancc  de  l’inccnnuë  cil  fur  la  bordure 
à gauche.  Les  fadeurs  a des  termes  moyens  font  fur  la 
bordure  d’enhaut  ; cette  bordure  détermine  la  colonne 
où  l’on  doit  trouver  l’homogéne  propofé  b.  Tous  les  ho- 
mogènes font  dans  l’cchiquicr  avec  l’cxpofant  de  leurs 
dimenlions  fous-entendu. 

Pour  la  première  efpcce. 

Les  Tables  de  la  première  cfpéce,  donnent  directe- 
ment la  première  racine  dans  la  première  colonne  de  la 
bordure  à gauche  vis-à-vis  de  l’homogène  propofé  pour 
chacune  des  équations  pofliblcs  dans  les  formules  fur  les- 
quelles chacune  des  tables  cft  drefice. 

Premier  exemple.  Soit  l’équation  pure  &:  fimplc  du 

ad.  degré  x — ox.  = 4 , dans  laquelle  a = 0 , &: 
b11  =4.  Je  cherche  dans  la  première  table  du  2À  degré 
dans  la  bordure  d’enhaut  a = o -,  c’eft  la  colonne  où  je 
dois  trouver  l’homogéne  L=  4.  Je  le  trouve  en  effet  , 
& j’ai  à côté  dans  la  première  colonne  entre  les  valeurs 
des  x , du  même  rang  horizontal  a-  = 2 , qui  cft  la  pre- 
mière racine  defiréc.  La  féconde  racine  cft  a*  -h  a , 
— 2 —H  o = 2. 

Second  exemple.  Mais  fi  on  propofé  l’équation  x1 
+ ox  6.  comme  l’homogène  b = 6 ne  fe  trouve 
point  dans  la  table  dans  la  colonne  a = o , mais  qu’il  cft 
compris  dans  la  fuite  naturelle  des  nombres  dans  l’intcr- 
val  des  deux  homogènes  confécutifs  b = 4 , b = 9.  fa 
première  racine  cft  plus  grande  que  2 racine  de  £ = 4, 
Se  moindre  que  3 racine  de  b==  9.  or  2 & 3 font  deux 
racines  qui  ne  différent  que  de  l’unité.  Donc  2 cft  une 
racine  approchée  par  défaut,  & 3 une  racine  approchée 
par  excès  à moins  de  l’unité  près.  La  féconde  racine  eft 
x -+-  a = 2 -+-  o trop  petite , ou  3 h-  o trop  grande. 

Troificme  Exemple.  Soit  l’équation  affrétée  de  termes 
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moïensdu  iA.  degré  x%  -H  jx  •■==  10.  je  cherche  dans  la 
bordure  d’enhaut  a = 3 , c’eft  la  colonne  où  je  dois  trou- 
ver l’homogéne  b = 10.  Je  le  trouve  en  effet,  &:  j’ai  à 
côté  à la  première  cellule  du  même  rang  horizontal  a,==i,- 
c’eft  la  première  racine  qui  cft  pofitive  ; la  2de.  racine  cft 
x — f-  4 = 1 -+-  3 =s  y qui  eft  négative. 

Quatrième  exemple.  Soit  l’équation  irrationclle  du 

iA.  degré  x — f-  }x  = 10.  dans  laquelle  a = 3 , & b 
= 10.  je  cherche  4 = 3 dans  la  bordure  d’enhaut , c’eft 

la  colonne  où  je  dois  trouver  l’homogéne  b = 20 , je 
ne  l’y  trouve  point  mais  18  &:  28,  dans  l’interval,  def- 
qucls  il  fe  trouve  dans  la  fuite  naturelle  desnombres , d'où 
je  conclus  que  l’équation  propolce  cftirrationelle , &:  que 

fes  racines  font  plus  grandes  que  celle  de  l’homogénc  b 
= 1 8 , dont  les  racines  font  a:  = 3 pofitive , x -+-  a 
= 3 -4-  3 = 6 négative  , puifque  20  > 18.  de  même 
comme  20  < z8 , les  racines  de  28  font  trop  grandes, c’eft 
x = 4 pofitive  & x —H  4 = 4 h—  3 =7  négative. 

Donc  -4-  3 6 font  les  deux  racines  approchées  par 

défaut  ; mais  4. — 7.  font  les  deux  racines  appro- 
chées par  excès.  Or  ce  défaut  &c  cet  excès  font  moindres 
que  l’unité' 

Pour  le  troificme  degré. 

Cinquième  exemple.  Soit  at’  -t-  1/  +o'  x'=^6, 

dans  laquelle  4 = 1 , &:  b = 3 6.  dans  la  3™.  table 
de  la  première  efpécc  qui  cft  dreffée  fur  cette  formule  , 
je  cherche  dans  la  bordure  d’enhaut  x==  1.  C’eft  la  co- 
lonne où  je  dois  trouver  l’homogène  3 6 s’il  cft  rationel, 
( ou  bien  il  fera  compris  dans  l’intervale  de  deux  homo- 
gènes confécutifs  de  la  même  colonne , s’il  cft  irrationel) 
oré=  3 6 s’y  trouve  ; &:  j’ai  à côté  dans  la  première  ccl- 

Eij 
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Iule  de  la  bordure  à gauche  du  même  rang  horizontal 

x = 3.  c’eft  la  première  racine  pofitivc,  x 3 = 0, 

par  laquelle  je  divife  l’cquation  propolce  , & le  quotient 
eft  une  équation  du  iA  degré  dont  il  eft  facile  de  trou- 
ver les  racines. 


Bivifcur  Ç Dividende 


JOuotient. 


* — j = o ) x ■+■  ix 
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* 1 

—+•11 . . + ix.  x.  — -3 6. 

: r O O.O, 


Ce  quotient  eft  du  iJ.  degré  &:  dans  la  6me.  formule 
qui  a deux  racines  imaginaires.  Je  cherche  ce  quoticnc 

x -f-  4*  -f-  1 1 = o.  dans  la  2Jc.  table  de  la  idc.  efpéce 
du  2d.  degré  dans  la  colonne  j = 4 , & je  trouve  les  va- 
leurs de  fes  deux  racines  imaginaires  & pofirives  1 + 
✓4 n qui  donnent  les  deux  racines  .v  1 + 

En  général  la  valeur  déterminée  du  coefficient  ou  fac- 
teur 4 contenue  dans  la  bordure  denhaut,  détermine 
toujours  la  colonne  où  l’on  doit  trouver  l’homogéne  pro- 
pofé  ; la  irc.  racine,  eft  dans  la  irc.  cellule  du  même  rang 
liorifontal  dans  les  tables  de  la  première  efpéce. . 
i°.  Les  Tables  de  féconde  efpéce , donnent  tout  à la  fois 
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toutes  les  racines  de  lcquation  propofée  ; c’clt-à-dirc  , 
autant  de  racines  que  l’expofant  de  la  haute  puifTancc  ou 
du  degré  de  l’équation  ( qui  font  les  mêmes  ) contien- 
nent d’unitez. 

Du  cas  irréductible  du  troifiéme  degré. 

Le  cas  irréductible  du  3n  «.  degré  fe  trouve  dans  les  é- 
quations  du  3me.  degré  dont  les  trois  racines  font  irra- 
tioncllcs  ou  incommcnfurables  ; c’cft-à-dirc  qui  n’ont  pas 
meme  l’unité  ni  aucune  fraction  pour  commune  mefurc  ; 
ainfi  il  n’y  a point  de  racine  cxa&e  pour  réduire  1 équation 
au  fécond  degré  par  la  divifion. 

Ce  Problème  n’cft  pas  moins  célébré  parmi  les  Ana- 
liftes , que  la  quadrature  du  cercle  l'eft  parmi  les  Géomè- 
tres c’eft  là  où  fc  réduit  la  rrifcCtion  de  l’angle. 

Toutes  les  équations  polfibles  dans  la  quatrième  for- 
mule de  la  z^c.  efpéce  de  la  z*1'.  clarté  du  3n,c.  degré 

-v’  — 4 x = — b , &:  le  quart  des  équations  portiblcs 
fur  une  même  valeur  confiante  de  x prife  pour  la  grande 
racine,  tombent  nécertairement  dans  le  cas  irréductible; 
il  y en  a aufli  dans  les  formules  de  la  irc.  efpéce  de  la  z^. 
clarté  du  3me.  degré  , &:  dans  des  formules  desdegrezlu- 
périeurs. 

II  eft  évident  que  l’homogéne  d’une  équation  dans  le 
cas  irréductible  qui  a fes  trois  racines  irrationclles  eft: 
compris  dans  l’intervale  de  deux  homogènes  confécutifs 
d’upe  colonne  de  la  6mc.  table  du  3"116.  degré , lefqucls  ont 
chacun  une  racine  réelle  qui  eft  approchée  à moins  de 
l’unité  près.  Ainfi  l’homogénc  moindre  que  le  propofé 
donne  fa  irc.  racine  approchée  par  défaut,  & l’homogé- 
ne  plus  grand  , donne  la  racine  approc  hée  par  excès.  Ainfi 
l’homogéne  irréductible  aura  fa  véritable  première  racine 
inexprimable  entre  deux  nombres  qui  ncdilfercnt  que  de 
l’unité , & par  ce  moyen  on  pourra  tenter  la  divifion  pac 

E iij 
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l’une  Se  l'autre  de  ces  racines  approchées  pour  avoir  un 
quotient  qui  fera  l’équation  propofee  abaiftec  au  i<l-  de- 
gré , dont  il  cft  facile  de  trouver  les  deux  autres  racines 
irrarionelles. 

* Exemple.  Dans  les  deux  équations  confécutivcs  dans 
la  meme  colonne  de  la  6I,1C.  râble  de  la  première  efpécc 

x* 4.V  = 3 1 y.  dont  la  ire.  racine  cft  7,  Sex' 4* 

■ 480.  dont  la  ir\  racine  eft  8 , fi  je  prends  un 

homogène  quelconque  plus  grand  que  315  mais  moindre 
’ -, 

que  480 , comme  at  4*  = 410,  ) aurai  une  équa- 

tion dans  le  cas  irréductible-,  la  irc.  racine  de  l'homogénc 
410  cft  irrationclle , car  elle  eft  moindre  que  8 & plus 
de  que  7 qui  ne  différent  que  de  l’unité. 

Ainfi  les  6CS  Tables  de  la  irc.  & de  la  i*.  efpéce  don- 
nent la  irc.  racine  approchée  tant  par  défaut  que  par  ex- 
cès de  toute  équation  qui  cft  dans  le  cas  irréductible.  Et 
la  6 ,x.  table  de  la  zllc.  efpéce  donne  encore  les  deux  autres 
racines  irrationcllcs  fans  aucune  opération  pour  toutes 
les  équations  contenues  dans  cette  table  , foit  qu’elles 
foient  dans  le  cas  ordinaire  ou  réductible  qui  a deux  ra- 
cines imaginaires  , foit  qu’elles  fe  trouvent  dans  le  cas 
irréductible  dont  les  trois  racines  font  réelles  mais  irra- 
tioncllcs ou  incommenfurable  , & comme  il  eft  impoffi- 
ble  de  les  exprimer  exactement  par  aucun  nombre , mais 
qu'on  peut  feulement  en  approcher  tant  par  excès  que 
par  défauc  , les  tables  donnent  cette  approximation  à 
moins  de  l’unité  près,  Se  on  pourra  continuer  cette" ap- 
proximation à l’infini  par  les  Méthodes  de  Mr.  Lagny  qui 
font  expliquées  dans  le  fécond  Livre  dcl’Analyfcqui  fuit. 

Nous  avons  vu  dans  l’avcrtiftcmcnt  que  10  qui  eft  la 

irc.  racine  cxaCtc  de  l’équation  x 9 ox  = 100  prifes 

pour  l’origine  d’une  férié  infinie  d’homogènes  b . ( dans  * 
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le  cas  irréductible  ) décroiftans  constamment  de  10  juf- 
qu’à  zéro,  &c  croiflans  conftammentde  10  à l’infini , cft 
aufli  la  première  racine  la  plus  approchée  de  toutes  ces 
équations  fcmblablcs. 

De  même  fi  on  prend  l'équation  a* 90*  = 8 1 pour 

l’origine  du  cas  irréductible  , dont  la  première  raci- 
ne cft  9 , on  aura  encore  9 pour  la  première  racine 

approchée  de  toutes  les  équations  fcmblablcs  x* — 90X 

= b . prenant  fucceftivemcnt  pour  les  valeurs  de 

b . ou  pour  la  (crie  des  homogènes  9 ic  tous  fes  multi- 
ples à l’infini. 

En  général  prenant  une  équation  quelconque  du  3ine. 
degré  dans  la  formule  X* -a  x = b . ou  dans  la  for- 
mule at’ a x = b . dont  la  première  racine  foit 

réelle  & les  deux  autres  irrationclles , on  pourra  fur  cette 
équation  faire  varier  le  fcul  homogène  par  tous  les  mul- 
tiples de  fa  première  racine  en  décroiflant,  & par  tous  les 
multiples  de  la  même  première  racine  cncroiftant  à l’in- 
fini ; alors  tous  ces  homogènes  donneront  des  équations 
fcmblables  dans  le  cas  irréductible,  dont  les  trois  racines 
feront  irrationelles  &c  leur  première  racine  la  plus  appro- 
chée , cft  la  première  racine  de  l’équation  prife  pour  l’ori- 
gine de  cette  férié  infinie  d’équations  qui  font  dans  le  cas 
irréductible. 

Ainfi  dans  tous  ces  cas  les  Tables  donneront  la  racine 
defirée  de  la  manière  dont  il  cft  pofliblc  de  la  trouver  , 
c’cft-à-dirc  à moins  de  l’unité  près  ; car  dans  le  cas  irré- 
ductibles il  cft  abfolumenc  impolfible  de  trouver  cette 
première  racine  exactement;  cela  implique  contradiction; 
car  il  cft  de  l’cflcncc  & de  la  nature  du  cas  irréductible 
d’avoir  trois  racines  irrationelles  Sc  incommcnfurables  , 
partant  inexprimables  : pour  les  deux  autres  racines  on 
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les  exprime  avec  de$  radicaux  qui  eft  une  expreflion  qui 
déccrmine  à la  vérité  leur  valeur  , mais  d'une  manière  en- 
tièrement in-incelligiblc  quoique  réelle  d’où  il  fuit  que  les 
tables  donnent  tout  ce  qu’on  peut  défirer  dans  le  cas 
irréductible , fçavoir  une  approximation  pour  la  première 
racine  à moins  d une  unité  près  par  les  tables  des  deux  ef- 
péces  ; mais  la  table  de  la  féconde  efpéce  donne  tout  à la 
fois  les  trois  racines  ; de  forte  que  divifant  une  équation 
du  troifieme  degré  propofée  dans  le  cas  irréductible , la 
première  racine  trouvée  par  les  tables  divifera  toujours 
l’équation  , mais  avec  un  refte  foit  pofitif , foit  négatif. 
Ce  qu’on  ne  pourra  jamais  faire  par  tout  autre  nombre, 
& le  quotient  contiendra  la  valeur  cxaCtc  des  deux  autres 
racines  irrationclles , lcfquelles  font  contenues  dans  la  ta- 
ble de  la  fécondé  efpéce.  Voilà  tout  ce  qu’on  peut  défirer 
pour  le  cas  irréductible. 

Explication  dt  chaque  Table  en  particulier  avec  fon  ufage. 

Dans  le  fécond  degré  il  y a fix  formules  divifées  en  deux 
clafTes.  La  première  contient  les  deux  formules  pures  &: 
Amples.  La  fécondé  contient  quatre  formules  complettcs. 

Z II  . . 

La  ire.  formule  x + ox  = b a deux  racines  é- 
galcs  , l’une  pofitive  l’autre  négative  , en  nombres  en- 
tiers lorfqu^^'eft  un  quarré  parfait;  mais  ces  racines  font 

irrationclles  lorfquc  b cft  une  féconde  puiflance  impar- 
faite. 

La  fécondé  formule  x1-*»  ox  b a deux  raci- 
nes égales  &:  imaginaires  + 4"  Voilà  les  deux  for- 

mules des  équations  pures  & iimples. 

i ii  n 

La troifieme  formule x -\r  a x z=b  a 1a  petite  ra- 
cine  pofitivc  , Sc  la  grande  négative  réelles  & irratio- 
ncllcs. 

z ai  iu  \ r J 

La  quatrième  formule  x a x = b a fa  grande 

racine 
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racine  pofitive,  6c  fa  petite  racine  négative,  toutes  deux 
réelles. 

La  cinquième  formule  x* a'  x'  = b"  fesdeux 

racines  font  ou  toutes  deux  réelles , ou  toutes  deux  imagi- 
naires , fuivant  les  cas. 

Troifiéme  cas.  Lorfque  b'  > ^ a a , les  deux  racines 
font  imaginaires  , égales  6c  pofitives  : 

Premier  cas.  Elles  font  réelles  égales  6c  pofitives  lorf- 


Second  cas.  Elles  font  réelles , inégales  6c  pofitives 
lorfque  b <'-44. 

La  fixiéme  formule  x vx  = b a fes  deux 

racines  ou  toutes  deux  réelles,  ou  toutes  deux  imaginai- 
res fuivant  les  cas. 

Troifiéme  cas.  Lorfque  > ~ 44  fes  deux  racines  font 
imaginaires , égales  6c  négatives. 

Premier  cas.  Elles  font  réelles , égales  6c  négatives  lorf- 


Second  cas.  Mais  elles  font  réelles,  inégales  6c  néga- 
tives lôrfque  b < ~ 

La  première  table  de  la  première  efpéce  du  fécond  de- 

grc  contient  la  première  formule  .v*  HH  ox  = b , la  le- 
ric  de  fes  homogènes  eft  dans  la  première  colonne  de 
l’échiquier.  Le  relie  de  l’échiquier  contient  les  fériés  des 

homogènes  de  la  troifiéme  formule  x * H-  ax  = b . Sa 
première  racine  pofitive  eft  x , la  fécondé  négative 
Cette  Table  contient  encore  le  premier  cas  ; 6c  le 
zmc.  cas  des  équations  de  la  fixiéme  formule  dans  lcf- 
quclles  les  deux  racines  font  réelles  6c  négatives  en  fuppo- 
An4lyfc.  F 


4t  Méthode  nouvelle, 

fane ù"  précédé  du  figne ,1c  troiCéme  cas  de  cette 

formule  fera  dans  la  table  des  racines  imaginaires  qui  fui- 
vra  ci-après. 

La  première  Table  de  la  fécondé  efpéce  contient  les 
mêmes  fériés  que  celle  de  la  première  efpéce  y on  y trou- 
ve fous  chaque  valeur  de  a fon  homogène  corrcfpondant 
avec  fa  féconde  racine  au-defious  dans  chaque  cellule , 
&:  la  première  raci  ne  eft  dans  la  bordure  à gauche  dans  la 
première  cellule  du  meme  rang  horizontal , cette  table 
donne  les  racines  telles  qu’elles  font  pour  la  première  for- 

11*  i 

mule  a:  + o.v  = b & pour  la  >me.  formule  x -+-  ax 
= b , mais  pour  les  deux  premiers  cas  de  la  lîxiéme  for- 
mule x ax  = b , il  faut  fuppofer  la  première 

racine  négative  comme  la  féconde. 

La  féconde  Table  de  la  première  efpéce  du  fécond  de- 
gré fort  pour  la  fécondé  formule  .v  = b pour  la 

i *•  i u 

x ax=b  pour  la  ymc.  x ax  b & meme 

pour  le  3™.  cas  delà  <5mc.  formule  x'  h-  ax  =b  qui  eft 
imaginaire. 

Cette  féconde  Table  contient  deux  fériés  d’homogènes, 
l’une  finie , l’autre  infinie , féparées  par  des  zéros  qui  cou- 
pent en  diagonale  tout  l’échiquier  & le  partagent  en  deux 
triangles  rcttanglcs , le  premier  à gauche  eft  pour  la  4™. 
formule  , l’autre  à droite  pour  la  y™'. 

Dans  la  fécondé  formule  a.-1= b les  deux  raci- 

nes font  imaginaires , c’eft  + elle  fc  trouve  dans  la 
fécondé  table  de  la  deuxième  efpéce  contenue  dans  le 

premier  triangle  à gauche  dans  la  quatrième  formule  x 

— — ax  = b la  grande  racine  pofitive  eft  ; de  la  bor- 
dure à gauche  du  même  rang  horizontal  que  l’homogè- 
ne, la  petite  racine  pofitive  eft  * — *• 
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pour  les  Equations  a l’infini.  4} 
1 

Exemple.  Dans  .v  j.v  = 4.  la  grande  racine  po- 

fitive  eft  .v  = z la  petite  négative  cft  *—“*  1 . — i 

Dans  a;  3.V  = 4.  La  grande  racine  éft  x = 4 , 

la  petite  cft  *~~*=  3 4 = 1.  Les  fériés  hori« 

fontales  des  équations  de  cette  quatrième  formule  finif- 
fcnc  aux  zéros  qui  forment  la  grande  diagonale,  après 
laquelle  commencent  les  fériés  horizontales  des  équations 

de  la  cinquième  formule  x * ax  b" 

Le  triangle  reétangle  qui  eft  à gauche  de  la  diagonale 
• dans  la  meme  table  contient  le  premier  &c  le  fécond  cas 

des  équations  de  la  cinquième  formule  x au=£  & 

même  de  la  fixiéme  formule  x— t-  ax  = b &C  on 

peut  négliger  cette  dernière  comme  inutile. 

Or  dans  le  premier  cas  de  la  cinquième  formule 

I If  ^ 

où  - aa  =a  b les  deux  racines  font  réelles  , égales  Sc 

pofitives.  Soie  x iox=  zy , la  ire.  eft  x==  y , la 

fécondé  cft  *•—*==  10 y = y. 

On  peut  marquer  ce  cas  dans  la  Table  par  une  petite 
diagonale  dans  chaque  cellule  où  il  fc  trouve. 

Dans  le  fécond  cas  , où  b < ^ aa , les  deux  racines 

Z 

font  réelles  , inégales  & pofitives  , comme  dans  x 
iox=  1 6.  La  première  racine  cftx=  z.  La  fé- 
conde cft  * — * = 10 z = 8.  ou  bien  x = 8 , 

& • — * = 10 — 8 = 1 , car  ces  équations  ont  deux  fo- 
lutions , parce  que  leur  homogène  fe  trouve  deux  fois 
dans  une  meme  colonne. 

Le  troifiémccas  de  la  cinquième  formule  dans  lequel 

b">  4 aa,  afesdeux  racines  imaginaires  égales  Sc  po- 
fitives. 

Les  (crics  de  ces  équations  imaginaires  commence 

F ‘j 


44  Méthode  nouvelle 

dans  tous  les  rangs  verticaux;  précifémentdans  les  cel- 
lules fuppofées  coupées  par  des  diagonales  médiocre;  qui 
s’étendent  de  cinq  à cinq  cellules  en  defeendant  toujours 
Sc  continuant  au  deflous  à l’infini , fuppofanc  le  ligne  — 
devant  les  homogènes  d’un  rang  feulement.  Exemple , 

foit  8 x= io  , dont  les  deux  racines  font  4 

^»/i7^TI^=4  Comme  la  féconde  table  de  la 

première  efpéce  ne  donne  point  ces  racines  imaginaires 
d’une  maniéré  afTcz  finiple  , j’ai  été  oblige  d’employer 
la  féconde  efpéce  des  tables  où  les  racines  font  dansl’cx- 
prefTion  qui  leur  eft  propre. 

On  peut  appliquer  ce  que  nous  avons  dit  des  trois 
cas  de  la  cinquième  formule  aux  trois  cas  de  la  fixiéme 
formule,  ce  font  les  mêmes  racines,  mais  négatives  au 
lieu  qu’elles  font  pofitives  dans  la  cinquième  formule. 

La  fécondé  Tablcdc  la  féconde  efpéce  contient  deux 
fcüilles , la  picmiere  contient  les  deux  racines  réelles  des 
formules,  4,  5 & 6 , la  féconde  fcüillc  contient  les  deux 
racines  imaginaires  du  troifiéme  cas  de  la  cinquième  &c 
de  la  fixiéme  formule.,  donc  les  homogènes  font  conte- 
nus dans  le  premier  triangle  rettangle  qui  eft  à gauche, 
dans  lequel  il  faut  fuppofer  les  homogènes  précédez  du 
ligne , fans  quoi  les  racines  ne  feroient  point  imagi- 

naires , comme  clics  doivent  l’être  en  effet , puifquc  ce 
ligne  fe  trouve  dans  le  fécond  membre  de  ces  deux  for- 
mules. 

Du  treïf.crne  degré. 

Dans  le  troifiéme  degré,  il  y a 18  formules  qui  fe  di- 
vifenc  en  crois  clafTes. 

La  première  clafle  contient  les  deux  formules  pures 

& fimplcs  , la  première  formule  .v’  = b"'.  a deux 

racines  imaginaires  négatives  & égales,  & la  troifiéme 
racine  pofitivc,  réelle,  égale  à la  fomme  des  deux  pre- 
mières racines. 
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pour,  les  Equations  a l'infini.  43 

La  fécondé  formule  x'== b'" . a deux  racines  ima- 

ginaires pofitives  Se  égales  , la  troifiéme  réelle  Se  néga- 
tive, égale  à la  fomme  des  deux  autres  racines. 

La  féconde  dalle  fc  divife  en  deux  cfpéccs,  Se  cha- 
que cfpéce  contient  quatre  formules. 

Dans  la  première  cfpéce  de  la  zdc.  clafle,  où  le  fadeur 
du  troifiéme  terme  x cft  égal  à zéro. 

Première  formule  x 5 -t-  a x-  -4-  o a*  = b qui  vient 

de  l’équation  du  fécond  degré  x*  -+-  a x b = o. 

dont  la  grande  racine  eft  négative  Se  la  petite  pofitivc  , 
multipliée  par  une  troifiéme  racine  négative  , dont  la 

valeur  cft  le  quotient-  c’eft-à-dirc,  le  quotient  exad 

de  l’homogénc de  l’équation  du  fécond  degré,  b " divile 
par  fon  fadeur  a. 

x —j—  S =0. 
x 4 = o. 


x1  -t-  4 a* 31. 

x x — t—  8. 

x’  +u/oj; zj6  = o 


La  troifiéme  Table  de  la  première  cfpccc  contient  les 
ferics  des  homogènes  des  équations  fuivant  cette  pre- 
mière formule , toutes  ces  fériés  font  infinies.  Cette  troi- 
fiéme table  donne  toujours  la  première  racine  qui  eft  po- 
fitivc , Se  qui  fert  à abaifler  l'équation  propofée  au  fé- 
cond degré  ; apres  quoi  il  cft  facile  d’en  trouver  les  deux 
racines. 

Autrement.  La  première  formule  x3  -+-  a x"  + o x 

F iij 
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= -4-  b vient  de  l’équation  .v1  -fr-  x -4-  b = o , 
qui  cft  dans  la  fixiémc  formule  du  fécond  degré  qui  a 
deux  racines  négatives  ; multipliée  par  une  troiliéme  ra- 
cine pofitivc  qui  cft  le  quotient  exad  en  nombres  entiers 
de  l’homogénc  du  fécond  degré  divifé  par  fon  fadeur , 
d'où  il  fuit  que  toutes  les  équations  du  fécond  degré  ne 
font  pas  propres  pour  entrer  dans  les  formules  de  cette 
efpécc,  mais  feulement  celles  dont  le  fadeur  cft  un  di- 
vifeur  exad  de  leur  homogène 

X 8 = o. 

x x — f—  4=  o. 


x -4-  8 x 1 6 = o. 

X .V  1. 

« / 1 

x -+■  b x -4-  3 z = o. 

La  féconde  formule x^  -4-  a x +oa:= b ,vicnt 

de  lequation  de  la  cinquième  formule  du  fécond  degré, 
dont  les  deux  racines  font  pofitives  & imaginaires  lé- 
gales, multipliée  par  une  troifiéme  racine  négative , qui 
cft  le  quotient  exad  de  l’homogène  du  fécond  degré  di- 
vile  par  fon  fadeur.  • 

X I ►/— 7 = O. 

x X 1 -4-  = O. 


Donne  x z x -f-  i -4-  7=0. 

r 

ou  x z *-4-8  = 0. 

x x -4—  4 ==  o. 


) 1 

x —j—  z x + o * -4- 3 z =0. 
ou  *J  -4-  z x + o.v= 3 z. 
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Les  équations  de  cette  formule  font  impoffibles  , car 
foit  at=  4,  on  aura  par  fubftitution  &:  tranfpoficion  64 

= j z j i , ce  qui  cft  impoflible  & inutile  , puif 

que  le  pofitif  ne  peut  être  égal  au  négatif  pur  & (impie; 
ainfi  les  tables  ne  contiendront  point  cette  formule. 

La  troifiéme  formule  at3 4* ~ + o x = 7 z ",vienc 

de  l’équation at  zx  -+-  1 z==  o,  qui  cft  dans  la  fi- 
xiéme  formule  du  fécond  degré  , dont  les  deux  racines 

font  égales  & imaginaires. 1 +•  x/7^7T , multipliée  par 

une  troifiéme  racine  pofitive  6 égale  au  quotient  exaft  de 
l'homogène  du  fécond  degré  divife  par  fon  fadeur. 

AT  -+-  I -4-  »CTl  = o. 

X X -+-  1 idii  o. 


-V  2.X  I -f-  Il  ( I 1 ) = o. 

X 

X — Z X -4—  1 1 : -I  O. 

x x b ■=  o. 


« » 

x 4 z 1 1 x 7 1 = o. 

IZAT. 

La  quatrième  formule  x'  ax  +0* ==— — £ , 

vient  de  l’équation  x* a x -t-  b = o , qui  cft  dans 

la  quatrième  formule  du  fécond  degré  , dont  la  grande 
racine  eft  pofitive,  qui  cft  le  quotient  exad  de  l’homo- 
géne  du  fécond  degré  divifé  par  le  fadeur  du  fécond 
terme. 
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4S  Méthode  noüveue, 

x 8 = o. 

x x -f-  4=  o. 


X 4 AT 31  = 0. 

x x 8 =i  o. 


J 1 

x i z x 3 z x -f-  z y 6 = o. 

-f-  } zx. 

La  quatrième  table  de  la  première  efpéce  donne  la 
première  racine  pofitivc  des  équations  qui  font  dans  la 

troifiéme  formule  a:5 — -a  'xl  + o"x'=b  , &c  dans  la 

quatrième  formule  a.-’ axl~^zox  = b , & la 

quatrième  table  de  la  féconde  clade  donne  les  trois  raci- 
nes de  la  troifiéme  &:  de  la  quatrième  formule. 

Des  formules  de  la  fécondé  claffe  du  troiféme  degré , ou 
le  fécond  terme  eft  évanoui. 

Il  y a quatre  formules  de  la  fécondé  efpéce  de  la 
féconde  clafTe  du  troifiéme  degré  , font  celles  où  le  fé- 
cond terme  manque. 

La  première  formule  eft  a.  5 + aat  a x = b ,qui 
vient  d’une  équation  du  fécond  degré  dont  les  deux 
racines  font  poficivcs  , égales  & imaginaires  , multi- 
pliée par  une  troifiéme  racine  négative  & réélle  égale 
à leur  fomme. 

La  cinquième  table  de  la  fécondé  efpéce  donne  ces 
trois  racines  en  détail  pour  chaque  homogène  de  la  pre- 
mière formule , on  a mis  aufïi  en  tête  la  féconde  formule, 

formule  x+o  x 1 -+-  a x= b , pour  laquelle  elle 

peutfervir;  mais  cette  formule  eft  inutile  & impoflible, 
car  il  eft  impoftibie  que  le  pofitif  du  premier  membre 
foit  égal  au  négatif  pur.  & fimplc  du  fécond  membre. 

La 
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La  cinquième  table  de  la  première  cfpéce  donne  feu- 
lement la  troiliéme  racine  réelle  dans  la  première  Se 
dans  la  féconde  formule  de  cette  féconde  efpéce. 

La  troifiéme  formule  x +0  x a x = b , vient 

d’une  équation  du  fécond  degré  qui  a deux  racines  né- 
gatives égales  & imaginaires  , multipliée  par  une  racine 
pofitive  réelle  égale  à leur  fomme  ; toutes  les  fériés  defes 
homogènes  font  finies  , & arrivenc  à des  zéros  qu'on  peut 
marquer  avec  des  croix  de  St  André  dans  les  cellules 
de  la  fixieme  table  de  la  prémiérc  efpéce,  qui  forment 
une  diagonale  interrompue  comme  par  des  efpéces  de 
degrez.  Cette  fixiéme  table  donne  feulement  la  troiliéme 
racine  réelle. 

La  fixiéme  table  de  la  féconde  efpéce  contient  deux 
feüilies  , la  première  contient  les  homogènes  qui  ont 
trois  racines  rationnelles  qui  font  marquées  à côté  ; la  fé- 
condé fcüille  contient  les  trois  racines  des  équations 
pures  & L fimples  du  troifiéme  degré,  &:  celles  de  la  troi- 
fiéme  &e  de  la  quatrième  formule  de  cette  fécondé  ef- 
péce qui  ont  des  racines  imaginaires. 


La  quatrième  formule  .v*  + o x 1 a.  x = b 

vient  d'une  équation  du  fécond  degré  qui  a deux  ra- 
cines négatives  égales  8c  irrationnelles , multipliée  par 
une  troifiéme  racine  pofitive  égale  à leur  fomme.  Ces 
homogènes  occupent  la  partie  fupérieurc  des  tables  , la 
fixiémctablc  delà  première  efpccc  donne  la  troificmc  ra- 
cine : mais  la  table  de  la  fécondé  efpéce  donne  toutes 
les  trois  racines. 


Analyft. 


G 


î° 


Méthode  nouvelle. 


Des  Formules  de  la  troiftéme  clajje  du  troijîéme  degré. 

Il  y a huit  Formules  dans  la  troifiémc  clarté  du  troi- 
fiéme  degrc. 


rc  * 

I . X 

l i 11 

a x -f-  a 

Z^e.  x * 

« i ii 

— h-  & x — t—  a 

) 

« i h 

3me.  x 

■ l 4 x — a 

l 

ii  n 

4mc.  x 

-f-  a x a 

...  J 

« i « 

Jme.  x 

i 

St 

i 

St 

„ 1 

I 1 II 

6mc.  x 

1 

St 

H 

i 

St 

) 

I 1 II 

7me.  x 

a x — f-  a 

a 5 * i i« 

8mc.  x a X -+-  a 


Ce  que  nous  avons  dit  furtît  pour  expliquer  la  Mé- 
thode. 

Nous  n’entrerons  pas  dans  un  plus  grand  détail  , il 
fera  facile  au  leéteur  dedrerter  lui-même  des  tables  fui- 
vant  chacune  de  ces  formules  , & de  même  dans  tous 
les  degrez  fupérieurs  pour  s en  fervir  dans  le  befoinjc 
me  contenterai  d’ajouter  quelques  tables  des  deux  cf- 
péccs  différentes  pour  les  formules  de  la  troifiéme  clarté 
du  troifiémc  degré  , avec  deux  tables  des  formules  du 
cinquième  degré , je  ferois  un  trop  gros  volume  fi  je  vou- 
lois  mettre  toutes  les  recherches  que  j ai  faites  fur  ce 
fujet  ; il  eft  bon  de  lairter  au  leélcur  le  plaifir  de  tra- 
vailler par  lui-même,  & de  fuivre  la  route  aue  j’ai  tc- 
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tour  les  Equations  a l’infini.  yt 
nue  aufli  loin  qu’il  lui  plaira  , il  ne  me  refte  plus  que  de 
donner  des  moïens  d’abréger  la  conftruélion  des  tables, 
pour  les  continuer  promtcmenc  aufli  loin  qu’on  voudra 
à l’infini , en  quoi  confifte  la  perfeétion  de  la  Méthode, 
pour  réfoudre  les  équations  dont  l’homogénc  eft  un  très- 
grand  nombre,  & dont  chaque  racine  contient  pluficurs 
chifres. 

Différentes  Méthodes  four  abréger  les  Tables. 

Il  eft  évident  que  toutes  les  puiflances  des  nombres 
de  tous  les  degrezà  l’infini, ont  une  dernière  différence 
toujours  égale  &:  confiante  , laquelle  a le  même  expo- 
fant  que  celui  du  degré  de  la  puiffancc  fuppoféc-,  ainfi 
la  fuite  des  fécondés  puiflances  des  quarrez  naturels , 

ont  la  féconde  différence  2 confiante.  La  fuite  des  troi- 
fiémes  puiflances  ou  des  cubes  , ont  leur  troifiéme  dif- 
férence 6 toujours  égale  Se  confiante  , pour  trouver  ces 
différences,  il  faut  avoir  trois  termes  dans  le  fécond  de- 
gré, quatre  termes  dans  le  troifiéme  degré c’eft-à-dire, 
un  terme  de  plus  que  l’expofant  du  degré  propofé  ne 
contient  d’unit  z , enfuite  écrire  les  mêmes  termes  au- 
deffous  en  les  avançant  d’un  rang  pour  ôter  le  premier 
du  fécond , de  le  fécond  du  troifiéme  pour  avoir  les  pre- 
mières différences , enfuite  écrire  les  premières  diffé- 
rences les  unes  fous  les  autres  , en  les  avançant  d’un 
rang  pour  ôter  la  première  de  la  féconde  , de  ainfi  de 
fuite,  pour  avoir  les  fécondes  différences  qui  font  égales 
Se  confiantes  dans  le  fécond  degré. 

Secondes  puffances.  1.  4.  9.  16.  2 y.  36,  Sec. 

ôtez  i.  4.  9.  16.  zy.  Sec. 

Premières  différences.  3.  y.  7.  9.  11,  Sec. 

ôtez  3.  y.  7.  9,  Sec. 

Secondes  diffcr.  confiantes.  2.  2.  2.  2,  Sec. 

Gij 


j z Méthode  nouvelle. 


Troifiémcs  puiffan.  1.  8. 

17. 

6 4- 

“5. 

SCC. 

ôtez  1 . 

8. 

17. 

64  > 

Scc. 

Premières  différences.  7. 

1 9- 

37- 

6 I , 

Scc. 

ôtez 

7- 

19- 

37  » 

SCC. 

Secondes  différences. 

1 2. 

18. 

24> 

SCC. 

ôtez 

11. 

18, 

SCC. 

Troifiéme  différence  confiante 

6. 

6, 

SCC. 

Si  au  lieu  de  prendre  ces  mêmes  puiflances  de  fuite  , 
on  les  prend  dans  une  progrcflion  quelconque,  enfau- 
tanc  quelques  termes  de  3 en  3 , ou  de  y en  y , ou  de  8 
en  8 , de  1 o en  1 o , &c.  On  pourra  toujours  trouver  par 
la  fouflraélion  leur  dernière  différence  égale  5c  confiante, 
qui  fera  la  féconde  différence  dans  le  fécond  degré , la 
troifiéme  différence  dans  le  troifiéme  degré,  la  quatrième 
différence  dans  le  quatrième  degré  , Scc.  Mais  cette  dif- 
férence confiante  ne  fera  pas  un  meme  nombre  , que  ce- 
lui qui  fe  trouve  dans  la  fuite  naturelle  de  ces  puifTunces. 

11  fuir  de-là  que  l’on  pourra  toujours  continuer  à l’in- 
fini la  férié  d’une  puifTancc  quelconque,  en  opérant  par 
l’addition  de  fes  différences  dans  un  fens  contraire  à la 
fouflraélion  qui  a donné  leurs  différences  ; il  fuifîtpour 
cela  d’avoir  la  dernière  différence  confiante , 5c  pour  la 
trouver,  il  ne  faut  qu’un  fcul  terme  de  plus  que  l'cxpo- 
fant  du  degré  : par  ce  moyen  on  formera  les  premières 
colonnes  des  tables  pour  réfoudre  les  équations. 

De  même  .dans  chaque  degré  il  y a des  fcrics  infi- 
nies d équations  arithmétiquement  femblablcs  , lcfquels 
ne  différent  que  dans  leur  dernier  terme  ou  l’homogéne 
fcul,  qui  cfl  la  valeur  de  é,  que  nous  confidérons  tou- 
jours avec  un  expofant  ( exprimé  ou  foûs-cntendu  dans 
les  tables)  en  chifrcs  italiques  qui  marque  autant  de  di- 
menfions  que  l’cxpofanc  du  degré  de  l’équation  con- 
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pour,  les  Equations  a l’infini.  jj 
tient  d’unitez.  Or  dans  chaque  cas  particulier  ces  ho- 
mogènes forment  une  férié  infinie,  & même  dans  quel- 
ques formules , ils  ont  d’abord  une  ferie  finie  qui  arrive 
au  zéro , après  lequel  commence  la  férié  infinie , & toutes 
ces  fériés  d’homogcncs  compris  dans  les  colonnes  des 
tables,  font  des  progreflions  arithmétiques  du  même  de- 
gré que  l’équation  , qui  ont  une  derniere  différence  tou- 
jours égale  &:  confiante  , qui  a pour  expofant  celui  du 
degré  de  l’équation  , ce  Théorème  a été  démontre  par 
Mr.  de  Lagny  dans  les  Mémoires  de  l’Académie  des  an- 
nées 170  y,&:  i7o6.C’cflfur  le  fondement  que  j’établis  la 
conflruètion  &:  l’ufage  de  mes  tables , avec  les  différais 
moyens  que  je  donne  pour  les  abréger,  qui  font  unedé- 
monflration  fcnfible  de  cette  vérité. 

Premier  mot  en  d’abréger  les  T allés  , en  fe  fermant  pour 
les  grands  nombres  des  petites  Tables , 
comme  des  plus  grandes. 

Je  fuppofe  qu’on  ait  feulement  les  petites  tables  im- 
primées de  dix  rangs  horifontaux  pour  les  valeurs  de* 
= o , jufqu’à  * = 10.  de  a = o , jufqu  a a ==  10. 
pour  trouver  par  leur  moïen  des  équations  exprimées 
par  de  grands  nombres  , il  y a trois  cas  pour  trouver 
tout  d’un  coup  un  terme  très-éloigné. 

Le  premier  cas  cfl  de  le  trouver  promrement  dans  un 
rang  horifontal. 

Le  fécond  cas  cfl  de  le  trouver  dans  un  rang  vertical. 

Le  troifiéme  cas  cfl  de  trouver  un  terme  très-éloigné, 
& dans  un  rang  horifontal,  &:  dans  un  rang  vertical  tout 
enfemblc. 

Premier  cas  pour  trouver  tout  d’un  coup  un  terme 
très-éloigné  dans  un  rang  horifontal  déterminé,  dans  la 
troifiéme  formule  du  fécond  degré,  par  exemple,  dans 
le  neuvième  rang  horifontal , û on  demande  lenonantc- 
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fcptiéme  terme , je  n’ai  qu’à  écrire  iimplemcnt  a 97, 

Dans  les  degrez  fupéricursoù  il  y a des  a, de  plulicurs 
dimenfions,  on  trouvera  de  même  les  valeurs  de  a mais 

11  in  iv  r 

pour  les  valeurs  de  a , a ,4  ,4  ,&c.Ilfaut  confidércr  la 
progreffion  qui  régné  dans  leur  férié  exprimée  dans  la 
table  où  ils  fe  trouvent , pour  en  prendre  la  différence 
& la  multiplier  par  l’cxpofant  du  terme  propofè  , par 

exemple,  pour  avoir  le  nonante-feptiéme  de  la  férié  de  a" 
dont  la  progrciïion  croit  de  7 d’un  terme  au  fuivant  il 
faut  multiplier  par  7 l’cxpofant  97  , qui  marque  le  rang 
que  doit  occuper  le  terme  propofé  dans  la  fcric  des  a 

de  deux  dimenfions , & le  produit  679  donne  t 679, 

pour  la  valeur  du  terme  propofé. 

Pour  avoir  un  homogène  ou  une  valeur  de  b très-é- 
loignce  dans  un  rang  horifontal  déterminé , par  exemple, 
le  nonante-feptiéme  terme  dans  le  huitième  rang  hori- 
fontal de  la  première  table  fur  la  troifiéme  formule  x* 

-f-  ax  = b . ( car  dans  toutes  les  tables  il  faut  toujours 
que  les  b de  1 échiquier  aient  autant  de  dimenfions  fous- 
entenduës  ou  exprimées  en  chifrcs  romains,  que  l’cxpo- 
fant  de  la  haute  puifiTance  de  l’inconnue  x contient 
d’unitez.  ) Je  confiderc  la  différence  qui  règne  dans  le 
rang  horifontal  eft  égale  à la  valeur  de  a:  = 8 du  meme 
rang.  Ainfi  je  multiplie  8 par  97Cxpofantdu  terme  pro- 
pofé, le  produit  776  eft  la  valeur  des  96  termes  précé- 
dons, aufqucls  il  faut  ajouter  le  quarré  x\=.  64 , carie 
premier  terme  4 = 1 donne  pour  le  premier  homogène 

^ “=71  = 8 — f—  64.  Or  776  — t—  ^donne b ==840 
qui  eft  le  nonante-feptiéme  homogène  défiré. 

Mais  pour  avoir  le  nonante-feptiéme  homogène  dans 
la  féconde  table  du  fécond  degré  fuivant  la  quatrième 

formule  a;  ax=^b  , comme  les  termes  fe  trouvent 
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par  fouftradion  àcaufedu  fignc  moins  de  la  formule,  je 
multiplie  l’cxpofanc  8 du  rang  donné  par  97,cxpofanc 

du  terme  propofe,  le  produit  eft  77  6, dont  j’ôte*1  = 64 , 
la  Comme  776 64  = 712. , donne  pour  le  terme  dé- 

lir eb  = 711.  La  raifon  en  cft  évidente,  puifqu’il 

y a deux  fériés , l’une  finie  qui  arrive  au  zéro , l’autre  in- 
fime toujours  croiffantc  , fuivant  la  quatrième  formule 
le  huitième  rang  , ou  x ==  8 ne  croit  de 8 qu’au  di- 
xiéme terme  qui  eft  b = 8 , le  ncuvicmecft  zéro , & 

le  huitième  cft:  b =$.  Ainfi  il  faut  retrancher  pour  ces 
huit  termes  le  quarré  de  8 = 64. 

Dans  tout  autre  rang,  il  faut  toujours  retrancher  le 
quarré  de  la  valeur  de  x prife  dans  le  même  rang  , Sc 
qui  cft  fon  expofant,  car  je  ne  compte  point  le  premier 
rang  de  a-=o,  qui  n’eft  mis  que  par  fimple  analogie 
feulement , 6c  pour  faire  partir  les  fériés  verticales  des 
homogènes  du  zéro  , d’ou  partent  toutes  les  grandeurs 
numériques,  pour  partir  d aufli  loin  qu’il  eft  polîiblc. 

Le  fécond  cas  , cft  pour  trouver  un  ou  plulieurs  ter- 
mes très-éloigncz  dans  lin  rang  vertical  , chaque  rang 
vertical  ou  colonne  contient  une  férié  d homogènes  d é- 
quations  Arithmétiquement  fcinblablcs-,  c’cft-i-dirc,des 
équations  qui  ont  les  mêmes  termes  moïens  avec  les 
mêmes  facteurs  , & qui  ne  différent  uniquement  que 
dans  leur  homogène  feul , iQ.  que  tous  ces  homogènes 
font  du  même  degré  que  liquation,  par  conféquent  ils 
font  une  progrelTion  du  même  degré  qui  a une  derniere 
différence  toujours  égale  &:  confiante  , & dont  l’expo- 
fant  cft  celui  du  même  degré  , c’eft  la  féconde  diffé- 
rence dans  le  fécond  degré,  latroifiémcians le troifiéme 
degré , &c. 

Pour  trouver  un  terme  trcs-éloigné  dans  une  colonne 
de  la  bordure  qui  eft  à gauche  dans  la  première  table 
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du  fécond  degré  , fi  on  demande  le  foixantc-ttoifiéme 
terme  delà  première  colonne,  c'cfl  ccc  expofant  pro- 
pofé  qui  donne  lui-même  x=  63  ; fi  on  demande  ce 
foixante-troifiéme  terme  dans  la  fécondé  colonne  de  x 

il  faut  élever  63  à la  féconde  pu  1 (Tance  pour  avoir  x 
* =3969  qui  clf  le  terme  défiré. 

Si  on  demande  le  non.mte - fepticme  homogène, 
dans  une  autre  colonne  déccrminée  par  la  valeur  de  a , 
comme  a , contenue  dans  l’échiquier  entre  les  va- 
leurs de  b i c’cft  à-dire,  le  nonantc-feptiéinc  homogène 
dans  la  même  table  première  , fur  la  troiliéme  formule 

x -+-  it  x = ù , je  cherche  d abord  ce  nonante  feptiéme 
terme  pour  la  bordure  à gauche  , j’ai  pour  la  première 
colonne  *==97  , fie  fon  quarre  donne  pour  la  fécondé 

colonne  x ^=9409  , & opérant  fuivant  la  formule  &c 

fubftituant  ces  nombres,  dans  x*  + j.y=J  ,3^9409 

-f- 3 x 97  ==^1,  qui  donne  9700  = è"  , c’eft  le  no- 
nantc-feptiéme  homogène  délire. 

Pour  avoir  de  fuite  pluficurs  homogènes  trcs-cloignez 
dans  une  même  colonne , il  faut  d’abord  en  trouver  plu- 
ficurs de  fuite  ; Sçavoir  , un  de  plus  que  l’cxpofant  du 
degré , afin  de  trouver  leurs  différences  pour  la  fouftrac- 
tion  expliquée  ci-defTus,  fie  on  continuera  leur  férié  auffi 
loin  qu’on  voudra  par  l’addition  de  leurs  différences 
trouvées. 

Par  exemple.  J’ai  trois  homogènes  dans  la  troifiéme 

formule  du  fécond  degré  a:  — ax  = l>  ; Sçavoir,  3 9 y, 
648 , 703 , dans  une  même  colonne  de  a=  1 8.  Je  trou- 
verai la  fcric  entière  par  l’addition  de  leurs  différences 
comme  il  fuit. 


valeurs 
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Valeurs  de  x==  1 7.  18.  17.  20.  21.  22,&:c. 

Valeurs  de  x = 393.  648.  705.  760.  819.  880, &c. 
ôtez  393.  648.  703.  760.  8 19,&:c. 

Première  différence.  33.  33.  37.  39.  61, &c. 

Ôtez  . 33.  33.  37.  39,&:c. 

Seconde  différence  confiante.  2.  2.  2.  2,&c. 

Le  troifiéme  cas  ne  renferme  aucune  difficulté,  puif- 
qu’il  contient  les  deux  premiers  que  nous  venons  d’ex- 
pliquer. 

Deuxieme  moïen  d abréger  Les  Tables  afin  d'employer  les 
petites  Tables  pour  les  grands  nombres . 

Le  moïen  le  plus  court  &:  le  plus  fimple  eft  de  faire  des 
petites  tables  qui  puiffent  fervir  pour  de  grands  nombres, 
& de  fubftitucr  dans  la  formule  qui  fert  à conftruire  cha- 
que table  les  nombres  premiers  , au  lieu  de  la  fuite  ordi- 
naire des  nombres  naturels , &:  d’ccrire  dans  les  bordures 
en  haut  & à gauche  la  fuite  de  ces  nombres  premiers  tels 
qu’ils  fuivent.  1.  2.  3.  3.  7.  1 1.  13.  17.  19.  23.  29.  3 1.  37. 
41.  43.  47.  33.  39  6 1.  67.  71.  73.  79.  83.  89.  97. 
ïoi.&c.  Il  fera  facile  par  ce  moïen  d’avoir  les  autres 
nombres  moindres  compris  dans  leur  interval  qui  ne  font 
point  ici , . puifqu’ils  font  des  multiples  de  quelque  nom- 
bre premier  qui  les  précédé. 

On  peut  auffi  employer  la  fuite  des  nombres  naturels 
dans  l’une  des  bordures , & la  fuite  des  nombres  premiers 
dans  l’autre  bordure  lorfque  l’on  voudra  des  tables  plus 
amples. 

Lorfqu’on  veut  des  tables  pour  des  grands  nombres,  on 
peut  d’abord  fubflituer  1 00  , ou  1 000 , ou  tout  autre  nom- 
bre plus  grand  dans  la  formule  au  lieu  de  1 , 2 , 3 , &ç, 

Analyfe . H 
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que  nous  avons  fubftitué  pour  former  les  petites  tables. 

Ce  qui  cft  facile , ôc  ce  qui  ne  demande  pas  un  plus  grand 
1^*1 


Troijiéme  mot  en  d'abréger  les  T ailes. 

On  peut  encore  pour  abréger  la  conftrudion  des  tables 
fauter  plufieurs  termes  de  3 en  3 , ou  de  j en  j , ou  dans 
telle  autre  progreflion  que  l’on  voudra. 

Quatrième  moïen  en  réduifant  l'Equation  à fes 
moindres  termes. 

Lorfqu’une  Equation  eft  propoféeen  grands  nombres, 
dans  le  fécond  degré , j’ôte  du  fécond  terme  le  plus  grand 
nombre  poflible,&  j’ôte  le  quarré  du  même  nombre  de  fon 
homogène , & par  ce  moïen  je  réduis  l’équation  à de  très 
petits  nombres,  de  forte  que  je  peux  la  réfoudre  par  de 
très- petites  tables. 

Dans  le  troifiéme  degré  j’ôte  la  troifiéme  puiflance  d’un 
nombre , & j’ôte  les  puiflances  inférieures  du  même  nom- 
bre des  cœfficicns  ou  fadeurs  des  termes  moïens , chacun 
fuivant  le  nombre  de  fes  dimenfions , pour  réduire  l'équa- 
tion à fa  plus  fimple  expredion  , & aux  moindres  nom- 
bres , afin  de  pouvoir  la  réfoudre  par  de  petites  tables  ; 
mais  après  avoir  trouvé  la  racine , il  faut  l’augmenter  de 
la  racine  qui  a été  retranchée , & par  ce  moïen  on  pourra 
fe  fervir  facilement  des  petites  tables  pour  les  grands 
nombres  : mais  le  ledeur  trouvera  toujours  beaucoup  à 
profiter  en  continuant  d’abord  aflez  loin  les  tables  pouc 
confidérerdans  le  détail  leurs  progrefltons  , qui  font  une 
fourcc  très-abondante  deTheorémcs  & de  Problèmes  que 
je  fupprime  ici  pour  abréger  ce  Traité  ; on  tirera  même 
plufieurs  Méthodes  générales  pour  réfoudre  les  équa- 
tions de  tous  les  degrez  à l’infini , par  exemple.  Dans  le 
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pour  les  Equations  a l’infini.  y 9 
fécond  degré  la  valeur  de  a eft  toujours  le  divifeur  exaét 
de  l’homogéne , il  concient  coujours  deux  puilfanccs  de 
a qui  different  de  la  valeur  de  a , ce  qui  donne  une  mé- 
thode fimple  Se  facile  pour  réfoudre  les  équations  affc&écs 
de  termes  moïens  dans  le  fécond  degré. 

Par  exemple.  Soit  une  équation  quelconque  dans  la 

quatrième  formule  du  fécond  degré  x* ax  ==  b \ foie 

a sa  7.  la  férié  des  homogènes  ou  des  valeurs  de  b dans 
cette  colonne  eft  double  l’une  finie,  &:  l’autre  infinie  ! 
la  férié  finie  eft  o.  6.  10.  1 z. 1 z.  io.  6.  o.  Se  la  férié  infinie 
qui  commence  apres  le  zéro  eft  8.  18.  30.  44.  60.  6 8.  98. 
izo.  144.  170.  198.  Zl8.&C. 

Le  premier  homogène  6.  dans  la  férié  infinie  a pour 
racine  deux  puilTanccs  de  a = 7 , doDt  la  différence  eft 
a = 7.  la  première  racine  eft  1 = 7x1 6.  la  fécon- 
dé eft  6 = 7x1 1 . Le  fécond  homogène  1 o , a pour 

racines  z & y.  Or  i = 7*i y Se  y = 7*J z. 

De  même  dans  la  férié  infinie  l’homogénc  8,  a pour  ra- 
cines 8 & 1.  Or  8 = 7JM  -4-  1 , 1 = 6. 

Dans  l’homogene  18  fes  racines  font  — f—  z Se 9. 

Or  i = y Se  9 = 7*i  —H  z. 

Dans  l’homogéne  zz8.  les  racines  font  -i-  nSe 19. 

Or  1 z = z,  Se  1 9 = 7^  y. 

Ce  qui  montre  évidemment  que  les  racines  de  l’homo- 
géne  font  deux  puiflances  femblables  de  a , dont  la 
différence  l’une  pofitivc  Se  l’autre  négative  font  toujours 
une  fomme  égale  à la  valeur  déterminée  de  4 = 7 dans 
ce  cas  particulier, 

Il  feroit  à défirer  qu’on  pût  trouver  une  Méthode  aufïï 
fimple  pour  tous  les  degrez  fupérieurs  •,  je  l’ai  tenté , mais 
il  merefte  encore  des  difficultezà  furmonter  pour  la  rendre 
générale  pour  tous  les  degrez  fupérieurs  à l’infini. 


6 o Méthode  nouvelle,  &:c. 

Suivent  les  Tables  pour  la  Réfolution  des  Equations 
de  tous  les  degrez  à l’infini.  J’en  ai  mis  feulement  iy 
pour  fervir  d'exemples  pour  en  drefler  de  femblablcs. 

Pour  le  fécond  degré , il  y a quatre  tables  , deux  de 
la  première , & deux  de  la  féconde  efpéce. 

Pour  le  troifiéme  degré,  il  y a dix-neuf  tables , &on 
peut  augmenter  leur  nombre , & mettre  à part  les  Equa- 
tions qui  ont  des  racines  imaginaires  d’un  côté , &c  de 
l’autre  celles  dont  les  racines  font  réelles , comme  on  le 
voit  dans  la  fixiéme  table  qui  a trois  fcüilles  , la  pre- 
mière cft  pour  la  première  efpéce  des  tables , mais  la 
fécondé  efpéce  des  tables  a deux  feuilles  , l’une  pour  les 
racines  réelles , l’autre  pour  les  racines  imaginaires. 

La  fécondé  claffe  du  troifiéme  degré  a cinq  tables , la 
troifiéme  clafiTe  en  a dix,  dont  la  formation  eft  évidente. 
Les  deux  dernières  tables  font  pour  la  fécondé  clarté  du 
cinquième  degré  ; on  pourra  en  conftruire  de  même  pour 
toutes  les  formules  de  tous  les  degrez  à l’infini. 


Première  Table 


Digitized  by  Google 


Première  Table  de  Pour  les  formules. 


la 


efpéce. 


--b’. 


f zdc. 

\3C- 


x1, 

x* 


-.b".  . 

= — b". 


zd.  degré. 

4=0 

4=1 

4=Z 

4=4 

x=o 

x*=o 

b= O 

b=o 
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6=1 11 

6=  1 16 

6=1 63 

b=  170 

6=175 

6=180 

6=  185 

6=190 

6=193 

6=170 

6=176 

6=l8l 

6=188 

6=194 

6=300 

6=306 

6=4*5 

6=  41O 

b= 417 

^=434 

6=441 

£=44$ 

6=433 

6=600 

II 

ON 

O 

OO 

6=6  lé 

6=614 

6=631 

6=640 

6=648 

£=837 

£=846 

6=%55 

6=864 

6=873 

6=881 

6=891 

6=  1 13c 

b=  1 14c 

b=  113c 

6=  1 16c 

6=  1x7c 

J 6=  11 8c 

6=  1 ipo  | 

dij 
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7e  Table  de  la  efpéce.  Equations  rationellcs  pour  la  irt 
j'elafle.  formule  x 5 -t- a'x * a"x,=b.'"  les 

3e  degré  z.  racines  négatives,  la  3e  pofitive. 


Digitized  by  Google 


: . . . Et  pour  la  8e  formule  foû-contrairc  ,v’ /i'xl-{~a"x'—  =b."' 

. . . . qui  a les  memes  Racines  ; mais  Tes  deux  Racines  font  pofi- 
. . . . tives,&la  je  négative. 


diff.  4. 

5- 

d'ff-  6- 

<3#  7- 

diff.  8. 

4=1  J.  4*=I  0 
1X12 

3=  14 

4=1  6.  4*=I  3 

ixiy 

3=30 

4=19.  4*=l6 

2x18 

3=36 

4=12.  4*=i9 
2x11 

3=41 

4=2 y-  4*=ii 
2x24 

3=48 

4=17.  4*=I4 
ixi6 

fc=3i 

4=2 1 . 4*=i8 
2x20 

3=40 

4=1  y.  4‘=ii 
2X14 

3=48 

4=19.  4*=l6 

2x28 

3=  y 6 

4=33.  4*=3 0 
2x32 

3=64 

4=n.  4*=l8 
1X10 

3= 40 

4=l6.  4!=1  3 

ixzy 

3=yo 

4=3 1.  4*=i8 
2x30 

3=6o 

4=36.  ^=33 
2X3y 

3=70 

4=41.  4’=j8 
IX4O 

3=80 

4=2 y.  4*=ii 

2x24 

3=48 

.1=31.  4’=z8 
2x30 

b— 60 

4=37.  4=34 

1x36 

3=71 

4=43.  4*=4o 
1x42 

3=84 

4=49.  4’=46 

1x48 

3=96 

4=19.  4’=i6 

2x18 

6=  y 6 

4=36.  4'=33 
ixyy 

b— jo 

4=43.  4 =40 
2x42 

3=84 

4=yo.  4*=47 

2x49 

3=98 

4=yy.  4*=y  4 

ixy  6 

3=i  n 

4=33.  4*=30 
1x32 

3=6  4 

=41.  4'=38 
2x40 

3=8o 

4=49.  4*=4é 
2x48 

3=96 

4=  y 7.  4*=  y 4 
2Xy  6 

3=ni 

4=6 y.  4*=6i 
1x64 

3=n8 

4=37.  4l=34 

1x36 

b=7i 

4=46.  4*=43 
ix4y 

3=90 

4=yy.  4‘=yi 

ixy4 

3=io8 

4=64.  4*=6i 
2x6  3 

3=n6 

*=73.  4’=7o 
1x72 

3=144 

4=4  T.  4*=  38 
2x40 

3=8  0 

4=^  1.  4=48 

IX)  O 

3=100 

4=61.  4'=  y S 
2X60 

3=1 10 

4=71.  4*=68 
1x70 

3=140 

4=81.  4*1=78 
2x80 

3=i6o 

4=4 y.  :4=4i 
1x44 

3=18 

4=  ,-6.  4*=y  3 
ixyy 

3=j  10 

4=37.  4*=64 
2x56 

3=iji 

4=78.  4*=7y 
2x77 

3=i  y 4 

4=89.  4*=86 
1x88 

3=176 

4=;y.  4*-=46 
2X48 

3=96 

4=61.  .j‘=y8 
1x60 

3=iio 

4=73.  4:=7Û 
2x72 

3=144 

4=8 y.  4’=8i 
2x84 

3=i68 

4=97.  4*=94 

1x96 

3=192 

4=y  5.  4*=yo 
1X)1 

3=104 

4=6  6.  a1— 6 3 
2x6  y 

3=1 30 

4=79.  4*=76 
2x78 

3=1  y 6 

4=92.  4’=§9 
1x91 

* 3=i82 

arioy.  4*Z  102 
2x104 

3=208 

d iij 
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xi-+-a''x'^=  ' b J"  . : ; ; 

crois  racines  négatives.  . , 


Troifiéme  Racine 

variable. 

X 1 

x — 1 

ku«Jid 

4=4.  4'=y 

x — 2. 

WÊE  ~ 

£= Z 

a=s-  -*=8 

4=6.  4*=IZ 

X 1 

X 1 

^=—4 

b=—i 

*=7-  *— If 

4=8.  4*=1  1 

X — I 

x — z 

y=—9 

£=— 18 

0=9.  4*=Z4 

4=10.  4*=3z 

x — 1 

x — z 

£= — 16 

b= — 3Z 

4=11.  4*=3J 

V4-N 

JT 

* 

H 

S 

* 

X — I 

X Z 

*=— M 

/>= JO 

4=13.  4*=48 

* 

II 

H 

& 

r 

On 

O 

X — I 

£= — 36 

— 71 

4=1  J.  4*=6 3 

4=16.  4*=77 

X — I 

£= — 49 

£= — 98 

4=17.  4*=6  3 

4=18.  a'— 96 

x — 1 

b— 64 

b= — iz8 

0=19.  a'— 99 
X — I 

4=zo.  4*=i  17 

b— — 8l 

£= — i6z 

4=ZI.  4*=IZ0 

4=1  z.  4*=  140 

X — I 

b— — 100 

lr= — ZOO 
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changeant  tous  les  figues. 


x— 3 

* 

Th 

1 

X 

V-s 

1 

x 

x — 6 

*=f-  4*=7  . 

X — J 

a=6-  4*=9 

x— 4 

4=7.  4‘=II 

4=8-  4*=I  3 

*=-  3 

b=— 4 

£=— y 

b=m—6 

4=7.  4*=i6 

4=8"  4 ‘=20 

4=9.  4 ‘=14 

4=10.  4’=l8 

£= 12 

£= 16 

£= — 20 

b=— 14 

4=g.  4*=27 

4=10.  4*=J  3 

4=1 1.  4*=39 

4=12.  4*=4y 

t=—lj 

fc= — 3 6 

*= — 45 

*=—34 

4=11.  <*=40 

£= 48 

0=1 1-  ax= 48 
y~ ” 64 

4=13.  4’=yé 
b= — 80 

4=14.  4 *=64 
fc= — 96 

| 

SM 

* 

II 

S4» 

4=14.  4*=6y 

4=1  y.  4‘=7y 

4=16.  4*=  8 y 

*=—7  y 

£= IOO 

b— — 1 2 y 

£= — 1 yo 

4=1  J.  *'—Jl 

£= — 108 

4=1  g.  4 ‘=8  4 
i=— 144 

4=17.  4 *=96 
b— — 180 

4=1 8-  4*=io8 
£= — 216 

4=17.  4*=9I 

4=18.  4*=ioy 

4=19.  4*=I  19 

4=20.  4'=  133 

*= — 1 47 

fc= — 196 

*=—  24y 

*=—294 

4=19.  4*=I  II 

4=10-  4‘=I28 

4=11.  4*=i44 

«f  ..11.  4 - ■ I 

£= — 191 

£= — 1 y 6 

£= — 320 

*=—  384 

4=21.  4*=I  J C 

I 

4=22.  4*=i  y 3 

4=23.  4*=I7I 

4=24.  4’=  189 

£=—245 

*=—  524 

*=— 40  y 

486 

4=13.  4*=i6o 

4=14.  4’=i  80 

4=2 y.  4*=ioo 

4=26.  4*= 220 

t= — 300 

£= — 400 

£= — y 00 

£= é'OO 
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qui  commence  apres  les  zéros  à droite 

qui  eft  à gauche  avant  les  zéros  où  elle  finit. 


4l=2  4 *=}  <t=4  «*=3  a'—6  a'—7 

£= O b=0  £=0  £=0  £=0  £=0 


£=—2  £=—  3 


-4  £=— 3 


b= 8 A — g £=4  £=2  £=o  £= — i 


£=30  £==27  I £=24  £=21  £=18  £='ij 


£—71  £=68  £=64  £=60  £=36  £=32 


£=140  £=135’  £=130  £=i2j  £=120  £=1 1 y 


£=240  £=234  £=228  £=222  £=216  £=210 


£==378  £=37 1 £=364  £=  337  £=55°  £=343 


£==380  =372  £=364  £=3  36  £=3  48  £=340 


£=792  £=783  £=774  £=763  £=73*  £=747 


| 1 

£=1080  £=1070  | £=1060  j £=1030  £=1040  £=1030 

Analyfe,  e 
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je  formule. 
4 formule. 


4'=i 

4'— 3 

4 

4’  = 3 

4' =6 

4‘=7 

4’=8 

£=  O 

6=0 

6=0 

6=0 

b=o 

6=0 

6=0 

6=1 

6=5 

6=4 

6=3 

b=6 

6=7 

b=% 

6=14 

6=1 8 

6=n 

6=16 

6=30 

6=34 

6=38 

6=41 

6=51 

6=60 

6=69 

6=78 

6=87 

6=96 

II 

Vo 

t* 

6=108 

6=114 

6=140 

6=156 

6=171 

6=188 

6=170 

6=193 

6=110 

II 

N 

6=170 

G\ 

* 

II 

6=3 10 

6=2.81 

6=3 18 

6=334 

O 

ON 

II 

6=416 

6=461 

6=498 

6=434 

6=48  3 

6=331 

6=381  ’ 

6=6  30 

6=679 

6=718 

6=6  3 1 

6=696 

6=760 

6=814 

6=888 

6=931 

6=1016 

6=881 

6=96} 

6=  1044 

6=  1113 

6=1 106 

6=1 187 

6=1368 

6=  1 19c 

6=  119c 

)|6=I39C 

6=1490 

|6=  1 590 

6=  169c 

6=1790 

etJ 
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7e  formule. 

8e  formule. 


4=3 

4=4 

*=y 

4=6 

<=7 

4=8 

4=9 

b=o 

b=o 

£=0 

£=o 

£=o 

b=0 

è=o 

b= — I 

b= — 1 

y=—5 

£=—4 

*=~5 

b=-6 

*=~7 

*=— 1 

£= — 6 

b— — IO 

£= — 14 

£=— l8 

' 

— 

b= 11 

l— 16 

b=} 

£= — 6 

£= — IJ 

£= — 14 

é=— 33 

£= — 41 

£=— JI 

b=ZO 

*=4 

b= — Il 

£=—18 

*=—44 

£=; 60 

£= 76 

*=55 

£=  30 

*=5 

£= — 10 

*=—43 

O 

r>* 

U-> 

00 

1 

b=  II4 

^=78 

£=41 

£=6 

£=—  30 

b=—66 

— 
£=-  IOl 

b=ZO} 

fc=iî4 

£=IOy 

£=J  6 

*=7 

— 

1= }z8 

NO 

H 

II 

£=100 

b=l)6 

^=7» 

£=8 

£=' — y 6 

*=495 

£=414 

^—333 

£=  I 31 

£=  171 

£=  90 

*=9 

£=710 

£=610 

£=310 

£=4  10 

£=310 

£=lIO 

b=uo 

tiij 
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yc  formule. 
6e  formule. 


4'=1 

4'  = } 

4-=4 

*' — î 

4'=6 

4'=7 

b= o 

Æ=o 

b=o 

4=0 

b— O 

b=o 

b= — 1 

3 

*=— 4 

*=— y 

£= — 6 

*=— 7 

• 

b= — z 

b= — g 

£= — IO 

£=—14 

*=— 18 

b— — 11 

b— 6 

*— — 3 

£= — I Z 

b= — 11 

4= — 30 

*=—39 

b=i% 

b=  Il 

*= — 4 

4= — IO 

£——36 

4= — yi 

b=yo 

b= 4Î 

b—io 

b=—5 

4= — 30 

*=-jy 

b=  i}8 

b=loi 

b— 66 

b==  30 

b=—6 

4= — 41 

b=z  38 

b—l8çf 

b=l^O 

£=g  1 

b= 41 

*=—7 

b=i76 

b=  3 II 

b=.  148 

*=I  84 

b—no 

b=\6 

b=^% 

*=477 

b— 196 

£=3iy 

*=*34. 

*=lj3 

b— 79  o 

b=690 

b=i90 

*=490 

O 

C\ 

«N 

11 

4 

1=190 

Analyfe.  f 
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14e  Table. 


Pour  la  je  formule  **— — a’x1 


■a"x'=b:" 


efpéce. 
- . 3 e degré. 

4=1 

4=1 

•«=5 

*=— I 

X — I 

*3 

4*=î 

*=3 

-‘=7 
x4  , 
4=4 

4*=9 

Xî 

4=y 

*=— 2 

X 1 

*4 

4*=IO 

X4 

b— 8 

4—13 
x3  t 

4=io 

4*=l6 

x6 

4=ii 

*— 3 

X — X 

*y 

<*  — 17 
*3 

b=11 

4‘=2I 

x6 

4=l8 

4*=*3 

X7  1 

4=11 

X— I 

x6 

4*=1  6 

x6 

4=14 

4—31 

x7 

4=i8 

4*=36 

x8 

4=31 

H 

II 

1 

X 1 

*7 

**=37 

X7 

*=33 

4—43 

x8 

4=40 

4—49 

xp 

4=43 

x=— 6 

X — I 

x8 

4*=ro 

x8 

4=48 

4— y 7 

X9 

4=34 

4*=64 

XIO 

4=60 

*=-7 

X 1 

*9 

4*=6y 

*9 

4=6  3 

4—73 

XIO 

4=70 

4*=8i 

XII 

4=77 

*=— 8 

X — I 

XIO 

4*=8l 

XIO 

4=90 

4’==90 

XII 

4=98 

4*=99 

XII 

4=io6 

x——9 

X — I 

XI  I 

4*=lOI 

XII 

4=99 

4*=I  I I 

XII 

4=108 

4§=  I 2 1 

XIJ  A 

4=i  17 

X=  IO 

X 1 

• 

X I 2 

4*=I  11 

XII 

4=120 

4*=IJ3 

XI3 

4=1 30 

4*=  144 

X14 

4=140 

x=-I  I 

X 1 

XIJ 

<«—143 

X13 

4=143 

4=137 

X14 

4=134 

4*=i68 

xiy 

4=163 

Dig 


edbyC 


qui  a deux  premières  racines  négatives , fi£  Ja  }* 
poficive  plus  grande  que  leur  fomine. 
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deux  Racines  négatives  , ôc  la  3e  pofitivc  toujours 
conftante . 


4=4 

4=6 

-=7 

4=8 

4=9 

-*=7 

4’= 8 

4*=9 

4*=I0 

4*=I  I 

4*=I1 

Xf  1 

X6 

x7 

x8 

9 

10 

6=10 

6=11 

6=14 

6=16 

6=18 

6=20 

4*=I  I 

4*=I1 

4'=  13 

4*=  14 

-*=iy 

4’=  16 

y 

6 

7 

8' 

9 

10 

6=30 

6=36 

6=41 

6=48 

6=y4 

6=6  0 

*—17 

4*=i8 

4*=  19 

4*=10 

4’=1I 

4*=11 

y 

6 

7 

8 

9 

10 

6=60 

6=71 

6=84 

6=96 

'S  1 
0 1 

>— « 

II 

6=120 

-— M 

4*=l6 

4’=17 

4*=i8 

4*=19 

4*=3o 

y 

6 

7 

8 

9 

10 

6=100 

6=no 

6=140 

6=160 

6=1 80 

6=100 

-—3  5 

4*=  3 6 

-‘=37 

4*=  3 8 

-*—39 

4*=40 

y 

6 

7 

8 

9 

10 

6=r  yo 

6=180 

6=110 

6=240 

6=270 

6=300 

-—47 

4‘=48 

-—49 

4*=  JO 

4*=JI 

4*=yi 

y 

6 

7 

8 

9 

10 

6=xio 

6=1  y 1 

6=194 

6=33  6 

6=378 

6=420 

4‘=6I 

4*=6i 

--63 

4*=64 

4*=6y 

4 *=66 

y 

6 

7 

8 

9 

10 

6=180 

6=336 

6=392 

6=438 

*=494 

6=yyo 

-—77 

4*=78 

-‘=7  9 

4*=8o 

4*=8i 

4’=8i 

y 

6 

7 

8 

9 

10 

6=360 

6=431 

6=304 

6=j76 

6=648 

6=720 

-—95 

4*=p6 

-—97 

4*=9$ 

4—99 

4*=  100 

y 

6 

7 

8 

9 

10 

O 

xi" 

II 

6=340 

6=6  30 

6=710 

6=810 

6=900 

4’=i  i y 

4*=^ii6 

4*=j  17 

4*=1  I 8 

4*=I  19 

4,=  no 

y 

6 

7 

•8 

9 

io 

6=yyo 

6=56o 

6=770 

6=880 

6=990 

6=1 100 

-—‘37 

4*=I  3 8 

-‘=139 

4*=I40 

4’=I4I 

4‘=i4i 

y 

6=660 

6 

6=791 

7 

6=914 

8 

6=1036 

9 

6=44 

10 

6=1 310 

■fi'j  * 
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T 


a"—o  4]u=i  a"=L 


X1— 8 X*=i6 


Ji  £ 

5* 


*4_8l  *='■ *43 

*7  * 81  *'=z4j 


*f  & l>'  y 

ioz4 


|H 


by=)6 


b’=t49 


6 **=36 


x=8  .Vx=é4 


*!=ii3  6ty  *’j^  ^=3130  ^=313 


6 1196  *^5  ^=7781  ^=7788 


».r  Av 

9 *—343  *4°>  16807  *t==i68,4  ^v=l68zi 


4096  ^=31776  *'=31784 




. , , *'dr^ 

*-7*9  *«»  35,049 


x>  *'=  *'= 

1000000  100.  01.  O.  100.  ozo 
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17e  Table  Pour  les  formules  xi  — —b 


Se  . 


• • 
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r AT' anx’=b: 

l *' a'\x'= b: 


-,r=3 

4"=4 

4"=3 

*"=6 

4”=7 

if 

, o 

£'= 0 

£'=o 

£'= 0 

£'= 0 

£'=—1 

£'=—3 

£'=-4 

£'=-3 

£'=—6 

b’ =2.6 

£'=14 

£’=  11 

£'=20 

£’=  18 

*'=M4 

£'=131 

£'=118 

« 

£'=113 

£'=112 

£*=  x o 1 1 

£'=1008 

£'=1004 

£'=1000 

£'=996 

£'=  3 I io 

£'=3103 

£'=3100 

£'=3093 

£'=3090 

*—77  3 8 

£'=7731 

£'=7746 

£'=7740 

*—7734 

£'=16786 

£'=16779 

£'=16771 

£'=16763 

£'=16738 

**= j 1744 

£'=31736 

£'=31718 

£'=31710 

£'=31711 

£'=39011 

£'=39013 

£'=39004 

£'=38993 

£'=38986 

£'=99.97° 

£'=99. 960 

£'=99.930 

£'=89.940 

£'=99.930 

AnAljfe . „ S 
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ANALYSE  GENERALE, 

O U 

LES  REGLES  GENERALES  DE  L’ANALYSE. 


.DISCOURS  PRELIMINAIRE 

SUR  L'  ANALYSE, 

Oh  l'on  explique  fa  nature  3Jon  objet , g)  comment 
elle  procède. 

N A L Y S E eft  ciré  du  mot  Grec  Analy- 
fis , qui  lignifie  réfolution,divi  lion,  dit 
fcâion  , comparaifon  ; il  a paffé  dans  la 
langue  françoife  avec  toutes  ces  diverfes 
lignifications  qu’on  employé  dans  leur 
fens  naturel  &c  Couvent  même  dans  un 
Cens  figuré . On  dit  faire  l’ Analy fe  d’un  difcours,  lorfqu’on 
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Livre  premier.  iij 

le?  grandeurs  de  tout  ce  qu’elles  ont  de  particulier  & de 
fcnfible,  &:  les  nomme  chacune  par  une  lettre  de  l’Alpha- 
bet , fçavoir  les  grandeurs  connues  par  les  premières  let- 
tres &c  les  inconnues  par  les  dernières  lettres  de  l’Alphabet. 
Une  expreffion  fi  (impie  ne  partage  point  inutilement  l’at- 
tention de  l’cfprit  & lui  laide  toute  Ton  étendue  pour 
comparer  ces  grandeurs  &:  leur  appliquer  les  différentes 
operations  du  calcul  que  les  conditions  du  Problème 
exigent. 

Comment  ï Analyfe procède  à la  réfolution  des  Problèmes. 

i°.  Elle  les  prépare.  i°.  Elle  les  réfoud. 

i°.  Un  problème  étant  propofe  , l’Analyfc  donne  des 
noms  aux  grandeurs , elle  exprime  leurs  rapports  par  des 
cgaliccz  , elle  prépare  ces  égalitez  pour  avoir  la  valeur 
des  grandeurs  inconnës  qu’elles  contiennent  ; c’cft-à-dire, . 
clic  prend  foin  de  chafTer  ou  de  Elire  évanouir  fucccflive- 
ment  chacune  des  grandeurs  inconnues  dans  chacune  de 
ces  cgalitez , pour  avoir  une  inconnue  feule  dans  le  pre- 
mier membre  ; &:  faifant  pafler  dans  le  fécond  membre 
les  autres  grandeurs.  Si  toutes  les  grandeurs  du  fécond 
membre  font  des  lettres  connues , clics  donnent  la  valeur 
de  l’inconnue  qui  cft  dans  le  premier  membre. 

Premier  cas.  Si  l’on  trouve  par  ce  moïen  les  valeurs  de 
toutes  les  inconnues  , alors  le  Problème  eft  refolu  , ce  qui 
arrive  dans  tous  les  Problèmes  déterminez  & du  premier 
degré  ou  l’inconnue  cft  linéaire.  Car  les  égalitez  donnent 
les  valeurs  des  inconnues  par  ordre , on  trouve  d’abord  la 
valeur  d’une  inconnue  qui  cft  feule  dans  une  égalité,  on 
fubfticuë  cette  valeur  trouvée  dans  une  autre  égalité  où 
eft  la  même  inconnue  avec  une  autre , ce  qui  donne  moïen 
de  trouver  la  valeur  de  cette  fécondé  inconnue  , fubfti- 
tuantenfuite  la  valeur  de  ces  deux  inconnues  dans  une 
égalité  où  il  y a trois  inconnues , fçavoir  les  deux  donc 
Analyfe,  b 
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on  a dcja  trouvé  la  valeur  avec  une  troiliéme  ; on  trou- 
vera de  même  la  valeur  de  cette  troiliéme  inconnue  en 
lettres  connues  ou  en  nombres  ; & continuant  de  la  forte , 
on  trouvera  la  valeur  de  toutes  les  inconnues , ce  qui  don- 
nera la  réfolution  parfaite  du  Problème  ; car  il  n’y  a qu’à 
fubftitucr  des  nombres  à la  place  des  lettres  connues  qui 
font  les  valeurs  trouvées  des  grandeurs  inconnues , & s’il 
y a des  fractions , on  les  fera  évanoüir  par  la  multiplica- 
tion , & on  réduira  la  réfolution  à fa  plus  (impie  expreflion 
ce  qui  eft  nécclfairc  dans  tous  les  cas  &:  même  dans  tou- 
tes les  opérations  qui  fc  font  pour  préparer  une  Equa- 
tion. 

C’eft  ainfi  que  la  préparation  feule  donne  la  réfolution 
des  Problèmes  déterminez  du  premier  degré  où  il  n’y  a 
qu’une  inconnue  principale  à laquelle  toutes  les  autres  fe 
rapportent  qui  eft  du  premier  degré  : mais  dans  les  au- 
tres cas  la  feule  préparation  ne  fuffit  pas  pour  avoir  la  ré- 
folution , il  y a d’autres  règles  à obfervcr. 

Second  cas.  Il  y a toujours  plulicurs  inconnues  dans 
un  Problème  propofé , car  s'il  n’y  en  avoit  qu’une  feule  , 
le  Problème  feroit  réfolu  : mais  il  y a une  inconnue  prin- 
cipale à laquelle  les  autres  fc  rapportent , dont  on  ne  peut 
pas  toujours  trouver  la  valeur  par  la  préparation  parce 
qu’on  n’a  pu  la  dégager  ou  la  faire  évanoüir,  ce  qui  arrive 
lorfqu’elle  eft  multipliée  par  elle- même.  Et  c’eft  l’origine 
des  Equations  de  tous  les  degrez  à l'infini.  Par  exemple, 
après  la  préparation  fi  on  trouve  une  égalité  x1  =axJ 
dans  laquelle  l’inconnuë  fe  trouve  au  fécond  degré  dans 
le  premier  terme,  & au  premier  degré  dans  le  fécond  ter- 
me , je  divife  tout  par  x , j’ai  .v  = a , & le  Problème 
eft  réfolu. 

a°.  Si  je  trouve  xx  = b , je  tire  la  racine  quarree  des 
deux  membres , & j’ai  x =v'~£  c’eft  une  équation  pure 
& fimplc  du  fécond  degré.  De  même  fi  j’ai  a.-’  ==  b , qui 
eft  une  équation  pure  & fimple  du  troiliéme  degré , je  tire 
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la  racine  cubique  de  chaque  membre  Se  j’ai  .v  = »/X  II 
en  eft  de  même  des  équations  pures  Se  fitnples  de  tous  les 
degrez  à l’infini. 

3°.  S'il  réfulcc  de  la  préparation  une  équation  quelcon- 
que dont  le  premier  membre  foit  la  puiflance  parfaite  d’un 

binôme,  comme  ,vl zax  -4-  aa  = b , qui  eft  une 

équation  du  fécond  degré , dont  le  premier  membre  con- 
tient la  puilfancc  parfaite  du  binôme  * -4-  a.  De  même 
xJ  -h-  3 a xl  —H  3 4*  at  —j—  a'  = b ’ -H-  c\  dont  le  pre- 
mier membre  eft  la  troifiéme  puiflance  parfaite  du  binô- 
mc  x+_* . Il  en  eft  de  même  des  autres  puiflances  à l’infini 
d’un  binôme  quelconque.  Je  nomme  ces  égalitez  qui  ré- 
fuirent de  la  préparation  du  Problème  des  équations  Se  il 
y en  a de  tous  les  degrez  à l’infini , comme  des  puiflances  ; 
l’expofant  de  la  haute  puiflance  de  l’inconnue  marque  le 
degré  de  l’équation.  Or  la  préparation  feule  ne  peut  pas 
donner  la  valeur  de  cette  inconnue  , il  faut  que  l'Analyfc 
fournifle  d’autres  règles  pour  les  réfoudre  Se  pour  les  cas 
fuivans. 

4°.  Quelquefois  la  préparation  fc  réduit  à plufieurs  éga- 
litez où  fe  trouve  la  même  inconnue  élevée  à des  degrez 
différons.  Se  en  ajoutant  enfcmblc ces  égalitez  , on  peut 
former  une  équation  dont  le  premier  membre  eft  encore 
une  puiflance  parfaite  d’un  binôme. 

Par  exemple,!!  le  Problème  propofé  fc  réduit  à ces  deux 

équations  du  fécond  degré  x* 3 a x=b , Se  aa  -4-  ax 

!=c.  j’ajoûte  ces  deux  équations  j’ai  x1 zax  -4-  aa 

= bc.  dont  le  premier  membre  eft  une  zdc.  puiflance  par- 
faite du  binôme  x -+-  a. 

De  même  fi  le  Problème  propofé  fc  réduit  à ces  deux 
équations  du  troifiéme  degré  , x’  -4-  3 a1  x = b* , Se 
3 a x1  -4-4*  = c\  j’ajoûte  ces  deux  équations  Se  j’ai 
xJ  34X1  -4-  341  x -4-  a*  =bi  -+-  c 1 , dont  le  pre- 
mier membre  eft  la  troifiéme  puiflance  parfaite  du  binô- 
me *■*»«.  b ij 
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Souvent  le  Problème  fe  réduit  à deux  équations  qui  ont 
des  fractions  comme  x1 y1  = \p.  -+-  j Xyx 

Pour  ôter  les  fraélions.  i°.  J’éleve  la  première  égalité 
à la  troifiéme  puilTance, parce  que  le  dénominateur  3 de  la 
fraélion  du  dernier  terme  eft  l’cxpofant  de  la  troiiiéme 
puiflance.  Ce  qui  donne  x6 3.Y  y*  zxl  v4 y* 

17  P ’ 

z°.  J’éleve  la  féconde  égalité  à la  fécondé  puiflance  , 
parce  qu’il  faut  la  multiplier  par  le  dénominateur  1 de 
la  fra&ion  du  dernier  terme  qui  eft  l’expofant  de  la  fé- 
conde puiflance  ; ce  qui  donne  x6  6x*yx  -+-  9xx  y4 

Enfuite  je  retranche  le  premier  membre  de  la  première 
égalité  élevée  au  cube  du  premier  membre  de  la  féconde 
élevée  au  quarré,  & le  fécond  membre  de  la  première  du 

fécond  membre  de  la  fécondé. 

«< 


2*.  6x*yl  -+-  9xxy4 

ire.  / = £/>’. 


Ce  qui  fe  fait  en  changeant  tous  les  fignes  dans  les  ter- 
mes de  la  première,  & les  ajoutant  à ceux  de  la  féconde, ce 
qui  donne. 


2dc, 

irc. 


6x4S  H-  9xxJ4  = <]q. 

3*4/ — }xxy-t-s= — 


addition 


9x\ y 


+ 6xx/  = 


Cette  fomme  eft  une  Equation  dont  le  premier  membre 
eft  la  féconde  puiflance  parfaite  de  3-v1^  -4-  y ’. 

30.  Je  tire  la  racine  quarréc  de  chaque  membre  de  cette 


Digi^zed  by  Google 


Livre  premier.  117 

derniere  Equation,  j’ai  3 xy 1 -4 -y  = 77  — jÇp  ' à la- 

quelle j’ajoute  l’Equation  x*-f-  3 x / = '-q. 

La  Comme  donne  l’Equation  x * -+-  3 x* y -+-  3 x 

-H y =t</  *+"  dont  le  premier  mem- 

bre cft  le  cube  parfait  du  binôme  x"-4- 7.  donc  tirant  la 
racine  cubique  de  chaque  membre,  je  trouve  l’Equation 

fimplequien  cft  la  racine*  -4-_>'=V { ? -i-- -- , — - 

4 *'*"■“  17  P 1 

& le  Problème  eft  refolu. 

y0.  Quelquefois  la  préparation  réduit  un  Problème  à 
une  égalité  dont  le  premier  membre  ne  contient  pas  une 
pui fiance  parfaite  d’un  binôme  , mais  il  y manque  quel- 
ques termes  qu’on  peut  ajouter  , ou  fouftraire  de  part  8c 
d’autre  pour  avoir  cette  puifiance  parfaite  dans  le  pre- 
mier membre,  par  exemple.  Si  le  Problème  fc  réduit  à 

cette  feule  égalité  x* z ax  = b c ; il  eft  évident  qu’i» 

faut  ajouter  de  part  8c  d’autre  -4-  aa  , ce  qui  donne  x 

z a x -4-  aa  = na  -4-  bc , alors  le  premier  membre 

eft  de  la  fécondé  puifiance  parfaite  du  binôme  x a. 

Et  tirant  la  racine  quarrée  de  chaque  membre , j’ai  x a. 

= 1 / a le  qui  donne  par  tranlpofition  x = a -4- 

^ a » + Jf 

De  même  fi  j’ai  x5- 3 b x H—  3 b x =f5  , fi  je 

mets b i dans  les  deux  membres , j’aurai  dans  le  pre- 
mier membre  la  troifiéme  puifiance  parfaite  de  x b. 

Ainfi  x*  — 3 b x -4-  3 b x = ci b\  donc  ti- 

rant la  racine  cubique  de  chaque  membre , j’aurai  la  ra- 
cine ou  l’Equation  fimple  x b = ✓ £j  — ÿ , 8c  par 

tranfpofitionx  = £ — t-  ✓ c\ Souvent  on  trouve  deux 

égalitcz  qui  jointes  cnfcmblc  donnent  une  Equation  où 

h iij 
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le  fécond  terme  cft  détruit.  Sec. 

Voilà  l’origine  des  égalicez  qu’on  nomme  les  Equa- 
tions ; c’eft  ainfi  qu’elles  naiflent  de  la  préparation  des 
Problèmes  déterminez  , dans  lcfquels  il  n’y  a qu’une  feule 
inconnue  principale  qu’on  n’a  pu  faire  évanoüir. 

Troifiémc  cas.  Lorfqu’pn  n’a  pu  former  d’abord  au- 
tant d cgalitez  que  d’inconnues  , le  Problème  fc  réduit  à 
une  ou  à plufieurs  égalitez,  qui  renferment  deux  incon- 
nues ou  trois  inconnues  qu’on  ne  peut  faire  évanoüir  , 
parce  qu’on  ne  peut  en  trouver  la  valeur  ; en  ce  cas  le 
Problème  cft  indéterminé,  il  aune  infinité  de  folutions, 
& l’Analyfc  fournit  d’autres  réglés  pour  ce  fécond  genre 
de  Problèmes. 

Quatrième  cas.  Lorfqu’il  y a par  les  conditions  du  Pro- 
blème plus  de  rapports  connus  qu’il  n’y  a de  grandeurs 
inconnues  , on  peut  former  plus  d ’égalitcz  qu’il  n’y  a 
d’inconnues,  puifque  chaque  rapport  donne  une  égali- 
té , d’où  il  fuit  que  le  Problème  propofé  cft  plus  que 
déterminé,  dans  ce  cas  il  y a des  règles  pour  éviter  les 
refolutions  qui  font  impoftiblcs  , parce  quelles  renfer. 
ment  une  abfurdité  , ces  Problèmes  ont  un  nombre  li- 
mité de  folutions. 

Ainfi  l’Analyfe  a pour  objet  la  réfolution  des  Pro- 
blèmes qui  feréduifent  à trois  genres,  qui  font , i°.  les 
Problèmes  déterminez , qui  n’ont  qu’une  feule  inconnue, 
ils  ont  un  nombre  fini  de  réfolutions , ils  en  ont  préci- 
féinent  autant  que  l’cxpofant  de  la  haute  puiflance  de 
l’inconnue  contient  d’unitez. 

Ces  Problèmes  contiennent  les  Equations  , il  y en  a 
de  tous  les  degrez  à l’infini , & leur  réfolution  confifte 
à rrouver  les  racines  de  ces  équations. 

z°.  Les  Problèmes  indéterminez  font  ceux  qui  ont 
plufieurs  inconnues  , ils  ont  une  infinité  de  folutions  à 
l’infini,  ils  fc  réduifent  à des  égalitez  , qui  prennent  leur 
nom  de  la  multitude  de  leurs  inconnues  , les  doubles 
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égalitez  font  celles  où  il  refte  deux  inconnues , les  triples 
égalitez  celles  oi*  il  refte  trois  inconnues , &c. 

L’élégance  de  ces  Problèmes  confiftc  à éviter  les  frao 
tions , & à donner  des  folutions  à l’infini  toujours  en  nom- 
bres entiers,  la  fimple  égalité  n’cft  point  un  Problème 
indéterminé,  c’eft  un  Problème  déterminé  du  premier 
degré  ou  un  Problème  fimplei 

30.  Les'  Problèmes  plus  que  déterminez  font  ceux 
dans  lefqucls  on  connoît  plus  de  rapports  que  d’incon- 
nues, le  nombre  de  leurs  folutions  eft  toujours  fini  &c 
limité. 

Voilà  l’objet  général  de  l’ A nalyfe,cllc  donne  des  Régies 
pour  préparer  ces  Problèmes  & pour  les  réfoudre  , elle 
y applique  avec  art  les  Régies  du  calcul , cet  art  font 
les  Méthodes  générales  qu  elle  preferit  pour  tous  ces  trois 
genres  de  Problèmes  , ainfi  l’Analyfc  fuppofe  les  Régies 
du  calcul  , il  faut  fe  les  rendre  trcs-familiéres  dans  la 
pratique , 8 c fur-tout  toutes  les  opérations  qui  concer- 
nent les  fra&ions  ,•  fans  ce  fecours  c’cft  perdre  le  tems 
que  de  vouloir  s’appliquer  à l’Analyfe. 


LIVRE  ^PREMIER. 

SECTION  PREMIERE. 

De  tAnalyJe  en  général , & de  Réfolution  des  Problèmes 
déterminez,  du  premier  degré. 

4 

L’Analyfe  qui  eft  le  fondement  & la  fource  de  toutes 
les  découvertes  qu’on  peut  faire  dans  les  Mathéma- 
tiques, tire  fon  nom  d’un  mot  grec  qui  lignifie  réfolu- 
tion , elle  a pour  objet  la  réfolution  de  tous  les  Problè- 
mes ou  queftions  qu’on  peut  former  fur  les  grandeurs 
comparées  enfemble  : cette  réfolution  fe  réduit  toujours 
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à découvrir  une  ou  plufieurs  grandeurs  inconnues  , 
par  le  moïen  des  grandeurs  connues  des  rapports 
quelles  ont  avec  la  grandeur  ou  les  grandeurs  inconnues, 
exprimez  par  les  conditions  du  Problème , ce  qui  fc  fait 
en  augmentant  ou  diminuant  ces  grandeurs  fuivant  les 
réglés  du  calcul  pour  parvenir  à l’égalité  qui  donne  enfin 
la  valeur  défiréc  de  l’inconnue. 

Il  y a entre  les  Problèmes  plufieurs  degrez , plufieurs 
genres,  & plufieurs cfpéces. 

Il  y a plufieurs  degrez  dans  les  Problèmes  comme  dans 
les  puiflances , les  Problèmes  du  premier  degré  font  ceux 
où  l’inconnue  n’cft  point  multipliée  par  cllc-mème . c'eft 
un  Problème  firople  ou  linéaire. 

Les  Problèmes  du  fécond  degré  font  ceux  où  l’in- 
connue eft  multipliée  une  fois  par  elle- même,  & où  par 
conféquent  elle  fc  trouve  élevée  au  fécond  degré. 

De  même  fi  l’inconnue  eft  élevée  au  troifiéme  degré, 
le  Problème  eft  du  troifiéme  degré  , & ainfi  de  tous  les 
degrez  fupérieurs  j il  en  eft  de  même  des  Problèmes  com- 
pofez  qui  ont  plufieurs  inconnues , la  haute  puifianceoù 
l’inconnue  eft  élevée  eft  le  degré  du  Problème. 

Il  y a deux  genres  de  Problèmes , le  premier  genre 
contient  les  Problèmes  fimples  , ce  font  les  Problèmes 
où  il*n’y  a qu’une  feule  inconnue,  ou  bien  ceux  où  l’in- 
connue n’a  qu’une  feule  valeur , ce  qui  ne  fc  trouve  que 
dans  les  Problèmes  du  premier  degré.  Les  Problèmes 
compofez  font  le  iH.  genre , ils  font  de  deux  fortes. 
i°.  Ce  font  ceux  qui  renferment  plufieurs  inconnues. 
z°.  Ce  font  ceux  qui , quoiqu’ils  n’aycnt  qu’une  feule 
inconnue,  cependant  elle  fe  trouve  élevée  à la  fécondé 
ou  à la  troifiéme  puiffancc,  ce  qui  fait  que  cette  incon- 
nue a plufieurs  valeurs  différentes , & précifémcnr  au- 
tant que  l’expofant  de  la  haute  puiffance  contient  d’uni- 
tcz  Ainfi  cet  expofant  marque  le  nombre  des  racines  de 
l'Equation. 

Il 
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Il  y a trois  efpéces  de  Problèmes  en  général. 

La  première  efpécc  contient  les  Problèmes  indéter- 
minez , ce  font  ceux  qui  ont  plufieurs  inconnues , & qui 
fe  réduifent  à plufieurs  égalitez,  &:  par  confisquent  ils 
ont  une  infinité  de  folutions  j il  y en  a de  tous  les  dc- 
grez  à l’infini. 

La  fécondé  efpécc  contient  les  Problèmes  déterminez, 
ce  font  ceux  qui  fc  réduifent  à une  feule  égalité  qui  ne 
contient  qu’une  feule  inconnue , laquelle  peut  être  du 
premier  degré,  du  fécond,  du  troifiéme,  &c.  à l’infini, 
ces  Problèmes  n’ont  qu’une  feule  réfolution  dans  le  pre- 
mier degré , & dans  les  degrez  fupéricurs  le  nombre  des 
réfolutions  eft  déterminé , il  eft  toujours  égal  à l’expo- 
fant  de  la  puiffance  à laquelle  l’inconnue  fc  trouve  éle- 
vée, puifque  la  réfolution  confiée  à trouver  les  racines 
ou  les  différentes  valeurs  de  l’inconnue. 

La  troifiéme  cfpéce  contient  les  Problèmes  plus  que 
déterminez  , ce  font  les  Problèmes  dont  les  conditions 
donnent  plus  d’égalitez  qu’il  n’y  a d’inconnues  ,•  de  forte 
qu’on  peut  choifir  entre  les  folutions  polfibles  celles  qui 
font  les  plus  commodes , mais  il  faut  éviter  les  folutions 
fauffes  qui  renferment  une  contradiction. 

Le  but  & la  fin  de  toutes  les  réglés  de  l’Analyfe  con- 
fiée à trouver  la  valeur]  de  l’inconnue  dans  un  Problème 
fimple , ce  qui  fe  nomme  faire  évanouir  l’inconnue,  car 
en  fubftituant  la  valeur  trouvée  à la  place  de  l’incon- 
nuë  , elle  difparoît  & s’évanoüit. 

Dans  les  Problèmes  compofcz.  i°.  S’il  y a plufieurs 
inconnues , il  s’agit  de  trouver  leurs  valeurs,  &:même 
toutes  leurs  valeurs  poflibles  » l’infini , fi  le  Problêmceft 
indéterminé  , car  en  ce  cas  il  a une  infinité  de  folutions. 

i°.  S’il  n’y  a qu’une  feule  inconnue  élevée  àdifferens 
degrez,  commcilfe  trouve  dans  les  Equations,  il  s’agit 
de  trouver  autant  de  valeurs  de  l’inconnue  que  l’expo, 
fantde  la  haute  puiffance  contient  d'unitez. 

Analyfe.  _ i 
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Pour  réfoudre  un  Problème  d’Analyfe,il  faut,  i°. 
exprimer  par  les  lettres  de  l’Alphabet  toutes  les  gran- 
deurs du  Problème.  z°.  Former  des  égalitcz  fuivantles 
conditions  propofées.  3®.  Réfoudre  ces  égalitez  en  trou- 
vant la  valeur  de  l’inconnue , s’il  n’y  en  a qu’une , ou  des 
inconnues  s’il  y en  a pluficurs. 

Dans  tout  Problème  d’Analyfe  , on  exprime  les  gran- 
deurs par  les  lettres  de  l’Alphabet  ; fçavoir  , les  gran- 
deurs connues  par  les  premières  lettres  a,bycyd}  &c. 
& les  grandeurs  inconnues  par  les  dernicres  lettres. 

Les  conditions  du  problème  font  les  rapports  donnez 
entre  les  grandeurs  connues  &:  les  grandeurs  inconnues, 
ou  entre  les  feules  grandeurs  connues,  leur  exprelïionfe 
fait  par  les  mêmes  lettres  des  grandeurs  qu’ils  reprefen- 
tent. 

Les  égalitez  fe  font  ainfi , pour  égaler  a avec  b , je  les 
joints  enfemble  par  le  figne  d’égalité  = , ainfi  a = b , 
ce  font  deux  exprelïions  égales  de  la  même  grandeur  G 
a vaut  i , j’ai  par  cette  égalité  i = i.  égaler  deux  gran- 
deur , c’eft  les  joindre  enfemble  par  le  figne  d’cgalité  =. 

Tourte  égalité  a deux  membres  féparez  par  le  ligne  =, 
je  nomme  le  premier  membre  celui  qui  eft  à gauche  du 
figne  = c’eft  a , je  nomme  le  fécond  membre  celui  qui 
eft  à droite , c’eft  b. 

Le  premier  membre  & le  fécond  peuvent  avoir  plu- 

fieurs  termes , dans  x1 a = b , le  premier  membre 

contient  deux  termes  liez  enfemble  par  le  figne ; 

fçavoir,  une  inconnue  x élevée  à la  fécondé  puiflance, 
& la  grandeur  a.  Il  peut  y avoir  dans  ces  deux  membres 
des  termes  complexes  : c’eft-à-dire  exprimez,  par  deux 
ou  pluficurs  lettres  &:  des  termes  incomplexcs  , comme 

dans  xx  — f-  a x b c = d.  Le  fécond  membre  contient 

la  feule  lettre  d qui  eft  un  terme  incomplexc  * mais  le 
premier  membre  contient  trois  termes  complexes  expri- 
mez chacun  par  deux  lettres. 
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Je  nomme  en  général  une  égalité  les  deux  expreflions 
d’une  même  grandeur  jointes  enfemblc  par  le  ligne  = 
qui  eft  le  ligne  de  l’égalité  , foit  que  les  deux  membres 
loient  connus  comme  4=  b,  ou  inconnus  comme  x=yt 
foit  qu’il  y ait  une  ou  plulieurs  inconnues  dans  le  premier 

membre  comme  x -+-  a y — -b , ou  x -+-  z y = b. 

De  quelque  maniéré  que  les  inconnues  foient  exprimées, 
ou  par  addition  x -+-^,011  par  fouftradion  x — y, par  mul- 
tiplication xyy  ou  par  diviûon  ^ ; foit  enfin  que  les  incon- 
nues foient  élevées  à différentes  puiffances  xx  -f -y'  =4, 

ou  foit  que  les  inconnues  foient  une  racine  d’une  puit 

| * 

fance  quelconque p , comme  v/r^r  yfJJ 3 zx  = b. 

Mais  je  nomme  une  Equation , une  égalité  dans  la- 
quelle il  n’y  a qu’ync  feule  inconnue  ou  linéaire  comme 
x==a , ou  élevée  à la  féconde  puiffance  comme  x*  = 

& x1  — t—  a x - — - b , ou  élevée  à.  la  troiliéme  puiffance 
dans  le  premier  terme  , & à toutes  fes  puiffances  infé- 
rieures dans  les  autres  termes  moiens  comme  x’  -t-  a x* 

b x = c.  Enfin  une  Equation  cft  une  égalité  dont  la 

haute  puiffance  de  l’inconnue  eft  élevée  à un  degré  quel- 
conque, tandis  que  la  même  inconnue  unique  eft  éle- 
vée dans  les  autres  termes  moïens  à des  puiffances  infé- 
rieures , ainfi  l’égalité  eft  le  genre  , & l’Equation  cft 
l’cfpéce  j il  y a des  égalitcz  qui  ne  font  point  des  E- 
quations , telles  font  les  égalitcz  doubles  qui  font  celles 
qui  ont  deux  inconnues , les  égalitez  triples  qui  ont  trois 
inconnues  , les  égalitez  quadruples  qui  ont  quatre  in- 
conuuës,  &c. 

Mais  toute  Equation  eft  une  égalité  fimplc,  & il  y 
en  a d’une  infinité  de  degrez , puifqu’on  peut  élever  une 
inconnue  à tous  les  degrez  ou  puiffances  à l’infini. 

Si  une  Equation  contient  le  zéro  (eul  dans  le  fécond 
membre  , cela  fe  nomme  une  Equation  égalée  à zéro, 

comme  xx  a x b = o , ou  x*  -4-  J * 1 8 

* 0 


H4*  Analyse  generale, 

= o , qui  eft  une  Equation  du  fécond  degré , puifque  l’in- 
connuë  x cft  élevée  à la  fécondé  puiffancc , &c  la  même 
inconnue  x eft  linéaire  , ou  au  premier  degré  dans  le 
fécond  terme  a x que  je  nomme  le  terme  moyen  ; de  même 
je  nomme  tous  les  termes  où  l’inconnue  x fe  trouve  dans 
différons  degrez  multipliée  par  des  nombres  ou  par  des 
lettres  connues , les  termes  moïens  de  l’Equation. 

Les  extrêmes  font  le  premier  terme  de  l’Equation  & 
le  dernier  terme. 

Le  premier  terme  d’une  Equation  contient  la  plus 
haute  puiffance  de  l’inconnue  , il  eft  par  conléquent  en- 
tièrement inconnu. 

Les  termes  moïens  font  auffi  entièrement  inconnus, 
parce  qu’ils  font  exprimez  par  différons  degrez  de  la 
lettre  inconnue  multipliée  par  un  nombre  ou  par  une 
lettre  connue. 

Le  dernier  terme  eft  entièrement  connu,  il  contient 
un  nombre  ou  une  lettre  connue  ou  plufieurs. 

Je  le  nomme  l’homogénc  dê  comparaifon  après  Vierre, 
car  c’cft  à ce  terme  qu’il  faut  comparer  tous  les  autres 
( quoiqu’ils  foient  tous  homogènes  ) pour  avoir  la  réfo- 
lution  de  l’Equation , puifque  ce  dernier  terme  contient 
le  produit  de  toutes  les  racines  de  l’Equation. 

Des  Problèmes  fmples  ou  des  égalitez  fimples  qui  non/ 

qu'une  inconnue, & des  Equations  fmples  ou  du  premier 

degré , leur  formation  dr  leur  réjolution. 

Les  Problèmes  fimples  font  ceux  qui  fc  réduifent  à 
une  feule  inconnuë. 

Les  égalitcz  fimples  fon  celles  qui  n’ont  qu’une  feule 
inconnuë,  dont  on  cherche  la  valeur. 

Les  Equations  pures  &c  fimples  ne  font  que  des  éga- 
litez  fimples  , ainfi  elles  fe  réfoudent  de  la  même  ma- 
nière par  des  fimples  opérations  d a calcul  que  nous  ex~ 
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pliqucrons  ici  en  détail  dans  les  différées  cas  polfibles 
en  faveur  des  commençans , parce  que  ces  mêmes  opé- 
rations font  les  préparations  néccflaires  pour  réfoudre 
les  Equacions  compofécs,  qu.d.es  degrez  fupérieurs. 

PROBLEME  1'' 


;*St‘n 


y . , . # r 

Réfolu  par  tranfpoficion  & fubflitution.  * 

Trouver  un  nombre  inconnu  x , qui  étant  augmenté  d’une 
grandeur  connue  a ^foit  égal  à b nombre  connu.  *"» 
• •l  ‘ • ■■  • - i : 1 , ^ -.iq 

1°.  Par  les  conditions  du  Problème,  j’ai  je  — *=±=£, 
Voilà  une  Equation  pure  & fimple  qui  me  donne  un 
rapport,  v\  par  tranfpofition  je  fais  palier  la  grandeur 
-+-  a du  premier  memhre  dahs  lé  ftreorid  en  lui  donnant 
un  ligne  contraire  — - a , j’ai  x ===  b - — a.  3 Puifquo 
a&C  b font  des  nombres  connus  par  hypothéfe , en  fubfti- 
tuant  leurs  valeurs  dans  cette  Equation,  par  exemple, foie 
a = 6 id.ee  qui  donne  xs=  ro-*—  6,40.  Abré- 

geant par  fouftrafrioa  les  terme*  <k  fécond  tnembte  ,..j’ai 
id 6 «=3*4,  ddric*s=^:  4*  céxju’il  falloit  trouvçt.,5 

.P  KO  B LË'MÎ  il'  ' ' V!  rt 

....  \ - y • j .....  77...  . ...  IIO.J 

Réfôlu  par  ttanfpofltion  èc  fubfottltiôn. 

- • ' ; • • i • |i< 

Trouver  Un  nimbre  x qui  étant  ajouté  à 37  , égale  71. 

i°.  Par  les  conditions  dü  Rfobicttié,  j’âi  x -i-  37— ÿ j 
voilà  l’Equation  formée  qui  rrie  donne  le  J-apport  déliré’ 
z°.  Par  tranfpofition  je  fais  paffer  -f-  37  dans  le  fécond 
membre,  en  l’effaçant  dàns  îe  premier  membre,  & l’é- 
crivant dans  le  fécond  membre  avec  le  ligne  contraire 
37,  ce  qui  dbnne  x = 71  — 37,  or  71  37 

=7=  34  i d’où  je  conclus  que  x = 34 , c’eft  la  valeur  dé- 
firee. 


rr£  AnALUI  GENERALE,1 

; • 'PROBLEME  III. 

' V.  Par  divifion  & par  tranfpofition. 

Trouver  un  nombre  inconnu  x qui  étant  multiplié  par  une 
grandeur  inconnue  a , foit  égal  au  nombre  donnée. 

i°.  J’ai  par  les  conditions  du  Problème  a x jc,ou  a x 

y . 2,0.  Soit  a = 6,b-=  41 , fubftiruant  dans  a x = by 

les  valeurs  de  a le.  de  b , j'ai  6xx  = 41.  a°.  Tranfpo- 
fant  le  divifanc  tout  par  6 , j’ai  x = or  divifant  41 
par  6,  le  quotient  cft  7 , ce  qui  donne  x = 7,  ce  qu’il 
falloit  trouver» 

PROBLEME  IV. 

I Rcifolu  par  multiplication. 

Trouver  un  nombre  inconnu  x qui  étant  divifé  par  un 
nombre  connu  a , foit  égal  à un  nombre  connu  b. 

i°.  Par  les  conditions  du  Problème  , ~ =b. 

- x°.  Je  multiplie  tout  par  a , ce  qui  donne  x = a b , 
le  te  Problème  cft  réfolu  , car  puifque  a le  b font  des 
nombres  connus , foit  a «=  6,  b =7,  j’ai  par  fubftitu- 
tion  dans  la  dernière  Equation  x = 6x7  = 41 , donc 
x — - 42,  doncauffi  la  fubftitution  donne  dans  la  pre- 
mière Equation  J = 7 , ou  = 7,  or  puifque  divifanc 
42;  par  6 , le  quotient  cft  7 , donc  41  = 6x7,  donc  x 
S=  41,  ce  qu’il  falloit  trouver. 

PROBLEME  V. 

Par  divifion. 

Trouver  un  nombre  quarré  inconnu  xx , qui  foit  égal  à la 
racine  x multipliée  par  un  nombre  connu  a. 

i°.  Par  les  conditions  du  Problème  j’ai  cette  Equation 
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x1. — =ax.  z°.  Divifant  touc  par  x,  )'aix  = a , puifque 
a eft  un  nombre  connu , foie  a = 6 , j’ai  x = 6 , &c  x 
= 3 6 , ce  qu’il  falloir  trouver. 

PROBLEME  VI. 

Par  l’cxtra&ion  de  la  racine. 

Trouver  un  nombre  quarré  inconnu  x x qui  foit  égal  à un 
produit  du  nombre  connu  a multiplié  par  un  autre  nom- 
bre connu  b. 

1°.  Par  les  conditions  du  Problème , j’aixl  =-ab. 
Cette  première  Equation  me  donne  le  rapport  connu  , 
a0.  Je  tire  la  racine  quarree  de  chaque  membre,  ce  qui 
donne  x = v^Ti-  }°-  Puifquc  a & b font  des  nombres 
connus  , foit  a= 7 ,b=  y , je  fubftituë  leurs  valeurs 
apres  avoir  multiplié  7x5  = 35  , ce  qui  donne  xx 
= 3 y,& tirant  la  racine  quarree,  j’ai  *•:=  ✓TT- 

REGLE  GENERALE 

Pour  réfoudre  les  égalités  qui  n'ont  qu'une  feule  inconnue 
linéaire  & les  Equations  du  premier  degré. 

Leur  réfolution  confifte  à faire  évanoiiir  l’inconnuë , 
en  la  mettant  feule  dans  le  premier  .membre  , &c  les 
autres  grandeurs  toutes  connues  dans  le  fécond  membre, 
ce  qui  donne  la  valeur  de  l’inconnue. 

Pour  y parvenir , il  faut , i°.  par  tranfpofition  faire 
pafler  les  grandeurs  connues  dans  le  fécond  membre;  & 
li  l’inconnue  affe&e  quelque  grandeur  connue  , il  faut 
la  dégager  comme  dans  les  exemples  précédcns  , par 
l’addition  , ou  par  fouftraétion  , ou  par  multiplication, 
ou  par  divifion  , ou  par  extraélion  de  la  racine  félon 
la  manière  dont  l’inconnue  qu’on  veut  dégager  eft  affec- 
tée par  des  grandeurs  connues. 


nS  Analyse  generale, 

PROBLEME  VII. 

Trois  grandeurs  étant  connues , a , b , c , trouver  une  qua- 
trième grandeur  x , qui  ait  même  rapport  à la  troi- 
Jiéme  c , que  la fécondé  b à la  première  P* 

» 

i°.  Le  rapport  de  la  fécondé  grandeur  connuë  b à 
la  première  a , eft  connu  , puifqu’il  fuffit  pour  avoir  ce 
rapport  d’en  faire  une  fraftion , dont  la  première  a foit 

l’antécédent , Zc  la  fécondé  b le  conféquent  , comme  - 

b 

c’eft  proprement  divifer  la  première  par  la  fécondé , &: 
comme  ces  deux  grandeurs  font  connues  , leur  quotient 

2 eft  connu  auffi. 

i°.  Le  rapport  de  l’inconnuë  xàla  troifiéme  grandeur 
ccft  le  quotient  ou  la  fra&ion  c-  qui  eft  connuë  en  partie, 

puifqu’on  fçait  par  les  conditions  du  Problème  que  - 
/ X 
= mais  commet  eft  inconnue  6c  x eft  inconnue, ce  rap- 

b 

port^  eft  en  partie  connu  ,5c  en  partie  inconnû. 

jo.  Par  les  conditions  du  Problème,  j’ai  cette  équa- 
tion ~b  — C-  qui  renferme  toutes  les  grandeurs  connuësSc 

l’inconnuë  avec  leurs  rapports,  dans  laquelle  il  faut  ôter 
les  fractions  par  la  multiplication  comme  il  fuit. 

4°.  Je  multiplie  les  deux  membres  paré,  ce  qui  fe  fait 
en  l'effaçant  Amplement  dans  le  premier  membre  , & 
multipliant  par  b le  fcul  numérateur  du  fécond  mem- 
bre, ce  qui  donne  a = ^ , voilà  la  première  fra&ion  dé- 
truite. 

r°. 
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y°.-  Pour  ôter  la  féconde  fraèlion  , je  multiplie  dans 
cette  dernière  équation  les  deux  membres  par  x , ce  qui 
donne  a x =.b  c , voilà  une  équation  préparée  Se  fans 
fraûion. 

6°.  Pour  la  réfoudre,  je  divife  tout  par  4, ce  qui donne 

bc 

x = — , & le  Problème  eft  réfolu  , puifque  dans  cette 

équation  le  fécond  membre  ne  contient  que  des  gran- 
deurs connues  fans  aucune  inconnue. 

Réfolution  en  nombres,  fi  on  fubftituë  en  la  place  des 
lettres  connues  leurs  valeurs  en  nombres , on  aura  un 
quotient.  Exemple.  Soit  4 = y , é = 3 , c = 1 y , la  fub- 

ftitution  donne  — = — = — = 9 , donc  x Al  > ou 

x = p. 

Remarques  importantes  & fondamentales. 

i°.  L’équation  x=^cft  une  formule  ou  une  règle 

abrégée  qui  preferit  ce  qu’il  faut  faire  pour  trouver  une 
quatrième  grandeur  proportionellc  à trois  grandeurs 
données  ; c'eft  le  fondement  de  la  règle  de  trois  ou  de 
proportion. 

z°.  L’équation  préparée  ax  = bc  , démontre  que  le 
produit  des  termes  extrêmes  eft  égal  au  produit  des  ter- 
mes moïens , c’eft  un  Théorème  fondamental  de  la  pro- 
portion géométrique. 

3.  On  peut  trouver  de  même  une  infinité  de  Théo- 
rèmes & de  Problèmes  fur  la  proportion  & fur  la  pro- 
greifion  géométrique  & fur  les  autres  proportions. 


Analyfe. 
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ijo  Analyse  generale, 

PROBLEME  VIII. 

Trouver  la  fomme  d’une  progrejfion  géométrique  continué 
çr  décroijfante  à l'infini  8.  4.  z.  1 . î . 7 . &c,  o.  dont 

le  premier  terme  ejl  8 , C?”  le  dernier  ejizéro. 

Soit  en  général  la  fomme  inconnue = x.  foit  le  pre- 
mier terme  = 0 = 8 , le  fécond  terme  = b = 4. 
i".  La  fomme  cherchée  = a:. 

Le  premier  terme  a = 8 eft  feulement  antécédent. 

Le  dernier  terme  zéro  n’clt  feulement  que  conféqucnt, 
mais  tous  les  termes  moïens  compris  entre  ces  deux  ex- 
trêmes font  antécédens  &c  conféquens  tout  enfcmble. 

Donc  la  fomme  de  tous  les  antécédens  cft  x o , 

ou  Amplement  x ; mais  la  fomme  des,  conféquens  cft  x 

-t-  o a , ou  Amplement  x a. 

i°.  Puifque  tous  les  termes  font  en  proportion  géo- 
métrique , donc  tous  leurs  rapports  font  égaux  , ce  qui 

donne  cette  analogie  x : x a : : a : b , c’eft-à-dire  la 

fomme  x de  tous  les  antécédens  cft  à la  fomme  xde  tous 
les  termes  moins  le  premier  a , comme  le  premier  a cft 
au  (ccond  b. 

Ce  qu’on  peut  aufli  exprimer  par  cette  égalité 

X * 

x — a b- 

Puifque  par  le  Problème  précédent  le  produit  des 
extrêmes  cft  égal  au  produit  des  termes  moïens  , cette 
multiplication  donne  xxb.  &c  a x aa.  d’où  je  tire  l’éga- 
lité b x = a x aa. 

4°.  Par  tranfpoAtion  je  fais  pafler aa  du  fécond 

membre  dans  le  premier , & b x du  premier  membre  dans 
le  fécond  en  changeant  leurs  Agnes  , & j’ai  aa  = ax 

bxt  ou  bien  par  arrangement  pour  avoir  l’incon- 

nuë  poAtive  dans  le  premier  membre  ,j  écris  ax b x 

«=44. 
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y0.  Pour  dégager  l'inconnue,  je  divife  les  deux  mem- 
bres par  a b qui  afFede  l’inconnue , ce  qui  fc  fait  en 

mettant  x feul  dans  le  premier  membre  , & divifant  le 

fécond  membre  par  a , ce  qui  donne 

Voilà  la  valeur  de  la  fomme  cherchée  x. 

Car  Subftitüant  en  la  place  des  letrres  connues  leurs 

valeurs  en  nombres  , j’ai  —,  = — ==  1 6. 

Donc  la  fomme  déliréex  = 16. ce qu’il  falloir  trouver. 

PROBLEME  IX. 

Trouver  un  quatrième  nombre  qui  foit  en  proportion  Arith- 
métique avec  trois  nombres  donnez. 

Ou  bien,  trois  nombres  étant  donnez  trouver  un 
quatrième  x dont  l’excès  fur  le  troiûémc  c , foit  égal  à 
l’excès  du  fécond  b fur  le  premier  a. 

i°.  Par  les  conditions  du  Problème,  j’ai  cette  égalité 

x c = b a , donc  tranfpofant c dans  le  fécond 

membre  avec  un  ligne  contraire  -4-  c , j’ai  x = b c 

a,  Sc  le  problème  cft  réfoiu. 

z°.  Subftitüant  en  la  place  des  lettres  connues  leurs  va- 
leurs, foit  a ==  3.  b-=  j.f=  13  , j’ai  x=  5 -+-  13 

3 = 1 3 , donc  x = 1 y , c’cft  le  quatrième  nombre 

déliré  en  proportion  Arithmétique. 

Remarque  importante. 

Si  je  change  par  tranfpofition  l’égalité  x c = b 

4 en  la  fuivantc  x —H  a = b c , dans  laquelle  les 

termes  extrêmes  font  dans  le  premier  membre  Sc  les 
moïens  dans  le  fécond  membre  , j’aurai  la  démonftra- 
tionde  ce  Théorème  important , que  la  fomme  des  ex- 
trêmes dans  la  proportion  Arithmétique  , cft  toujours 
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égale  à la  fpmmc  des  termes  moïens. 

On  pourra  découvrir  & démontrer  de  la  meme  ma- 
nière tous  les  Théorèmes  & les  Problèmes  de  la  pro- 
portion , & de  laprogreffion  Arithmétique. 

REGLE 

Pour  les  Egalités,  /impies  qui  ont  deux  inconnues  'avec 
plu/ieurs  folutions. 

PROBLEME  X. 

Soient  deux  nombres  connus  a & b , trouver  un  troi- 
fiéme nombre  inconnu*  , avec  cette  condition,  qu’en 
multipliant  par  ce  troifiéme  nombre  reftant  , chaque 
Tomme  de  deux  de  ces  nombres  pris  à diferétion  , on 
ait  trois  produits  qui  foient  en  progreffion  Arithmé- 
tique. 

i°.  Suivant  les  conditions  du  Problème,  j’ai  a -4-  éx*, 
c’cft  le  premier  produit  que  j’écris  à part  en  A. 

A . . <*  -i-  bx  x , ou  . . a x -f-  b x.  premier  produit. 

B . . a *x  b y ou  . . a b — f—  b x.  fécond  produit. 

C \ . b — {-  *x  a y ou  . . a b —H-  ux.  troifiéme  produit. 

i°.  J’ai  a x , & je  multiplie  leur  fomme  par  b , j’ai 

le  fécond  produit  a b -t-  b x que  j’écris  auffi  à part 
vers  B. 

3°.  J’ai  b -4-  x y je  multiplie  leur  fomme  par  a , j'ai  le 
troifiéme  produit  a b -4-  a x que  j’écris  encore  à parc 
vers  C. 

4°.  Par  les  conditions  du  Problème  ces  trois  produits 
doivent  être  en  proportion  Arithmétique  , c’cft-à-dire  , 
que  l’excès  du  premier  fur  le  fécond  , doit  être  égal  à 
l'excès  du  fécond  fur  le  troifiéme  , ou  ce  qui  revient  au 
meme  la  différence  du  premier  au  fécond  , doit  être 
égal  à la  différence  du  fécond  au  troifiéme. 
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y°.  Pour  accomplir  ccttc  condition , je  compare  cn- 
femble  ces  produits  deux  à deux  , dont  je  forme  une 

équation  , ce  qui  donne  a x — h-  b x a b = a b bx 

a b a x , dans  laquelle  le  fécond  produit  cft  dans 

les  deux  membres  avec  des  lignes  contraires  & par  tranl- 

polition  , mais  le  troifiéme  produit  a le  ligne , parce 

qu’il  cft  dans  le  fécond  membre. 

6°.  Je  prépare  cette  équation  en  faifant  paffer  par 
tranfpolition  dans  le  premier  membre  toutes  les  gran-  • 

deurs  où  l’inconnue  fe  rencontre  , 8c  je  fais  palier  les 
autres  grandeurs  connues  du  premier  membre  dans  le  fé- 
cond , en  leur  donnant  des  fignes  contraires,  ce  qui  donne 
a x — f—  b x b x b x a x = a b a b — f—  a b. 

J’abrège  cette  cxprclTion  en  effaçant  les  grandeurs  qui 
fe  trouvent  avec  des  lignes  contraires  dans  le  même 
nombre , & ajoutant  enfemblc  celles  qui  ont  le  même 
ligne  , ce  qui  donne  l’équation  abrégée  , 2 4 x b x 

7‘\  Je  divife  les  deux  membres  de  ccttc  dernière  é- 
quation  par  qui  affecte  l’inconnue  x que  je  veux 

dégager  , ce  qui  donne  * = ^ &le  problème  cft  ré- 

folu,maisil  nel’eftpas  pleinement,  car  on  peut  encore 
combiner  enfcmble  ces  trois  produits  , 8c  les  arranger 
enfemblc  de  deux  manières  qui  donneront  encore  deux 
autres  valeurs  de  x. 

8°.  La  première  manière  en  prenant  en  A le  premier 
produit  avec  les  lignes  , 8c  le  troifiéme  produit  vers 

C avec  les  lignes pour  en  faire  le  premier  membre 

d’une  équation,  8c  pour  le  fécond  membre  de  cette  é- 
quation  fuivante  le  troifiéme  produit  C avec  les  fignes 

avec  le  fécond  produit  B avec  les  lignes comme 

il  fuit. 

A.  C.  . C.  B 

a x — b x a b a x = a b -t~  4 x a b b x. 

k i ij 
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qui  donne  par  tranfpofition  a x -4-  b x ax ax 

b x = a b H-  a b a b.  & abrégeant  cette  expref- 

fion;  J’ai  t b x a x = a b , divifant  cette  égalité  par 

— * qui  affcâe  l’inconnue  x pour  la  dégager  , j’ai 

x — — qui  eft  une  féconde  valeur  de  x. 

90.  La  féconde  manière  de  combiner  ces  produits 
confifte  à former  une  équation , dont  le  premier  mem- 
bre contienne  le  fécond  produit  B avec  les  lignes  H-  avec 

le  premier  produit  A &c  les  lignes dont  le  fécond 

membre  contienne  le  premier  produit  A avec  les  fignes 

—H  , le  troifiéme  produit  Cavec  les  lignes comme 

il  fuit 

B.  A.  A.  C. 

ab  -+-  bx  — f—  a x ab  = ax-i-bx ab—>ax. 

Je  fais  palTer  par  tranfpofition  tous  les  termes  où  eft 
l’inconnue  x , du  fécond  membre  dans  le  premier  ; & les 
autres  termes  où  l’inconnue  ne  fe  trouve  pas  du  premier 
membre  dans  le  fécond  en  changeant  leurs  fignes  , cc 
qui  donne  b x a x b x — a x — b x — t—  a x 

•• a b a b. 

J’abrège  cette  exprclfion  par  l’addition  des  grandeurs 
fcmblables  qui  ont  le  même  ligne,  & par  la  fouftraftion 
de  celles  qui  ont  des  fignes  différens , ce  qui  donne 

a x — -b  x==. ta  b,  comme  toutes  ces  grandeurs 

font  négatives  je  les  rends  pofitives  par  tranfpofition  , 
ainfi  ta  b = a x —H  b x. 

Pour  dégager  l’inconnue  x qui  eft  affeftée,-  c’cft-à-dirc, 
multipliée  par  4 H-  é,jcdivifc  les  deux  membres  par  • b 
ce  qui  fe  fait  en  divifant  le  premier  membre  par  cette 
grandeur  , &:  mettant  x fcul  dans  le  fécond  membre  ainfi 

X »b  xab 

=x  & par  arrangement  x = - c eft  la  trox- 

fiéme  valeur  de  x. 

D’où  il  fuit  que  dans  cc  problème  il  y a trois  folu- 
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tions,  puifqu’il  y a trois  valeurs  de  .v  qui  fatisfont,  & 
qui  fatisfont  feules  aux  conditions  propofées  , car  on  ne 
peut  pas  former  d’autres  équations  pour  avoir  d’autres 
valeurs  de  x dont  il  y a trois  valeurs  de  x,  &:  par  con- 
fcquent  pas  davantage. 


Réfolution  en  nombre. 

Soie  a = y.  y = b.  fubftituant  ces  valeurs  à la  place 
de  ces  lettres  dans  la  première  valeur  x = , j’*i 


if 


i - 
T 


10  — j 7 * 

Dans  la  féconde  valeur  x = -r— - , j’ai  x = -HL 

16  — 4 6 J 

= -7-  = 1 y- 

Et  dans  la  troifiéme  valeur  x ; 

» o if 


j ai  x 


1+  f 


- 8 4 

Or  ces  rtrois  nombres  trouvez  1 7,  iy  , 3 5.  fa- 
tisfont tous  également  aux  conditions  proposes  dans 
le  Problème , ic  ils  fatisfont  fculs  , parce  qu’il  cft  im- 
polfible  d’en  trouver  d’autres  qui  puiffent  fatisfairc  à ces 
mêmes  conditions. 


Démonjhatitn. 


i°.  Je  dis  que  le  nombre  entier  ly  fatisfait  aux  con- 
ditions propofées,  car  prenant  fucccflivement  deux  de 

ces  trois  nombres  j’j'q,  comme  on  voudra  , en  multi- 
pliant la  fomme  des  deux  par  le  troifiéme,  j’aurai  trois 
produits  qui  feront  en  progreflion  Arithmétique. 

Car  3 y = 8 , or  8 x 1 y = 1 10.  premier  produit. 
De  même  3 1 y = 1 8, or  1 8 x y = 90.  fécond  prod. 
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Pareillement  y-f-  iy=io,  or  10x3  = 60.  jITC.prod. 

Or  ces  trois  produits  i io , 90, 60,  font  en  propor- 
tion Arithmétique  , puifquc  l’exès  du  premier  fur  le  fé- 
cond eft  30 , Se  l’excès  du  fécond  fur  le  troifiémeeft  en- 
core 30. puifquc  1 2.0 90  = 30, & 90 60  = 30 , 

or  30  = 30  , ce  qu’il  falloir  trouver. 

i°.Le  nombre  1 yfatisfait  auffi , car  en  prenant  fuc- 
ccflîvctncnt  deux  à deux  les  trois  nombres  y , 3 , Se  1 y 
comme  on  voudra  Se  multipliant  la  fomme  de  deux  de 
ces  nombres  par  le  troifiéme  reliant  , on  aura  les  trois 

produits  — > — , — » qui  font  encore  en  progreffion 

Arithmétique,  puifquc  l’cxcês  ou  la  différence  eft  tou- 
jours  de  30. 

30.  Le  nombre  3^ facisFaic  encore,  car  prenant  deux 
à deux  les  trois  nombres  y , 3 , & 3 ; , comme  on  voudra, 
Se  multipliant  leur  fomme  par  le  troificme  reliant  , on 

aura  les  trois  produits  ^ ~ , qui  font  encore  en 

proportion  Arithmétique  , puifque  leur  excès  o*  leur 
différence  eft  toujours  iy. 

Remarque.  La  réfolution  la  plus  élégante  eft  celle  des 
nombres  entiers  3.  y.  iy.  celle  des  fraélions  eft  moins 
parfaite.  Mais  on  peut  avoir  une  infinité  d’autres  nom- 
bres entiers  que  ces  trois  premiers , qui  donneront  une  in- 
finité de  folurions  ou  valeurs  de  x , car  fi  je  fuppofe  a 
t=  64 , Se  6 = 140 , fubftituant  ces  nombres  à la  place 
des  lettres  dans  les  trois  égalitcz  ci-deffus  j’aurai  trois 
autres  valeurs  de  x ; fçavoir , 60,  roy  , 410  : mais  pour 
avoir  la  fuite  infinie  de  tous  les  nombres  qui  peuvent 
donner  différentes  valeurs  de  x à l’infini , c’eft  une  nou- 
velle condition  ajoutée  à ce  Problème  qui  en  change  la 
nature  Se  le  rend  indéterminé , au  lieu  que  les  condi- 
tions précédentes  le  rendoient  déterminé  dans  ce  cas 
il  faut  fc  fervir  des  réglés  particulières  aux  Problèmes 

indéterminez 
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indéterminé»  qui  feront  expliquées  dans  la  fuite. 

PROBLEME  XI. 

Trouver  deux  grandeurs  inconnues  dont  tn  connaît  la 
fomme  cr  la  différence. 

i°.  Je  nomme  ces  deux  grandeurs,  fçavoir  la  plus 
grande  .v  & la  petite  y. 

Soit  leur  fomme  =a , & leur  différcnce  = b. 

Donc  j’ai  deux  rapports  connus  par  les  conditions  du 
problème,  le  premier  rapport  connu  eft,  que  leur  fom- 
me = 4 , ce  qui  donne  la  première  équation* 

Le  fécond  rapport  connu,  eft  que  leur  différence  = b , 
ce  qui  donne  la  fécondé  équation  * y = b. 

Le  problème  eft  déterminé  , puifque  j’ai  autant  d’é- 
quations que  d’inconnues. 

Le  Rcfolution  confiftc  à trouver  la  valeur  de  chacune 
de  ces  deux  inconnues  * &/,  ce  qui  fc  fait  en  dégageant 
d’abord  x , enforte  qu’elle  demeure  feule  dans  le  premier 
membre  d’une  équation , ic  que  le  fécond  membre  ne 
contienne  que  des  valeurs  inconnues , qui  feront  la  va- 
leur de  *. 

De  meme,  il  faut  dans  une  àutre  équation  mettre  y 
feule  dans  le  premier  membre  , & que  le  fécond  mem- 
bre ne  contienne  que  des  valeurs  connues  qui  feront  la 
valeur  dc^  comme  il  fuit. 

i°.  Dans  la  première  équation  x -\-y  = a , j’ai  par 

tranfpofition*-=<» y , voilà  la  première  équation 

préparée. 

De  même  dans  la  fécondé  équation  * = b -\-y  , fai 
partranfpofition  x = b -f -y , voilà  la  fécondé  équation 
préparée. 

30.  Je  compare  les  féconds  membres  de  ces  deux 
Analyfe.  I J 
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équations,  dont  je  fais  ccttc  troifiémc  équation  y 

= b -4 -y  , qui  donne  par  tranfpofition  a b = 2. y t 

& par  arrangement  j’ai  zy  = a b , où  l’inconnuëeft 

dans  le  premier  membre. 

4°.  Je  divife  ces  deux  membres  par  i,  ce  qui  donne 

y==*——  t c’eft  la  valeur  de  y. 

y°.  Je  fubftituë  cette  valeur  àcy  en  fa  place  dans  l’une 
ou  l’autre  des  deux  premières  équations  préparées  pour 
trouver  la  valeur  de  l’inconnue  x. 

Or  dans  la  fubftitution,  je  confervc  les  lignes  de  la 
valeur  de^  , lorfque  je  mets  fa  valeur  en  la  place  de 

-t~y , c’eft  -t-  • mais  au  contraire  , lorfque  je 

fubftituë  cette  valeur  en  la  place  de  la  grandeur 
négative  y , je  change  Tes  lignes  de  fa  va- 
leur & décris , cette  remarque  cft  générale 

pour  toutes  les  fubftitutions. 

6°.  Si  je  fubftituë  la  valeur  de^=c=^^-  dans  la  fé- 
condé équation  préparée  x = b -4- y , j’aurai  x = b 
Hh*  » & pour  abréger  cette  exprclfion  ou  la  rendre 

plus  limple , j’ôte  de  l’entier  b , la  fra&ion  , le  refte 
donne  ce  qui  me  donne  l’exprelïion  plus  limple 

ic  le  problème  cft  réfolu. 

Cette  réfolution  générale  en  lettres  donne  toutes  les 
réfolutions  poflibles  en  nombres  ; il  fufHt  de  fubftitüer  des 
nombres  à la  place  des  lettres  connues.  Exemple.  Soie 
rf==8Jé=z,  la  fubftitution  de  ces  nombres  dans  la 

formule  x = ^^-  donne  x = 1^-1==  — = y 

1 ri'* 

doncx=y. 

La  même  fubftitution  dans  la  valeur  en  lettres  de^  , 


Digitized  by  Googl 


Livre  premier.  139 

Donc  les  deux  nombres  cherchez  font  x = y , 
icy=  3 , donc  la  fomme  ■=  <*=8,  &:  la  différence 
= é = ty  ce  qu’il  falloic  crouver. 

70.  Pareillement  fi  je  fubfticuë  la  valeur  de  7 = -^ 

dans  la  première  équation  propoféex  = 4 y. 

Comme /eftnégatif,  je  change  les  fignes  de  fa  va- 
leur -t-  — ~ - ce  qui  donne ~~~  > & fubftitüant , j’ai 

x ==  a )c  réduis  par  fouftra&ion  ce  fécond 

membre  à fa  plus  fimplc  exprefiion  en  retranchant  la 

fraétion \ de  l’entier  a , le  refte  cft  \ ainfi  j’ai  le 

fécond  membre  réduit  à cette  expreflion  plus  fimple  -4- 
—^•c’eft  la  valeur  de  x cherchée  par  l’autre  manière. 

PROBLEME  XII. 

Deux  nombres  a & b étant  donnez, , trouver  un  troifiéme 
nombre  inconnu  x qui  foit  en  proportion  harmonique  avec 
les  deux  nombres  donnez .. 

La  proportion  harmonique  cft  celle  qui  fe  trouve  en- 
tre trois  nombres  comme  3,4,6,  qui  ont  cette  pro- 
priété,- Sçavoir  , que  l’excès  du  moïen  4 fur  le  plus  pe- 
tit 7 , eft  à z , l’excès  du  plus  grand  6 fur  le  moïen  4, 
comme  le  plus  petit  nombre  3 eft  au  plus  grand  6,  car 

3:6:14 3 .-  6 4 5 c’eft  - à - dire  3 : 6 : : 1 : i. 

Cette  proportion  harmonique  renferme  la  proportion 
géométrique,  puifqu'on  y confidére  l’équimultiplicité  6 
qui  cft  double  de  trois , &:  la  différence  1 , qui  eft  dou- 
ble de  la  différence  1.  elle  renferme  aufli  la  proportion 
Arithmétique,  puifqu’on  y confidére  l’égalité  dans  l’cx- 

lij 
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cès  & dans  la  différence  , car  4 3 = 1 , l’excès  ou 

la  différence  cft  égale  au  tiers  du  plus  petit  nombre  3 : 

de  même  6 4 = x , cft  l’excès  ou  la  différence  égale 

au  tiers  du  plus  grand  nombre  6. 

Comme  cette  proportion  fc  trouve  dans  les  accords  de 
la  Mufique , Zc.  qu’elle  détermine  le  rapport  de  l'uniffon 
à l’oftavc  par  le  rapport  de  3 à 6,  le  rapport  de  la  quinte 
à l’o&ave  par  4 à 6 , & le  rapport  de  la  quarte  par  334, 
on  nomme  cette  proportion  harmonique. 

Or  les  nombres  donnez  font  a Sc  b , le  nombre  in- 
connu x que  l’on  cherche  renferme  trois  cas , car  on  peut 
chercher  le  plus  petit  des  trois  nombres  , ou  le  plus 
grand,  ou  le  moïen. 

Premier  cas.  Pour  trouver  le  plus  petit  nombre  x,  des 
trois , foit  le  moïen  = .* , &c  le  plus  grand  = b , c’eft 

AT  , , b , 

Donc  par  les  conditions  du  problème  , j’ai  x : b : : 

a x:  b a.  enfuite  multipliant  les  extrêmes  & les 

moïens , j’ai  l’équation  b x a x = a b b x. 

Par  tranfpofition  je  fais  paffer  l’inconnue  du  fécond 

membre  dans  le  premier , &:  )’ai  b x a x b x = abt 

& abrégeant , j’ai  x b x a x = a b. 

Pour  dégager  l’inconnuë  .y  dans  le  premier  membre, 
où  elle  fc  trouve  multipliée  par  x b a,  je  divife  Les 

deux  membres  par  ce  binôme  , ce  qui  donne  x = ~~ 

Zc  le  problème  eft  réfolu  en  lettres. 

Réfolution  en  nombres.  Jcfubftituë  les  nombres  con- 
nus en  la  place  des  lettres.  Exemple.  Soit  a = 4 , b = 6 , 

dansx=  la  fubftitution  donne  x== 

1 b » IX* 4 

= ^-4—  = -j-  = 3.  donc  3 cft  le  plus  petit  nombre' 
cherché. 

Second  cas.  Pour  trouver  le  "nombre  moïen  x de  la 
proportion  harmonique,  foit  a le  plus  petit,  & b le  plus 
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grand  , j’ai  ces  trois  nombres  ,dans  cec  ordre  a , x ,b. 
Donc  par  les  conditions  du  problème  j'ai  a : b : : 

x — a : b .v  , en  multipliant  les  extrêmes  & les 

moïens,  j’ai  a b a x==b  x a b , enfuite  par  tranf- 

pofition ax b x = ab a b,c n changeant 

tous  les  fignes , j’ai  a x bx — = 1 a b. 

Enfuite  pour  dégager  l’inconnue  a;  & la  lailTcr  feule 
dans  le  premier  membre,  je  divife  tout  par  a -+-  b qui 

affc&eou  multiplie  l’inconnue,  ce  qui  donne  x==-^— 

&le  problème  eft  refolu  en  lettres. 

Rcfolution  en  nombres.  Soit  a=  3.  b = 6 , fubfti- 


...  , , ni  . i*|X<  

tuant  ces  valeurs  dans  x = 1 ai : ==  — 

«H-s  1 j-4-«  9 

==4.  donc  at=4,  c’cft  le  nombre  moïen  cherche  en 


proportion  harmonique. 

Troifiéme  cas.  Pour  trouver  le  plus  grand  nombre  x 
des  trois  qui  font  en  proportion  harmonique  dans  cec 
ordre  a , b , x.  par  les  conditions  du  Problème  , j’ai 

a:x  : : b a : x b.  enfuite  multipliant  les  extrêmes 

& les  moïens,  j’ai  a x a.  b = b x ax , & par  cranf- 

pofition  & addition  tax bx  = ab. 

Pour  dégager  l’inconnue  & la  biffer  feule  dans  le  pre- 
mier membre , je  divife  tout  par  1 a k , ce  qui  donne 


x = —~  & le  Problème  eft  réfolu  en  lettres, 
x » — b 

Réfolution  en  nombres.  11  faut  dans  ce  troifiéme  cas 
que  1 4 foit  plus  grand  que  b , autrement  on  ne  pourroit 
le  fouftraire.  Soit  a = 3 . b = 4. 

Subftitüant  ces  valeurs  en  la  place  des  lettres  dans 


sb  . 

*= , j ai  x 

• ut — b ' 

donc  .v  : 


5*4 


1 X 


II 


1 X J 4 « 4 » 

6 eft  le  plus  grand  des  trois  nombres  de  la 

proportion  harmonique  défiré. 


liij 
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PROBLEME  XIII. 

Un  Pere  fait  fon  Tejlamtnt  avec  flufuurs  conditions. 

i°.  Il  laiflTe  mil  écus  à l’aîné  de  Tes  enfans  avec  la  on- 
zième partie  du  relie , il  laifle  au  fécond  deux  mil  écus 
& la  onzième  partie  du  relie , il  laifTe  au  troifiéme  trois 
mil  écus  & la  onzième  partie  de  ce  qui  relie,  & ainfidc 
fuite  jufqu’au  dernier  qui  a le  relie  de  fes  frères. 

i°.  II  fc  trouve  après  le  partage  qu’ils  ont  tous  éga- 
lement ; on  demande  quel  étoit  le  bien  du  Pere  , le  nom- 
bre de  fes  enfans , Sc  la  part  de  chacun  î 

D’abord  je  nomme  le  legs  de  mil  écus  de  l’aîné  ==4, 
foit  b la  onzième  partie  de  ce  qui  relie , & foit  x le  bien 
du  Pere. 

Suivant  les  conditions  du  problème,  la  part  de  l’aîné 
elt  a — — ,ou  bien  convertiffant  l’entier  a en  une 

O 

fraélion  de  meme  dénomination , fans  changer  fa  valeur 
j’ai  pour  la  part  de  l’aîné  li— llZf  j’ôte  cette  parc 

du  bien  total  du  pere  = x , le  relie  eft  x — - 

enfuite  convertiflant  l’entier  x en  une  fra&ion  fans  chan- 

bx 

ger  fa  valeur  pour  en  foullraire  la  fra&ion , j’ai  — qui 

donne  par  fouftra&ion  * * c’cll  le  premier 

relie. 

Or  fur  ce  premier  relie  le  fécond  fils  prend  deux  mil 
écus  = 14,  donc  le  fécond  relie  cil  — — 2 a 

b 

mais  pour  ôter  cet  entier  1 a de  la  fraélion  qui  le  précédé, 
je  le  convertis  en  une  fraélion  d’égale  valeur  qui  ait  le  mê- 
me dénominateur ce  qui  donne  Zf^Zl 

Sc  par  addition  — — - — Lût?  p0ur  fccond  relie , &c 
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la  onzième  partie  eit ^ ; — 

n.  & *■  — î — * -+-  « 

Donc  la  part  du  fécond  fils  eft  1 a jÿ 

mais  en  réduifant  l’entier  z a en  fra&ion  qui  ait  le  même 
dénominateur  bb , c’cft^—  qui  eft  de  même  valeur  que 
. , uii  ix  — , 

i a , & qui  donne  — — -+- TTü 


1 A fa  fa  -4-  £ x % a fa  — — * “4-  *• 

ou  fimplement ÿj 

Préfentement  par  la  fécondé  condition  du  problème , 
la  part  de  l’aîné  eft  égale  à la  part  du  fécond  , donc 

i*kb-±-b  x — . — tL—x  -*  pour  réduire 

b b b . ‘ . 

au  même  dénominateur  ces  deux  fraélions , je  multiplie 
les  deux  termes  de  la  féconde  par  b , ce  qui  donne 

\mb  — *-+-« Mbb^-bx  — xb_  cn(-u-ce 

b b bb  . * , , 

j’efface  le  dénominateur  commun, ce  qui  donne  1 équa- 
tion fans  frattions  x a b b —h  bx J a b x -t-  a 

; a b b — f—  b x A b , qu’il  faut  réfoudre. 

D’abord  je  la  prépare  par  tranfpofition  , en  faifant 
paffer  dans  le  premier  membre  touresles  grandeurs  in-- 
connues , & dans  le  fécond  membre  les  grandeurs  con- 
nues en  changeant  leurs  lignes  ,ce  qui  donne  b x b x 

x — — 4 b b 2.  a b b a b — t—  } a b a , enfuite 

ôtant  par  fouftraékion  les  moindres  grandeurs  fcmblables 

des  plus  grandes,  j’ai  — x =• a bb-¥-  ZAb  a , 

changeant  tous  les  fignespour  rendre  l’inconnue  pofitive, 
j’ai  * a yy  , — t a b a , & le  problème  eft  réfolu 

en  lettres.  . 

Rcfolution  en  nombres.  Puifque  par  les  conditions  du 
problème  a = mil  écus  ou  1000  , b - — 1 1 , donc  bb 

■■ 1 ii.6 Ctb  b — - 1000  x itiooo,&:  z a b=-  z xi  1000 

= 11000  , fubftitüant  ces  nombres  en  la  place  des 
lettres , dans  la  valeur  de  x = a b b z a b a. 


144  Analyse  ci 

J’ai  a b b = • iz  10 

2.  a b =2 z 20 

iNER.  A LE  , 

OO 

OO 

—4—  ab  b z ab=  9 90 

OO 

— 1-  a = lo 

OO 

donc  x = 10  00 

OO 

-4-*  b b = iz.  10. 

OO. 

-4-  a = 10.. 

OO. 

— f—  a b b — i — a = I z.  zo. 

OO. 

z a b = — z.  zo. 

OO. 

donc  x = 10.  00. 

ôtez 

OO. 

bien  du  Pere. 

A <=  — 10. 

OO. 

legs  de  l’aîné. 

refte  9.  90. 

OO. 

ia  n = 0.  90. 

11. 000-4-  10.00.  00.  — — 10. 00. 

a S -4-  x — » 

OO.: 

i 

II. 

OU  —h-  IO.  OO.  OO.  e=x 

—H  l.  lo.  oo.  = a b 


• - — I ■ II.  lo.  oo.  - ab  —4—  x 
a== io.  oo. 

il.  oo.  oo.  — a *•+•  x — * 

= -i _ j = 5>o.  oo. 

Or  le  legs  de  l’aîné  . . io.  oo.- 

plus  la  i7  partie  du  refte  o.  90.  00. 

< 

Total  de  la  part  de  l’aîné  1.  00.  00. 

dix  mil  ccus. 


On 
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Ou  bien  je  dis  Amplement  le  bien  total  du  pere  eft 
x=  ioo.  oo.  o , = cent  mil  écus,  dont  j’ôte  la  part 
de  l’ainé  égale  à dix  mil  écus  ; fçavoir  mil  écas  pour  fon 
lcg$ , & neuf  mil  écus  pour  la  onzième  partie  du  refte. 
puifque  de  cent  mil  écus  , ôtant  mil  écus  , le  refte  eft 
quatre-vingt-dix-neuf  mil  écus  , dont  la  onzième  partie 
eft  neuf  mil  écus  , donc  la  part  de  l’aîné  eft  dix  mil  écus, 
& il  refte  quatre-vingt-dix  mil  écus  pour  les  autres  en- 
fans. 

Sur  quoi  le  fécond  fils  prend  deux  mil  écus  pour  fon 
legs , il  refte  quatre-vingt-huit  mil  écus  , dont  la  on- 
zième partie  eft  huit  mil  écus,  donc  la  part  du  cadet  eft 
de  dix  mil  écus  , & par  conféqucnt  égale  à la  part  de 
fon  aîné.  • 

Or  ôtant  dix  mil  écus  de  quatre-vingt-dix  mil  écus  , 
il  refte  quatre-vingt  mil  écus  pour  les  autres  enfans. 

Sur  quoi  le  troifiéme  enfant  prend  fon  legs  de  trois 
mil  écus  , il  refte  foixante  & dix-fept  mil  écus  , dont  il 
prend  encore  la  onzième  partie  qui  font  fepe  mil  écus, 
ce  troifiéme  fils  a dix  mil  écus , & refte  pour  les  autres 
enfans  foixante  & dix  mil  écus. 

Continuant  ainfi  la  divifion  du  refte,  en  prenant  d’a- 
bord un  legs  de  mil  écus  plus  fort  pour  chacun  des 
enfans  fuivans  & la  onzième  partie  du  refte  ; je  trouve 
enfin  , i°.  que  le  bien  du  pere  eft  de  cent  mil  écus , i°. 
qu’il  y a dix  enfans,  30.  qu’ils  ont  chacun  dix  mil  écus 
& voilà  toutes  les  conditions  du  Problème  propofé  , ce 
qu’il  falloit  trouver. 

Calcul. 

Le  bien  total  du  pere  10.  00.  00. 

j’ôte  le  legs  de  l’aîné  ...  10.  00. 

premier  refte  ...  9.  90-  00. 

dont  j’ôte  la  rr  ...  90.  00. 


Analyfe . 
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2d.  refte 

• 9 ■ 

OO. 

OO. 

j’ôte  le  legs  du  id.  fils  . 

• 

20. 

OO. 

3e.  refte 

. 8. 

80. 

OO. 

dont  j’ôte  la  n 

• 

80. 

OO. 

4e.  refte 

j’ôte  le  legs  du  3e.  fils  . 

# 

. 8 

OO. 

OO. 

• 

3°. 

OO. 

ye.  refte 

• 

• 7- 

7°. 

OO. 

dont  j’ôcc  la  ^ partie  . 

!• 

70. 

OO. 

6e.  refte 

# 

• 7- 

00. 

OO. 

dont  j’ôte  le  legs  du  4e.  fils 

40. 

OO. 

7e.  refte 

. 6. 

60. 

OO. 

dont  j’ôte  la  n partie  . 

• 

6 0. 

OO. 

8e.  refte 

• 

. 6. 

00. 

OO. 

dont  j’ôte  le  legs  du  ye.  fils 

• . 

JO. 

OO. 

9e.  refte 

# 

• î- 

yo. 

OO. 

dont  j’ôte  la  rj  partie  . 

• 

00. 

OO. 

10'.  refte 

. 

• 5- 

00. 

OO. 

dont  j’ôte  le  legs  du  6e.  fils 

60. 

OO. 

11e.  refte 

» 

• 4- 

40. 

OO 

dont  j’ôte  la  n , 

• 

• 

40. 

OO. 

1 ic.  refte 

• 

. 4. 

00. 

OO. 

j’ôce  le  legs  du  7e.  fis  . 

• 

70. 

OO. 

1 3e.  refte 

* 3- 

3°. 

OO. 

dont  j’ôte  la  n 

30. 

OO. 

I4'.reite 

■ 3* 

00. 

OO. 

dont  j’ôte  le  legs  du  8e.  fils 

80. 

OO. 
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ijc.  relie  . . . 

dont  j’ôte  la  n • . * 

1.  10.  00. 

zo.  00. 

16e.  relie  ... 

dont  j’ôte  le  legs  du  1 o:.  fils . 

t.  00.  00. 
90.  00. 

17e.  relie  . . . 

dontj’ôte  la  n ... 

I.  10.  00. 
10.  00. 

1 8e.  relie  . . . 

dont  j’ôte  le  legs  du  1 oc.  fils . 

I.  10.  00. 
I.  10.  00. 

19e.  relie  . . . 

dont  j’ôte  la  57  ell  ... 

0.  00.  oo.\ 
• 0. 

l-v»  n *1  A'  1 

• 

_ 1 ^ C 

dix  mil  écus,  par  conféqucncfa  parteft  égale  à celle  de 
l’aîné’,  &:  'tous  les  enfans  ont  également , cependant  il 
n’a  qu’un  legs , & il  ne  peut  avoir  la  onzième  partie  du 
relie , puifqu’il  ne  relie  rien. 

Remarque  première.  On  peut  réfoudre  de  la  même 
manière  une  infinité  de  Problèmes.  Or  le  nombre 
des  perfonnes  qui  partagent  également  cil  toujours  égal 
au  dénominateur  moins  un  de  la  fraÛion  qui  exprime 
le  premier  relie,  ici  ce  dénominateur  ell  b ;=u  , or 

1 1 i = 10  , c’ell  le  nombre  des  enfans , c’ell  aufli  la 

racine  quarréc  du  bien  total  du  pere  = x=  ioo  mil 
écus , en  prenant  mil  écus  pour  l’unité. 

Remarque  fécondé . Le  legs  des  enfans  croît  toujours 
de  l’unité  depuis  l’aîné  jufqu’au  dixiéme  , c’ell  la  pro- 
grcllion  des  nombres  naturels  i.  i.  3.  4.  5.  6.  7.  8. 
9.  to.  ce  qui  fait  que  le  dixiéme  n’a  feulement  que  fon 
legs  de  dix  mil  écus , & n’a  point  le  n du  reliant , puif- 
qu'il*  relie  zéro  ou  rien  , cependant  fa  part  ell  égale  à 
celle  des  autres  enfans  qui  ont  un  legs  particulier  joint 
à la  onzième  partie  du  reliant  dans  le  bien  du  pere. 


m ij 
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Des  égalité ^ /impies  qui  ont  trois  inconnu'és. 

PROBLEME  XIII. 

Trouver  trois  grandeurs  x , y , z , en  nombres  avec  ees 

conditions. 


i°.  Que  le  premier  nombre  x avec  la  moitié  des  deux 
autres  = i j. 

z°.  Que  le  fécond  nombre  y avec  le  tiers  des  deux 
autres  x Scy  = z 6. 

30.  Que  le  troifiémc  nombres  , avec  la  moitié  des 
deux  autres  x Scy  = 19. 

Par  les  conditions  du  Problème , j’ai  les  trois  égalitez 
ou  équations  fuivantes. 


Première  égalité,  x -f-  — — = a y • 
Seconde  . . . .r-4-^t^  = z6. 

t 

Troifiémc  égalités  -t-  ^^===19. 


D’abord  pour  ôter  les  fra&ions  de  chacune  de  ces 
équations,  je  multiplie  les  deux  termes  par  le  dénomi- 
nateur de  la  fra&ion , ce  qui  me  donne  les  trois  égali- 
tez  fuivantes  réduites  fans  fraûions. 


z x St- y -h-  s=  y o.  première  égalité  réduite. 

3 y x -4-  s = 78.  féconde  égalité  réduite, 
z s -t-  x -4 -y  = 19.  troifiémc  égalité  réduite. 

Enfuite  je  choifis  l’une  de  ces  égalitez  ou  équations 
qui  puifïe  me  donner  par  tranfpolition  une  valeur  de 
l’une  des  inconnues  , par  exemple , je  trouve  que  la  pre- 
mière me  donne  par  tranfpolition  ^-=  yo ix s, 

c’cft  la  première  valeur  dey  , que  je  nomme  la  première 


Digitized  by  Google 


Livre  premier.  149 

égalité  ou  équation  dérivée , que  j’écris  à part  pour  y a- 
voir  recours. 

Par  réglé  générale , je  fubftituc  cette  valeur  dejt  dans 
les  deux  autres  égalitcz  réduites  pour  avoir  autant  d’é- 
galitez  dérivées  comme  il  fuit. 

La  fubftitution  de  cette  valeur  dans  la  fécondé  éga- 
lité réduite  donne  150  — -4-  x -4-  z =78  , fé- 

condé égalité  dérivée. 

La  même  fubftitution  dans  la  troifiémc  égalité  réduite 
donne  z z x -+-  5° — ** — * = y 8 , c’eft  la  troifiémc 
égalité  dérivée. 

Enfuite  je  prépare  ces  trois  égalitez  dérivées  , ainfi 
la  fécondé  égalité  dérivée  donne  par  fouftrattion  iyo 

y x 1 z. > 78 , laquelle  par  tranfpofition  donne 

1 jo 78=  j x zz,,&  par  fouftraftion  17=  y x 

14-  i z par  arrangement  mettant  les  inconnues  dans 
le  premier  membre , j’ai  j x -4—  z z = 17 , c’eft  la  fé- 
conde égalité  dérivée  préparée. 

Je  prépare*  de  même  la  troifiéme  égalité  dérivée  , 

xz  -+-x  -4-  jo z * * = y8  , par  fouftra&ion 

j’ai  d’abord  z x -4-  j o = j 8 , & par  tranfpofition  &: 

fouftraélion  z x = j 8 y o ==  8,ou  z x =8, 

& enfin  par  tranfpofition  pour  dégager  z,  & la  laifler 
feule  dans  le  premier  membre  , j’ai  z = 8 -4-  x , c’eft 
une  valeur  de  la  troifiéme  inconnue  z.,  mais  encore  in- 
connue en  partie. 

Prcfenrement  je  fubftituë  cette  valeur  de  z dans  la  fé- 
condé égalité  dérivée  & préparée  y x z z = yz  , la 
fubftitution  donne  y x -4-  1 6 z x = 7 z , par  tranf- 
pofition j’ai  yx  H—  ix=  71 16  , &•  par  addition 

j'ai  7 x = y 6 , pour  dégager  l’inconnue  , je  divife  tout 
par  7 multiplicateur  de  l’inconnue  , j ai  x = V or  -y 
= 8 , donc  x s=  8,  c’eft  la  valeur  trouvée  de  la  première 
inconnue  , entièrement  connue. 

Je  fubftituc  cette  valeur  entièrement  connue  de  x dans 

m iij 
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l’égalité  z = x -+-  8 ,qui  cft  une  valeur  de  z en  partie 

inconnue , ce  qui  donne  z,=  8-f-  8 , ou  z = i6,c’cft 

la  valeur  de  la  troifiéme  inconnue  , qui  cfl:  entièrement 

connue. 

Enfin  pour  avoir  la  valeur  de  7 fécondé  inconnue,  je 
fubftituc  ces  valeurs  trouvées  de  * & dcz,  8 & 1 6 dans 

la  première  équation  dérivée  7 = yo  — i x z , ce 

qui  donner  = yo 1 6 16,  0117=  yo 31 , 

°.r,  J 0 3 1 ===  1 ^ » ^onc ) = 1 8 , c’eft  la  valeur  en- 

tièrement connue  de^  ; par  conféquent  les  trois  gran- 
deurs *,7,  z , font  entièrement  connues,*  = 8 ,7  = 1 8 
z==s  16  , donc  le  Problème  eft  entièrement  réfolu  en 
lettres. 

Or  fubftituant  ces  valeurs  dans  les'trois  premières  éga- 
liez, ^ ==  Zy  , donne  S =====  ic  * 

ou8  ^9-+-  8 = iy,zc./H-  , donne 

18  -+-  — =:  2.6,  ou  1 8 -f-  ou  18  -f-  8 = 16  , 

3 • z • " - *-9  > donne  1 6 — = 19  , ou 

16  _ * 

16  ~ =a8  "+"  r3  = *9  5 voilà  une  réfolution 

entière  & parfaite  qui  peut  fervir  de  modèle  pour  tous  les 
Problèmes  fcmblables.  r 

PROBLEME  XIV. 

Pour  trois  grandeurs  inconnues. 

Trohver  trois  grandeurs  inconnues  x,  y,  z,  avec  ces 
conditions. 

. x°*  QP  ajoutant  une  grandeur  connue  a à la  première 
inconnue  *,la  fomme  foit  égale  à la  fomme  des  deux 
autres  inconnues^  8c  z. 


\ 
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i°.  Qu’ajoutant  la  même  grandeur  connue  a à la  fé- 
condé inconnue^  , la  fomme  foit  égale  au  produit  des 
deux  autres  inconnues  x ,y  ,z } multipliée  par  une  autre 
grandeur  connue  b. 

3°.  Qu’ajoutant  la  même  grandeur  connue  a à la  rroi- 
fiéme  inconnue  z , elle  foit  égale  au  produit  des  deux 
autres  inconnues  x &c.y,  multipliées  par  une  troificme 
grandeur  connue  c. 

Le  Problème  cil  déterminé  , puifqu’il  n’y  a que  trois 
inconnues  x , y , z , & que  je  puis  former  par  les  condi* 
tions  du  Problème  les  trois  équations  ou  égalitez  fui- 
vantes. 

Equations  formées  fuivant  les  conditions  du  Problème. 

ire.  . . * — | - a=y  — z. 

, . y — j-  a = b x *-+-  b z. 

3e.  \ . z.  a ==  c x -4-  cy. 

Après  avoir  formé  ainli  ces  trois  égalitez  ou  équations 
fuivant  les  conditions  propofées , il  s’agit  de  trouver  la 
valeur  de  chacune  des  trois  inconnues , x ,y , z , comme 
il  fuit. 

D’abord  dans  la  première  égalité  x a==y  z, 
j’ai  par  rranfpofition  x =y  -4-  & * > c’eft  une  pre- 

mière valeur  de  x. 

Dans  la  fécondé  égalité^  -4—  a=-bx  -t-  bz  , j’ai 
par  tranfpolition  y = b x -4-  b z — — a , c’cft  une  pre- 
mière valeur  dc^. 

Dans  la  troifiéme  égalité  z -t-  a = cx  -t-  cy , j’ai 

par  rranfpofition  z = c x -t-  cy a,  c’eft  une  première 

valeur  de  z. 

Ces  trois  valeurs  ne  font  pas  entièrement  connues , 
puifqu’clles  font  mêlées  de  grandeurs  connues  &c  d’in- 
connues dans  le  fécond  membre,  pour  avoir  promtement 
une  valeur  de  chacune  de  ces  inconnues , dans  une  éga- 
lité dont  le  fécond  membre  ne  contienne  que  des  gran- 
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deurs  entièrement  connues,  je  compare  enfemble  ces  trois 

égalitez  comme  il  fuit. 

i°.  Je  cherche  la  valeur  de  la  première  inconnue  *. 
Or  dans  la  première  égalité*  a=y  -+-  z,  , j’ai  par 
tranfpofitiqn  x==y  -t-  z a}  c’eft  une  première  va- 

leur de  * , que  j’écris  à part  en  A , puifqu’elle  n’eft  pas 
entièrement  connue , & je  mettrai  au  deffous  toutes  les 
autres  valeurs  de  * que  je  trouverai. 

Valeurs  de  * mifes  à part. 

A . . . . x=y  -+-  z a.  première  valeur  de  * 

B . . . . *==^—  z.  fécondé  valeur  de*. 

C ....  * = — y Hl — p troifiérae  valeur  de  *. 

z°.  Dans  la  fécondé  égalité^1  a = b x b z , 
en  renverfant  l’ordre  des  membres , mettant  par  ar- 
rangement le  premier  en  la  place  du  fécond , & le  fé- 
cond en  la  place  du  premier  , j'ai  b * b z=y  a, 
& par  tranfpofition  laiiïant  feule  l’inconnue  * , j’ai 

b * =y  -+-  a b z , pour  dégager  * je  divife  tout  par 

b qui  la  multiplie,  ce  qui  donne  *===-Ll~ & > c*cft. 

une  féconde  valeur  de  * que  j’écris  à part  en  B. 

3°.  dans  la  troifiéme  égalité  z -t-  a=c  x cyt  j’ai 

par  arrangement  ex  -t-  cy=z  a , & par  tranfpo- 
fition cx  = z -+-  4 cy , pour  dégager*  qui  eft  af- 

fe&ée  ou  multiplié  par  c , je  divife  tout  par  c , ce  qui 

donne  * = — y — t-  — , c’cft  la  troiliéme  valeur 

de  * que  j’écris  à part  vers  C. 

4°.  Pour> comparer  enfemble  ces  trois  différentes  va- 
leurs de  * , que  je  nomme  les  premières  égalitez,  il  faut 
en  former  des  égalitez  ou  équations,  que  je  nomme  les 
fécondés  égalitez  , dans  l’ordre  & la  manière  qui  fuit. 
D’abord  je  prends  en  A le  fécond  membre  de  la  pre- 
mière 
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micrc  valeur  de  x dont  je  fais  le  premier  membre  d’une 
nouvelle  ou  féconde  égalité  , &c  pour  fécond  membre  je 
prends  en  B le  fécond  de  la  fécondé  valeur  de  x.  ce  qui 
me  donne  la  première  des  fécondes  égalitcz/  — (—  z a. 

= j’ai  par  tranfpofition  zz y 

==  ~ÿ  b*  a } dont  le  fécond  membre  ne  contient  que 
des  grandeurs  toutes  connues. 

Je  réduis  ce  fécond  membre  à fa  plus  fimple  expref- 
lion  ,dc  cette  lorte  de  l’entier  a je  fais  une  fraékion  * 

fans  changer  fa  valeur  en  le  multipliant  par  le  dénomi- 
nateur b de  la  fraftion  — , & lui  donnant  le  même  déno- 
minateur b , ce  qui  donne  la  plus  fimple  exprefiion 
— — pour  le  fécond  membre. 

Pour  réduire  le  premier  membre  à fa  plus  fimple  ex- 
prefiion , je  multiplie  l’entier  y par  b dénominateur  de  la 

fraétion  — &:  lui  donnant  le  même  dénominateur  b pour 
avoir  la  plus  fimple  exprefiion  -f- 

Par  ce  moïen  j’ai  l’équation  ou  l’égalité  réduite  à fa 
plus  fimple  exprefiion  z z h-  t c’efl;  la  * 

première  des  fécondés  égalitcz  abrégées. 

j°.  Je  compare  de  même  la  première  valeur  de  x avec 
la  troifiéme,  c’cft-à-dire,  j’en  forme  une  égalité  en  pre- 
nant leurs  féconds  membres  en  A &en  C,  ce  qui  donne 

y "+■  r a = y~  , qui  donne  par  tranfpofi- 

* tion  1 y -f-  z ~ = — -f-  a. 

c c 

Puifqu’il  y a encore  des  entiers  &:  des  fraâions  ex- 

• primées  par  les  mêmes  lettres  y Sc  a , je  les  réduis  à leur 
plus  fimple  exprefiion  de  cette  forte, 

Analyfe,  * 
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Dans  le  premier  membre , de  l’entier^  je  fais  une  frac- 
tion fans  changer  fa  valeur  en  le  multiplianc  au  numé- 
rateur par  le  dénominateur  c de  la  fra&ion  — & lui 
donnant  ce  meme  dénominateur  c , ce  qui  donne  la  plus 
fimple  exprdfion 

Dans  le  fécond  membre , je  réduis  de  meme  l’entier  a 
& la  fra&ion  ~ à leur  fimple  exprdfion  - ce  qui 
donne  l’équation  réduite  à fa  plus  fimple  exprdfion  zy 
H-  c’cft  la  féconde  des  fécondes  éga- 

te 

lirez  ou  équations  abrégées. 

Les fécondés  égalités  ou  équations  abrégées  font. 


D 


i z 


b — y 
t 


b • 


La  première  des  fécondes. 


Ec«t— — X. 

..27  H 

r 


X. 


La  féconde  des  fécondés. 


6°.  Il  faut  dégager  l’inconnue  y dans  ces  égalitez  , 
qui  font  en  D & E. 

Or  la  première  en  D donne  par  tranfpofition 
— a a , pour,  faciliter  l’opération  je 


convertis  l’entier  du  fécond  membre  h—  a a en  fraûion 
fans  changer  fa  valeur  , ce  qui  fe  fait  en  le  multipliant 
au  numérateur  par  le  dénominateur  b delà  fra&ion.qui 
fera  auflïfon  dénominateur  commun  , ainfi  — — 
ce  qui  donne  ly~y  = iï*  enfuite  effaçant 

dans  les  deux  membres  le  dénominateur  commun  £,j’ai 

b y y z=a  b H—  a z b z , ou  by i = i b z. 

— +—  'a  b — H-  a. 

Pour  dégager  l’inconnue  y , je  divife  tout  par 
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affe&e  ou  multiplie  cette  inconnue  , ce  qui  donne 

— ç'cftla  première  valeur  dc/trou- 


b — i. 


vée,  que  j’écris  à part  en  N ci-dcffous  fous  le  titre  des 
Equations  mifcs  à part  ; & je  mets  en  tête  en  M la  pre- 
mière valeur  de  x trouvée  d’abord,  en  partie  inconnue. 


Equations  mifcs  à part. 

M . . . x=y-b-x. *•  La  première  des  valeur  de  x. 

rsj-H  *1 
~b I 


N . . . 


La  irc.  valeur  dey. 


O . 


Pour  avoir  une  fécondé  valeur  de  /,  j’opère  de  mê- 
me fur  la  fécondé  ou  dernière  des  fécondés  égalitezE, 
i y ‘ * 1 ”~7~'  dans  laquelle  je  trouve  par 

tranfpofition  ty  = * c * 

Pour  ôter  les  fraftions  du  fécond  membre,  je  multiplie 
tout  par  le  dénominateur  c , ce  qui  donne 

z cy=ac  —H  <t c z. z. 

Préfentemcnt  pour  dégager  l’inconnue^  qui  cft  affec- 
tée ou  multipliée  par  ir,  je  divifetout  par  ce  multipli- 
cateur ir,  ce  qui  donner  = ~ ‘ * Z~ 4 * c’cfl 

la  féconde  valeur  de/. 

7°.  Puifque  j’ai  deux  valeurs  dey  , fçavoir: 

— i b t -4-  * b -f-  4 


y 


— cz.  — z.  -4-  a c -H  m 


Pour  les  comparer  je  forme  une  égalité  ou  équation  des 
féconds  membres  de  ces  deux  valeurs  différentes,  6c  j’ai 
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Il  n’y  a plus  que  la  feule  inconnue  z.  dans  cette  égali- 
té, je  tenverfc  l’ordre  des  deux  membres  pat  arrangement 

;>a  ; c x—  z -f-  a c -4-  a ibz  H-  a b -4-  a 

' te  b — i. 

Pour  ôter  les  fractions , je  multiplie  chaque  numéra- 
teur par  le  dénominateur  de  l’autre  frattion,  & j’efface 
enfuite  chaque  dénominateur. 

Ainfi  effaçant  le  dénominateur  i t du  premier  mem- 
bre, Sc  multipliant  fon  numérateur  par  tzl qui cftlc dé- 
nominateur du  fécond  membre  , j’ai  d’un  côté  pour  le 
premier  membre. 

b c z - [ ■ b z,  - 1 ■ abc  -I-  a b 

-f-  I c z,  i z. i a c I a 

De  l’autre  côté  j’efface  le  dénominateur  b — i du  fécond 
membre,  &:  je  multiplie  fon  numérateur  par  z_c_  qui  cft 
le  dénominateur  du  premier  membre  , ce  qui  donne  pour 
le  fécond  membre 
• 4 b c z,  -4—  z a b c -4-  z a c. 

De  c es  deux  produits  je  forme  l’égalité  fuivante. 

b,c  z,  -+-  bz . — abc  -H  a b 

-f-  ic  z, i z, i ac i a 

= — — 4 b c z>  — 1 — z a b c —4—  z 4 c. 

Enfuite  par  tranfpofition , je  fais  pafTer  dans  le  pre- 
mier membre  toures  les  grandeurs  ou  fe  trouve  l’incon- 
nuëz.,  qui  eft  la  feule  qui  fe  trouve  dans  cette  égalité, 
& je  fais  paffer  dans  le  fécond  membre  toutes  les  gran- 
deurs qui  font  entièrement  connues,  &c  qui  font  dans  le 
premier  membre  en  leur  donnant  des  fignes  contraires, 
& j’écris  dans  une  colonne  verticale  les  unes  fous  les 
autres  les  grandeurs  qui  affc&entz  , &:  les  memes  gran- 
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deurs  ou  les  femblables  qui  font  exprimées  par  les  me- 
mes lettres  comme  il  fuit. 


■■  I ■ 4.  b c z — [—  1 abc  1 a c 

bez  abc 1 ac \ a b 1 a 

—H  b z, 

H-  1 c z, 

I z. 

Dans  cette  égalité  j’efface  de  chaque  membre  les 
grandeurs  femblables  qui  fe  détruifent  par  des  fignes 
contraires,  &c  j’ajoute  dans  une  fomme  les  grandeurs  fem- 
blables qui  ont  le  mêmefigne,  ce  qui  donne 

— 3 b c z = •+•  ab  c I <*  b — 3 ac  — f—  I a. 

— b z, 


• I Z 

Pour  dégager  l’inconnue  b z dans  cette  dernière  éga- 
lité , je  divife  les  deux  membres  par  les  grandeurs  qui  af- 
feâent  ou  multiplient  l’inconnue  z , ce  qui  me  donne 

T - •bc — c>eft  ja  valeur  toute  connue 

)bt-\-b-\-t — ' 

de  z trouvée  ; puifquc  dans  cette  égalité  le  fécond  mem- 
bre ne  contient  que  des  grandeurs  connues. 

8°.  Pour  trouver  par  le  moyen  de  cette  valeur  de  z , 
la  valeur  de  la  fécondé  inconnue  y je  fubftituc  cette  va- 
leur de  z dans  l’équation  mife  a part  ci-devant  en  N , 

c’eft  y __  — ja  fubftitution  donne 

IJ  fo  - I 


— ii  ^ a b c -K;  a ç — i *b-+-M  , 
B—l  5 b c -3-  b — t-  c — — I 

B -t-  t m e I a t -f- 


*b- 4-«. 
b 1 


-zJx  - 


) b c — b -f-  c — 1 


a b 


ou  y — i — 1 

Voilà  trois  fractions  dans  cette  valeur  de  y , dont  il  faur 

n iij 
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trouver  la  fomme  réduite , il  faut  donc  les  réduire  d’abord 
au  même  dénominateur,  en  multipliant  en  croix  comme 
il  fuit. 

En  premier  lieu , je  multiplie  tout  par  le  dénominateur 
commun  b — -i  de  la  première  & delà  troifiéme  fradtion, 
en  l’effaçant  Amplement  dans  ces  deux  fradlionsj  en  fé- 
cond lieu  , je  multiplie  par  le  numérateur  2.  b de  la  irc. 
fra&ion  le  numérateur  de  la  fécondé  fradtion  qui  eft  la 
valeur  de  z,,c’cft- à- dire,  — Va  b c — +-  3 ac  — 1 ab^\-  a 

y z h 

Le  premier  produit  eft z a blc 6 db c z a b1 

z a b. 

En  rroifiéme  lieu  , je  multiplie  le  dénominateur  de  la 
fécondé  fradf  ion  par  le  numérateur  de  la  troifiéme  frac- 
tion , c’eft-à-dirc, 

■ — b 3 b f — b b —4-  c — 1 
x ■ d b d. 

— h 3 d b1  c - — H d b — + abc  — — \ a b 

— 1"  3 d b c —H  a b - | d c 1 a. 

I.c  fécond  produit  eft— + 3 db'c— a b1  — \-^abc  — \-ac 
1 a. 

Je  fais  une  fomme  de  ces  deux  produits  , abrégeant 
l’exprcflion  par  l’addition  & la  fouftradtion  des  grandeurs 
fcmblables. 

Premier  produit . . — z ablc  H-  z*  £*  - f-  6abc~tab 
Second  produir  . . ^dblc^  dbl->t~^bc  * dc—\a 

Somme  abrégée  . . H-  ab'c-h  $abl—  zabc—zab-k-dc—ia 

C eft  la  valeur  des  produits  de  la  fécondé  fradtion  ou 
valeur  de  z multipliée  par  les  numérateurs  des  deux  au- 
tres fradtions. 
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En  quatrième  lieu  , je  divife  cette  fomme  par^  — i dé- 
nominateur commun  de  la  première  Se  de  la  troiliéme 
fra&ion  qui  a été  effacée  d'abord  , cette  divifion  fe  fait 
comme  il  fuit.  * 


S Divifeur 

) Dividende 

i ! 

) -4-  a b1  c — lab  e -+>  } « b1  — i a b -J-  * c — i *. 

^aotiens  . . 

Produits , rejies  ç?  nouveaux  Dividendes. 

•■+*  abc.. 

-hablc — i ibe . Ier.  produit  à ôter. 

• 

o — iabc:-h$abx  Ier.  refte,  Se  îA 
Dividende. 

— lac.. 

o — îaci-h^ab1 — J.ab 

0 

ad.  refte  & jmc.  produit. 

-H  3 a b . .1 

3tc  produit. 

3me  refte  , — i <jc  . . . o H-  a b : 

-ha  c i a. 

J ‘abrège  ce  refte  , retranchant  les  gran- 
deurs femblablcs  qui  ont  des  lignes  con- 

traircs  , -}-  i ac ac=o.  ce  qui 

donne  l’exprcflion  fimplc  du  3™.  refte  , 

-ha  . . . 

4me.  produit  à ôter  -h-  a b 1 a. 

o 

4mt  Se  dernier  refte.  0.  . . 0 

Donc  le  quotient  eft  —H  abc ac  -+•  }ab  -f-  a , c eft 
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le*  numérateur  d'une  fra&ion  à qui  je  donne  le  dénomi- 
nateur delà  fécondé  fraâion  ci-dcflus  valeur  de  z qui 

eft  3 b c -+-  b -4-  c i , & cette  dernière  frattion  qui 

fuit  eft  la  valeur  des  trois  fra&ions  precedentes  Sc  la  vé- 
ritable valeur  de  y toute  connue 

-4-  * b c H-  ; a b * c -f-  * 

J ) b c + b -4-  c — r 

Maintenant  pour  avoir  la  valeur  toute  connue  de  la 
première  inconnue  x , je  fais  une  fomme  des  valeurs 
toutes  connues  de  z.  & de  / que  je  viens  de  trouver  ; mais 
comme  elles  font  des  fra&ions  qui  ont  le  même  dénomi- 
nateur commun  >•  il  fuffit  d’ajoutfcr  cnfcmble  les  numéra- 
teur pour  avoir  leur  fomme 

» bc a b -4—  ; a c — (—  a 

**  ) b c-^-  b-^-t  — l. 

a b f-f-  X a b a c -4*  * 

y j 1 | 1 4 — | C 

or  abc a b -4—  3 a c -4- 

& abc  -4-  3 a b — a c -4-  4. 
fomme  = za  bc  -4—  t a b -4-  tac  -4—  2 a. 


Je  fubftituc  cette  fomme  dans  la  première  valeur  de  x 

mife  à part  ci-deflus  en  M qui  eft  x =>y  -4-  z a 

en  la  place  des  deux  inconnues  y , z , ce  qui  donne 


.abc  -t-  x a b 4~  Ht  -t-  î a 
f b c -t-  0 c — I 


Or  pour  ajouter  dans  une  fomme  l’entier 4,  avec 

la  fra&ion,  je  change  cet  entier  en  une  fra&ion  de  même 
valeur  en  la  multipliant  par  le  dénominateur  de  la  frac, 
tion. 
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-H  3 bc  •+•  b H-  c i 

X - a 

-}abc  -ab-  ac-+-  a.  JW®***  * ce  produit  le 
Trtdmt  J ' numérateur  de  la 

L ab  c ■+■  i ab-b-i  a f -H  14.  fraüion. 

La  femme  — i a b c -H  4 b -+*  a e -+*3  a fera  le  numérateur 
de  la  fra&ion  fuivante  qui  fera  la  véritable  valeur  de  x 
puifque  le  fécond  membre  de  l’égalité  ne  contient  que 
des  grandeurs  connues,  avec  le  dénominateur  commun 
des  valeurs  de/  U il  , comme  il  fuit. 

y ab  c ah  •+-  gç  - f-  I « 

}bc  -+•  b — +-  c I 


Ainfi  le  Problème  cft  entièrement  réfolu  en  lettres  , 
puifque  j’ai  trouvé  les  valeurs  des  trois  inconnues. 

ite.  inconnue  x = 

}b  c -4»  b -b-e 1 


de.  inconnue  / = lii=-±L+A 

abc  — a b — f-  3 « r-4*  a 


ade.  inconnue/ 
3 ra«.  inconnue* 


} bc  -4-  6-4-  t — 1 

J b c + b c + — t 


Réfolution  en  nombres. 

Soit  4=  10,  b = i,  c=  3. 

Donc  a b ==  10 , abc  =====  60.  3 bc  ■=  1 8.  b c t=sa  6. 
& ac=  30.  en  fubftituanc  ces  nombres  en  la  place  des 
lettres , j’ai  pour  la  valeur  de  la  première  inconnue  x. 

x — <o4ti)4)e4)o 80  — 6 o __  to  __  ro. 

« «f. J—  1 —13  — 1 — ü—  1 1 

Donc  X esss  f|. 

Analyfe.  _ « 
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Pour  la  féconde  inconnue/,  j’ai  par  la  fubftitution 

6 O +■  IfO  10  -+-  10  1)0  )<T  100  10 

y 11  + 1+  ) — I rj  IJ  — 1 11  II 

==  44  -+-  6. 

Donc/  = 4 -+- 

Pour  la  troifiéme  inconnue  r, , j’ai  par  fubftitution  , 

" «o  — 10-4-90  -J-  io  ito  — to  i4° 70 

18  -4-  1 -f*  J — I 4}  1 IX  H 

■ 66  +■  4 1 1 6 -+-  n j donc  z.  - 6 —4*  r»# 

Enfin  donc  x = 7?  ,/  = 4-4-  n » & ~ = 6 -+«£■ 

Remarque.  On  peut  réfoudre  de  la  même  manière  tous 
les  Problèmes  où  il  y a trois  inconnues:  mais  fi  l’on  veut 
trouver  ces  réfolutions  en  nombres  entiers , ce  qui  eft 
plus  élégant , c’eft  une  nouvelle  condition  qui  change 
la  nature  du  Problème,  car  alors  il  devient  indétermi- 
né , puifqu’on  ne  peut  former  dans  ce  cas  autant  d’équa- 
tions qu’il  c ontient  d’inconnues.  ( Nous  verrons  dans  le 
livre  fuivant  les  régies  pour  réfoudre  ces  fortes  de  Pro- 
blèmes indéterminez.  ) , au  lieu  que  dans  le  cas  prefent 
on  peut  former  àutant  d’équations  par  les  conditions 
propofées  qu’il  y a d’inconnues , ce  qui  fait  que  le  Pro- 
blème propofé  eft  déterminé. 

PROBLEME  XV. 

Pour  trois  grandeurs. 

On  demande  trois  grandeurs  inconnues  x,y  ,z,  avec  ces 
conditions. 

i°.  Que  la  première  x -f-  a = / -f-  a. 

20.  Que  la  fécondé  y —4—  a = x —H  b a- 

30.  Que  la  troifiéme  z -4-  a=c  x -4-  cy. 

On  fuppofe  que  les  lettres  a , b , c , expriment  des 
grandeurs  connues  , c’eftt  encore  l’exemple  précédent 
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dont  les  operations  qui  font  dans  le  détail  ci-devant , font 
abrégées  ici.  , 


Donc  par  tranfpofition  j’ai 
les  trois  premières  égalitez.  Egalités  mtfts  à part. 

x=y  -t -z. a 


x 

y 


= y + z a 

tft-  ab  + a 


Je  compare  la  première  de  ces  valeurs  de  x avec  les 
deux  autres  , ce  qui  donne  les  trois  cgalitez  lùivantes 
que  je  nomme  les  fécondés  égalitez. 


i b -t*  * 
~S 

M f+  M 


-..'1 


ij -h  , je  dégage/  dans  ces  deux  éga- 

lirez,  &j  ai/ = r—l 


Et  /: 


— CX.  + t+«  + X 


Je  compare  ces  deux  valeurs  de  y , dont  je  forme  1 é- 


galit 


ibl  ■+■  * b^r  a 


, dans  la- 


— c 4 4*^ 

te 

,,  .,  . abc-k-jac — ab  + •_«  . 

quelle  dégageant  z , ) ai  z =>  — , £ c 4.  J c _L7 

Je  fubftituë  cette  valeur  de  2.  dans  la  valeur  de/mife 
^ rt  y —bt  + ab  + a > j’abrége  enfuite  la  valeur  trou- 

* , * abc  •+■  job  — «+  «■ 

vée  par  la  fubftitution,  & je  trouve/  — ^ + c— 1 

Enfuite  je  fubftituë  les  valeurs  toutes  connues  que  je 
viens  de  trouver  de  z &dc/  dans  l’équation  mile  a part 
x ___  y z, a , je  trouve  par  la  fubftitution  une 

erandeur  très-compofée  , & après  l’avoir  abrégée  , je 
° Mbc  -I-  ab  .f-  ac  -4-  » a. 


r — MVC  -f-  *U  -J-  m.  — r 

trouve  enfin  x = — ^ 
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Le  Problème  eftréfolu,  5c  les  yalcurs^des  trois  incon- 
nues font 

abc  4*  ob  *4"  ac  4*  ; a 

^ )bc  4*  A 4-  c 1 

_ abc  4~  * ac  4*  » 

y ' )bc  4"  a 4*  c 1 

^ abc ab  4—  4"  a 

' )bc  4*  a 4-  c I \ 

Pour  réfoudre  en  nombres  ce  Problème,  fi  je  fuppofe 
4 = io,£  = z,  c =3  , j’aurai x=îr,7  = 4 5c 


PROBLEME  XVI. 

Pour  quatre  inconnues. 

Trouver  quatre  grandeurs  inconnues  v , x , y , z,  avec  ces 
conditions. 

i°.  Que  la  fomme  compofée  des  trois  premières  in- 
connues foit  égale  à la  fomme  de  la  quatrième  ajoutée  à 
une  première  grandeur  connue  a. 

"z°.  Que  la  fomme  compolèede  la  première  grandeur, 
de  la  fécondé  5c  de  la  quatrième  , foit  égale  à la  fomme 
compofée  de  la  troificme^  5c  d’une  féconde  grandeur  con- 
nue b.  . 

j°.  Que  la  fomme  compofée  de  la  première  , delà  troi- 
fiéme  5c  de  la  quatrième,  foit  égale  à la  fomme  compo- 
fée de  la  fécondé  x , 5c  d’une  troifiéme  grandeur  con- 
nue c.  , v . , . • . . • 

4°.  Que  la  fomme  compofée  des  trois  dernières  incon- 
nues foit  égale  à la  fomme  comrpolèe  d cv  ,5c  d’une  qua- 
trième grandeur  connue  d. 

i°.  Par  les  conditions  du  Problème  j’ai  les  quatre  pre- 
mières égalitcz  fuivantes. 
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Premières  égalitez 

l°  v -H  at  ' -4-  y = z -4—  a. 

2°.  v —4—  x -4~  Zj  ■=.  y -H  b. 

3°.  v -t-  y -t-  z = x -i~  e. 

4°.  x -f-y  -4-  z = u -3-  d. 

Les  premières  égalités  mifes  à part. 

A ...  v ——  z x y -4-  4. 

B . . .2  z = 2 y a -4-  b. 

C . . . 2 z = 2 x b -4—  c. 


2°.  -Je  prends  la  valeur  de  l’une  ou  l’autre  de  ces  in- 
connues dans  l’une  des  premières  égalitez  dans  cet 
exemple  je  prends  la  valeur  de  v dans  la  première  éga- 
lité v x -t- y =z  -4-  a,  j’ai  par  tranfpofition  v=z 

x y -4-  a , c’eft  une  valeur  de  x que  j’écris  à part 

vers  A. 

3°.  Je  fuftituë  cette  valeur  de  v dans  les  trois  autres 
égalitez,  dans  la  fécondé  v -4-  x -4-  y,- — ~y  -4-  b , j’ai 

par  fublHtucion  x -4-  z.  —H  * a: y -4-  a=y  -4-  b, 

& par  addition  & fouftra&ion  2 z y -4-  4 = y -4-  b , 

& par  tranfpofition  2 & 1 y -4-  4= s b , Sc  encore  par 

tranfpolition  2 z = 2 y a -4—  b ; c’eft  la  première 

des  fécondés  égalitez  , que  j’écris  à part  vers  B ci-deftiis, 
je  l’écris  encore  ci-deflous  vers  D.  •••••'  . 1 

Secondes  égalitez  abrégées. 

D . . . 2 z = 2 y 4 

E ...  2 y = 2 x 4 -4-  c 

Fi  , - 

. . . 2 x -4-  z 7 ==  4 -4-  a. 

* iij 
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Dans  la  troifiéme  des  premières  égalitez  v -+-  y -+-  z. 

x -h-  c , j’ai  par  fubfticution  y z.  -+-  z * y 

t 4 __  x c , 8c  par  addition , fouftra&ion  8c  tranf- 

poficion , j’ai  z z. ix  ■+*  d = c , ou  zz i x a 

-4-  c , c’eft  la  fécondé  des  fécondés  égalitez  abrégées  que 
j’ccris  vers  E. 

Dans  la  quatrième  des  premières  égalitez  x y -+-  z. 
—=v  d , je  fubftituë  la  première  valeur  de  v,  la  fubfti- 

tution  donne  x —H y — t—  z = d -4—  z x y —H  d , 
par  tranfpofition , addition  8c  fouftra&ion , j’ai  z x -4-  zy 
a.  —H  d,  c’eft  la  troifiéme  des  fécondés  égalitez  abré- 
gées que  j’écris  vers  F.  • • 

40.  Je  prends  la  valeur  de  l’une  des  inconnues  dans 
l’une  des  trois  égalitez  abrégées  ; ici  je  prends  la  pre- 
mière en  D.u=i; < + c’eft  une  valeur  de  a 

que  j’écris  à part  ci-deflus  vers  B. 

5°.  Je  fubftituë  cette  valeur  de  x,  dans  les  autres  des 
fécondes  égalitez  abrégées  où  elle  fe  trouve,  comme  ici 
dans  la  fécondé  vers  E.  . . z z-  =*=  tx- — a -H-  c , la 

fubftitution  donne  1 y *■ — 4 — t—  b z x 4 t=  t , 

dans  laquelle  j’efface 4 4 qui  fe  détruifent  par  des 

lignes  contraires,  8c  j’ai  z y -4-  b z x = c.  c eft  la 

première  des  troifiémes  égalitez  abrégées  que  j’écris 
ci-deffous  vers  G , 8c  j’écris  au-delTous  vers  H , la  troi- 
fiémedes  fécondés  égalitez  qui  eft  en  F , où  l’inconnuë  z. 
ne  fe  trouve  point , ce  qui  donne  pour  les  troifiémes  égali- 
tez abrégées  les  deux  fuivantes. 

7 roiftémes  égalitez.  abrégées. 

G ...  1 y ■+■  b — z x ==*  c. 

H ...  z x H-  z y ==  4 -+-  d. 

g°.  Je  prends  la  valeur  d’une  inconnue  de  lune  de 
ces  troifiémes  égalitez  abrégées  , ici  je  prends  la  pre- 
mière vers  G.  z y -4—  b z x = e , j ai  par  tranfpo- 

fition  iy  = ix b -+-  c , c’eft  une  valeur  de  xy  que 
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j’écris  vers  C entre  les  premières  égalitez  mifes  à part. 

7°.  Je  fubftituë  cette  valeur  de  z y dans  la  dernière 
des  fécondes  égalitez  abrégées  vers  F.  z x -+-  zy  - — a 

-+d.  La  fubftitution  donne  zx — bzx é— = a 

—¥d,  j'ai  par  tranfpofition  Sc  addition  4 x=  b c 

-4-  a — H d , dont  le  fécond  membre  ne  contient  que  des 
grandeurs  connues. 

Pour  dégager  l’inconnue  x dans  le  premier  membre, 

je  divife  tout  par  4 , ce  qui  donne  x k. 

c’eft  la  valeur  de  x trouvée  en  nombres  connus. 

8“.  Enfuite  je  reprends  les  égalitez  mifes  à parr  vers 
A , B , C,  dans  lefquellcs  je  fubftituë  cette  valeur  de  x 
pour  la  faire  évanoüir&r  trouver  par  fonmoïen  la  valeur 
des  autres  inconnues , comme  il  fuit. 

Je  prends  l’égalité  mifeà  part  vers  C.  1 y = zx b 

►f-  c qui  n'a  que  deux  inconnues  x & y , la  fubftitution 

chafle  zx  8c  donne  zy  = — b^-c. 

pour  réduire  le  fécond  membre  à une  exprefïion  plus 

fimple,  je  réduis  les  entiers b^.c  à une  fraâion  de 

même  valeur  qui  ait  le  dénominateur  commun  z , c’cft 

— qU’i]  faut  fouftraire  de  la  fra&ion  précédente, 
le  refte  cft  M Jce  qui  donne  z v = * H->+^ 

enfuite  je  divife  tout  par  z pour  dégager  l’inconnue  , 8c 
j’ai  y = * ^ c>cft  ja  yaictn-  fey  trouvée. 

Je  fubftituë  cette  valeur  de^  dans  l'égalité  mxfc  à part 

en  B,  c’eft  z z.  = zy 4 -t-é  , la  fubftitution  donne 

z a = 4+  b ; j’abrège  ce  fécond  mem 

bre  en  ôtant  par  fouftra&ion  la  partie  de  la  fraétion 
des  entiers  exprimez  par  les  mêmes  lettres a 

b,  lercftc  , donne  z y = 
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pour  dégager  l’inconnnuë.jc  divifetouc  par  z,  en  mul- 
tipliant feulement  le  dénominateur  z x z = 4 , ce  qui 

donne  z,  = — , c’eft  la  valeur  de  * toute 


connuë. 

Enfin  je  fubftitue  les  valeurs  entièrement  connues  que 
je  viens  de  trouver  des  trois  inconnues  x ,y  ,z,  dans  la 
première  des  égalitcz  mifes  à part  vers  A , qui  eft 

v = z, x j 4-  a. , la  fubftitution  donne 

__ — * b — c 4-  « 4-  d m — d 

4 4 4 


Pour  abréger  ce  fécond  membre , je  réduis  l’entier  4-  a 
dans  une  fraction  de  meme  valeur  en  le  multipliant  par 
le  dénominateur  4,  qui  fera  aufli  fon  dénominateur  ainfi 


— . ainfi  le  fécond  membre  eft 
4 

— m 4—  6— f-  c -4-  d 


* — S d 


4 • 
4 • 


4 4 4 

Pour  le  réduire  à fa  plus  fimple  expreflïon , j’efface  par- 
tout le  dénominateur  4 qui  eft  commun  à toutes  ces  frac- 
tions ; je  fais  enfuite  une  fomme  des  numérateurs  pofi- 
tifs  ou  procédez  du  figne-t-;  & une  fécondé  fomme  des 
numérateurs  négatifs  ou  procédez  du  ligne— 


■+■  -t-4  a 


Somme -4-  }a-\-b-\-c-\-d 

-4-  a 4-  b c 4-  d 

4-  a é4-C4-  d 

Somme  4- 1 a o 04 -zd.  des  numérateurs  négatifs. 

Delà  fomme  des  pofitifs  4- J -f-f-f-  d, 
J’ôte  la  fomme  des  négatifs 4-1*  0 04 •zd, 

Rcfte 


/ 
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Relie  -+-  1 4 -4-  b -4*  c— — d. 

Ce  relie  eft  la  valeur  de  rioconnuë  v réduite  à la  plus 
fimple  exprelïion,  en  lui  donnant  le  dénominateur  com- 

mun  4.  c elt  v = 

4 

Le  Problème  cil  entièrement  rcfolu,pui(qu’on  a trou- 
vé les  valeurs  des  quatre  inconnues  v tx  ,y  , £ ,qui  f°nt 
les  quatre  égalitcz  fuivantes. 


v 

x 

y 

x, 


4 

A — b c -f-  d 

4 

a — b e -4-  d 

— — a -4-  b -4-  r -4-  d 
4 


Soit  a 

— 4. 

y __8  f __ 

On  aura  par 

fubftitution 

V == 

I3- 

.V  = 

13  — 

- 1 6== 3. 

y == 

13 

II 

OO 

z = 

13  — 

- 4=9 

Il  cil  facile  de  réfoudre  ce  Problème  en  nombres , en 
déterminant  les  valeurs  des  quatre  lettres  connues  a,b,c ,J, 
&:  fubfliruant  leurs  valeurs  dans  les  quatre  égalitez  trou- 
vées pour  les  valeurs  des  inconnues. 

AVIS. 

Comme  cet  exemple  eft  affez  cpmpofé , les  commen- 
çansy  trouveront  le  détail  des  opérations  qui  les  accou- 
tumeront peu  à peu  à mettre  en  pratique  les  règles  d# 
Analyji.  P 
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calcul  dans  les  occafions  , &:  comme  on  peut  refoudre 
les  Problèmes  par  des  voyes  différentes,  nous  réfoudrons 
encore  celui-ci  par  deux  autres  Méthodes  afin  d’exciter 
la  fagacité  , &:  nous  réduirons  en  forme  de  réglé  chacune 
de  ces  Méthodes  après  l’opération,  & les  régies  quoique 
réduites  en  peu  de  mots  feront  plus  aiféeà  concevoir  , 
fi  l’on  poflede  le  détail  de  l’opération  qui  la  précédé. 

REGLE.  PREMIERE  METHODE. 

Cette  Régie  exprime  ccquicft  contenu  en  détail  dans 
la  réfolution  du  16e.  Problème. 

i°.  J’écris  autant  d’égalitcz  qu’il  y a de  rapports 
connus  dans  le  Problème  entre  les  grandeurs  connues 
& les  inconnues  , Sc  je  les  nomme  les  premières  égali- 
tez. 

i°.  J’écris  à part  vers  A une  de  ces  premières  égali- 
tez  qui  donnne  par  tranfpofition  la  valeur  d’une  des  in- 
conncs , enfuite  je  fubffituë  cette  valeur  de  l’une  des  in- 
connues dans  les  autres  premières  égalitez  où  fc  trouve 
la  même  inconnue  , alors  cette  inconnue  ne  s'y  trouve 
plus.  J’écris  à part  vers  D , ces  nouvelles  égalitez  abré- 
gées, avec  lefquelles  j’écris  les  égalitez  où  cette  même 
inconnue  n’étoit  pas , s’il  s’en  trouve  quelques-unes. 

30.  Entre  ces  fécondés  égalicez  abrégées  vers  D,j’en 
prends  une  qui  me  donne  la  valeur  d’une  inconnue 
qu’elle  contient  , mais  differente  de  la  première  incon- 
nue qui  a été  évanoüie  dans  l’opération  précédente.  Je 
fubffituë  certe  valeur  dans  les  fécondes  égalitez  abré- 
gées où  elle  fe  trouve,  ce  qui  donne  des  troifiémes  éga- 
liez abrégées  , où  cette  fécondé  inconnuë  ne  fc  trouve 
plus. 

J’écris  à part  vers  G ces  troifiémes  égalitez  abrégées, 
je  les  nomme  abrégées  (car  parla  fubftitution  il  fc  trouve 
fouvent  des  expreffions  compofées  qu’il  faut  abréger  pour 
la  réduire  aux  moindres  termes  ou  à la  plus  fimplc  ex- 
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prcflion,  ) & s’il  y a quelque  cgalitc  où  cctcc  inconnue 
ne  foie  point  je  l’écris  au-deflbus. 

40.  Après  avoir  dégagé  de  fuicc  par  cette  Méthode 
toutes  les  inconnues  excepté  la  première , dont  j’ai  d’a- 
bord trouvé  une  valeur  par  une  égalité, dont  le  fécond 
membre  contient  encore  d’autres  inconnues,  je  reprends 
dans  un  ordre  contraire  toutes  les  égalitez  mifesà  part, 
& j’en  chafle  les  inconnues  en  fubftitüant  à leur  place 
leurs  valeurs  trouvées  p.ir  les  opérations  précédentes  , 
& j’ai  foin  dans  chaque  fubftitution  d’abréger  1 expreflion 
pour  la  rendre  plus  fimplc;  parce  moyen  je  rrouved’a- 
bord  une  égalité  dont  le  fécond  membre  eft  compofé 
feulement  de  grandeurs  connues,  c’eft  une  valeur  exafte 
de  l’inconnue  qui  eft  feule  dans  le  premier  membre,  la 
fubftitution  me  donne  de  même  fucccftivemcnt  la  valeur 
de  toutes  les  autres  inconnues , ce  qui  donne  la  réfolution 
du  Problème.  • 

SECONDE  METHODE. 

Pour  réfoudre  le  même  Problème  16e.  qui  contient  quatre 
grandeurs  inconnues. 

O 

i°.  Je  forme  les  quatre  premières  égalitez  pour  les 
quatre  grandeurs  inconnues  v yx  ,y , z.,  fuivant  les  con- 
ditions du  Problème. 

Premières  égalitez 

v -4-  x y ==:  z,  a ' 

v H—  x — t—  z,  = y b 

v — h-  y — +—  z»  1 x — i — c 

x -4-  y -4-  z.  = v -4—  d. 


t'J 
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Egalités  mifes  à part. 

A ...  v = z .y  y -H  * 

B . . . iz  = z y b a 

C . . .ix  = z y —t—  b ■ c 


i°.  Je  prends  toutes  les  valeurs  d’une  même  inconnue 
choifie  à volonté,  comme  ici  v , dans  toutes  les  premières 
égalirez  où  elle  fe  trouve  , &:  j’en  écris  une  à part  ci- 
deflus  vers  A.  Or  dans  cct  exemple  toutes  les  valeurs  de 
v fc  trouvenc  par  la  feule  tcanfpolition,  comme  il  fuit. 

Les  d'jférc>:tes  valeurs  de  v. 


v ==  z -p-  a* y 

v =y  -4»  b x z 

v = x -+-  c y z 

j Pour  comparer  cnfemble  ces  differentes  valeurs  de 
-yqui  fontcgalcs , je  les  prends  deux  à deux  que  je  joints 
par  le  fignc’d  égalité,  ce  qui  donne  les  trois  égalitcz  Vi- 
vantes. » 

z * x y = y H-  b x z. 

y -t-  b x z s=  x -+-  c y z 

x -4-  c y z,=  d y z 

Je  les  réduis  à leur  plus  fimplc  cxprefïion  par  tranf- 
pofition  &:  par  addition  pour  avoir  les  fécondés  cgalitez 
abrégées  qui  Vivent. 
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Secondes  égalisez,  abrégées. 

z * zy  ==  b a 

1 z, ix  — c a 

i x —H  z y = a H—  d 

Comme  ces  trois  égalitcz  abrégées  contiennent  toutes 
les  autres  inconnues  , excepté  la  première  qui  eft  v , 
elles  fuffifent  pour  réfoudre  le  Problème  , & toutes  les 
autres  égalitez  qu’on  pourroit  former  fur  les  autres  valeurs 
de  v fonc  inutiles. 

40.  Dans  ces  fécondés  égalitez  abrégées  , je  prends 
toutes  les  valeurs  d’une  même  inconnue  comme  de  z.  , 
dans  les  égalitcz  où  elle  fe  rencontre,  j’ai  donc  ces  deux 
égalitcz. 

z z,=  zy  -4-  b a 

z z,=  z x -t-  c a 

l’écris  une  de  ces  dernières  égalitez  à part  vers  B. 

Je  compare  enfemble  ces  deux  valeurs  de  z.  ; c’eft-à 
dire  je  forme  de  leurs  féconds  termes  une  égalité  abré- 
gée zx ty=  b — c,  c’eft  la  première  des  troi- 

fiémes  égalitcz  abrégées , à laquelle  j’ajoute  celles  des  fé- 
condés égalitcz  ou  z,  ne  fe  trouve  point. 

Troijsémés  égalitez.  abrégées. 

z x zy  ==  b c 

z x —f~  z y = a -4—  d 

y0.  Je  dégage  l’inconnue  x dans  ces  deux  dernières 
égalitez , ce  qui  me  donne  pour  z x deux  valeurs  diffé- 
rentes. 

fiij 
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i .y  = z y —H  b c.  £c  i .v  = a — f-  d iy. 

3 'écris  à part  une  de  ces  égalitcz  vers  C , enfuite  je 
forme  une  égalité  de  ces  deux  valeurs  de  z x , je  les  abrè- 
ge en  les  réduifantà  leur  plus  (impie  expreflion,  & j’ai 
4 y ==  a — - b-\-  c~\~d , où  il  n’y  a qu’une  feule  incon- 
nue dans  le  premier  membre  , je  dégage  l’inconnuë  en 
divifanc  tout  par  4 , ce  qui  donner  ===== 
c’cft  la  valeur  dc^  toute  connue. 

6°.  Je  fubftituë  cette  valeur  de^  dans  les  égalitcz  mifes 
à part  vers  A , B , C , pour  avoir  les  valeurs  des  trois 
autres  inconnues  x-,  z,  v,  comme  il  fuit. 

Dans  l’égalité  mifeà  part  vers  C.  zx  = z y-\-b r, 

puifque^eft  multipliée  par  z,  je  multiplie  fa  valeur  par 

1 } c’eft  ',-r-.A-+-fj±'  ce  qui  donne  z x = ±=±±l±J 

-+-  b c , il  fi  ut  réduire  ce  fécond  membre  à fa  plus 

(impie  expreflion  en  ôtant  par  addition  ou  par  fouftrac- 
tion  des  entiers  -4-  b fia  fraction  femblable  "b-  le 

ï.  * 


refte  eft 


H-  b c 


donc 


z x- 


—H  4 c 


&c  divifant  tout  par  z 


peur  dégager  l'inconnue  x,j’ai  x = 


b — c — f-  d 


De  meme  fubftitüant  la  valeur  de  z y dans  l’égalité 
mife  à part  vers  B.  , n = z;  -4-  b 4 , j’ai 

. b a } je  réduis  ce  fécond  mem- 


z z 


bre  à fa  plus  Ample  expreflion  comme  ci-dciïus  , pUif_ 
que  les  lettres  a & b fe  trouvent  dans  les  entiers  &dans 
la  fraétion,ce  qui  donne  ■>  r. , — ? -4-  4 -4-  <•  -4-  J 

Je  dégage  1 inconnue  z,  en  multipliant  le  dénomina- 
teur zxz  = 4 , ce  qui  eft  une  véritable  divifion  qui 

donne  a. — « — t-t-f-t-rf. 

4 

Pareillement  en  fubftitüantla  valeur  trouvée  des  trois 
inconnues  z , x }y  dans  la  première  des  égalitez  mifes 
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à part  vers  A . . i'  = z,  — _ v — y -h  a , la  fubftitiition 
donnc-y — 1 -t- 1 + <• -4- d «-f -b  — r-w 


-L-t-r+S 


• a. 


Pour  réduire  ce  fécond  membre  à fa  plui  fimple  ex- 
preluon  de  l’entier  -+-4,  je  fais  une  fra&iondc  même  va- 
leur qui  a le  dénominateur  commun  4 , c’eft  -+-  — 
de  la  forte  ce  fécond  membre  ne  contient  que  des  ïrlc 

■ Sr"'1'111?  le*  mrn)e  dénominat™r  commun, 
u 1 JOPerc  fur  les  ^euls  numérateurs  dont  je  cher- 
che la  fomme.  ' 

Numérateurs  des  frayions  poftives. 


Somme 


4 a 
a - 

3 * 


Numérateurs  des  fractions  négatives. 

*4-  a -f—  b c -4-  d 

H-  a b -4-  c -f-  d 

H-  1 a o 0 x j 

De  la  première  fomme  -4-  1 a -4-  b -f-  c -4-  d 

J ôte  la  fécondé  fomme -h  i 4 o 0 -f-  1 d 


Refte  — f—  a — 1—  b — f—  c — -d 

Ce  refte  cft  le  numérateur  , fon  dénominateur  eft  4 
dénominateur  commun  , ce  qui  donne  la  valeur  de  v , 

a *~i  b « | c — - tl 

v 4 & 1e  Problème  cft  entièrement  réfolu. 


Les  valeurs  des  quatre  grandeur  sinconnu'és  font. 


a b •+■  c — d 
4 

* + b —c  «f»  d 
4 

, — b + c + d 
4 

— - g -4-  b + c «4-  d 


En  nombres. 

Soit  a = 4.  b = 8.  f ■=  16.  = 14. 

La  fubftitution  donnera 
r = 13. 

/ = U — 8 = î 
* — 13 4 — 9 

Régie  abrégée  four  la  fécondé  Méthode. 

ï°.  Je  prends  toutes  les  valeurs  d’une  meme  inconnue 
dans  toutes  celles  des  premières  égalitez  où  elle  fe  trouve, 
& j’en  écris  une  à part  vers  A. 

i°.  Je  compare  toutes  ces  valeurs  deux  à deux,  en  for- 
mant de  chacune  un  membre  d’une  nouvelle  égalité  , 
j’ai  par  ce  moïen  les  fécondés  égalitez  où  cette  incon- 
nue ne  fc  trouve  plus  , te  j’y  ajoute  les  égalitez  où  elle 
n’étoit  point  s’il  y en  a. 

3°.  J’opérc  fur  les  fécondés  égalitez  comme  j’ai  fait 
fur  les  premières  pour  en  charter  une  fécondé  inconnue, 
&c  je  continue  de  la  forte  jufqu’à  ce  que  je  trouve  une 
égalité  où  il  n’y  ait  qu’une  feule  inconnue. 

4°.  Je  prends  la  valeur  de  cette  feule  inconnue,  & je 

la 
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la  fubftituë  dans  celles  des  Equations  mifes  à part  où  elle 
fe  trouve  avec  une  feule  autre  inconnue  que  je  fais  éva- 
nouir par  ce  moyen.  Je  continue  de  même  jufqu’à  ce  que 
j’aye  les  valeurs  de  toutes  les  inconnues. 

Enfin  pour  réduire  cette  régie  en  peu  de  mots;  ilfuffic 
de  trouver  la  valeur  d’une  inconnue  , la  fubftitücr  où  cette 
inconnue  fe  trouve  feule  avec  une  fécondé  inconnue  ; 
on  aura  par  ce  moyen  la  valeur  de  la  fécondé  inconnue. 

De  même  fubftitüant  les  valeurs  de  la  première  & de 
la  fécondé  inconnue  dans  une  égalité  où  elles  fe  trou- 
vent avec  une  troifiéme , on  aura  la  valeur  de  la  troifiéme 
inconnue  ; continuant  ainfi  on  trouvera  les  valeurs  de 
toutes  les  inconnues. 

TROISI  E'ME  METHODE 

Pour  réfoudre  le  même  Problème  1 6e.  ou  il  y a quatre 
grandeurs  inconnues. 

Quelque  fois  on  trouve  facilement  par  la  tranfpofition 
ou  par  une  autre  préparation  Ample  la  valeur  toute  con- 
nue de  chacune  des  inconnues , enfuite  foit  en  ajoutant 
feulement  enfemble,oudeux,ou  plufieurs  valeurs  d’une 
même  inconnue  prifes  dans  les  premières  égalitez  , foit 
en  ôtant  par  fouftra&ion  une  valeur  d’une  autre,  ou  plu- 
fieurs valeurs  delà  même  répétée  autant  de  fois  dans  l’un 
des  membres,  qu’il  y a de  valeurs  différentes  dans  l’autre 
membre. 

i°.  Dans  cet  exemple,  j’ai  par  les  conditions  du  Pro- 
blème les  quatre  premières  égalitez  fuivanres. 


Analyfe. 


1 
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Premières  égalitez formées  far  les  çonditions  du  Problème. 

v -4-  X -t -J  = z *4-  a 
v -4-  x -4-  z = y -4-  b 
v -4-  y -4-  z-  = x -4-  c 
x -4-  y -4-  Z.  = v -4-  d 

De  ces  premières  égalitez  , je  tire  par  tranfpoficion 
toutes  les  valeurs  de  la  première  inconnue  dont  je  fortne 
une  colonne  pour  en  avoir  une  fomme  . je  fais  la  même 
chofe  pour  chacune  des  quatre  inconnues , ce  qui  me 
donne  quatre  fommes  , comme  il  fuit. 

Valeurs  de  v. 

•v  = z x y -t-  4 

v *=y x z -4-  b 

v = x y z -4-  c 

•v  am  x -+“  y ■*+-  z d 


Somme  abrégée. 

4 v = a -4-  b —H  c d 

Valeur  de  x divifant  tout  far  4. 

-p  • *4-4-4-«— rf 

J ai  v 
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Valeurs  de  z. 

z = v -4-  x — f—  y a 

z = y • v x -+-  b 

z = x v y -f-  c 

z = v x y -f-  d 

Somme  abrégée. 

4 z a -4—  b -4—  c — d 

Donc  divifant  tout  par  4,  j’ai 

^ — a —f-  b — c H-  d 

4 

C’eft  la  valeur  de  z,. 


Les  quatre  valeurs  de  chacune  des  inconnues  contien- 
nent les  autres  inconnues  qui  fcdécruifcnt  par  des  lignes 
contraires , c’eft  pourquoi  elles  ne  paroiflent  point  dans 
la  fomme  qui  le  trouve  compolce  des  feules  grandeurs 
connues  dans  fon  fécond  terme  , ce  qui  donne  la  véri- 
table valeur  de  l’inconnue , ainli  ces  quatre  fommes  don- 
nent la  valeur  des  quatre  inconnues  Sc  une  parfaite  fo- 
lution  du  Problème;  il  cft  facile  d’avoir  la  même  folu- 
tion  en  nombres  , il  fuffit  de  fubftitüer  en  la  place  de 
ces  lettres  connues  leurs  valeurs. 

Remarque  première. 

On  trouve  toujours  en  lettres  connues  la  valeur 
de  chacune  des  inconnues  , en  joignant  dans  une  fom- 
me toutes  fes  valeurs  trouvées  par  fimple  tranfpofition  ; 
on  l’a  trouvée  par  ce  moïen  dans  cet  exemple  , parce 
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qu’entre  les  quatre  valeurs  de  chacune  des  inconnues , 
par  exemple  dans  les  valeurs  de  x , les  trois  autres  in- 
connues s’y  trouvent  autant  de  fois  avec  le  figne  -4-  & 

autant  de  rois  avec  le  ligne , ce  qui  fait  que  les  trois 

autres  inconnues  fe  detruifent  par  des  fignes  contraires* 
& difparoilTcnt  dans  le  fécond  membre  de  la  fomme  qui 
ne  contient  que  des  grarfdcurs  connues. 

Dans  tout  autre  cas  où  cela  ne  fe  peut  faire,  il  faut 
prendre  d’un  côté  une  valeur  répétée  deux  fois,  &c  d’un 
autre  côté  deux  autres  valeurs  , pour  les  comparer  en- 
femblc  en  formant  une  égalité  dans  laquelle  toutes  les 
inconnues,  excepté  une  feule  puiflent  fe  détruire  par  des 
fignes  contraires , ce  qui  donnera  la  valeur  de  cette  in- 
connue reliante  ; enfuite  opérant  de  même  & fullituant 
cette  valeur  en  la  place  de  Ion  inconnue  , on  trouvera  la 
valeur  d’une  fécondé  inconnue  , & continuant  par  fubfti- 
tution  , on  trouvera  les  valeurs  de  toutes  les  inconnues 
propolécs,  & par  eonléqucnc  la  réfolutiondu  Problème. 

Remarque  fécondé. 

Si  en  comparant  pluficurs  valeurs  d’une  même  incon- 
nue, on  met  une  de  fes  valeurs  dans  les  deux  membres 
d’une  égalité,  onia  mettra  dans  le  fécond  membre  avec 
des  fignes  contraires  à ceux  qu’elle  a dans  le  premier 
membre  pour  conlcrvcr  l’égalité. 

Remarque  troifeme. 

Lorfqu’on  n’a  pû  former  par  les  conditions  du  Pro- 
blème autant  de  premières  égalitez  qu’il  y a d’inconnues , 
alors  le  Problème  cil  indéterminé,  & c’ell  une  marque 
qu’il  a pluficurs  réfolutions , il  peut  même  en  avoir  une 
infinité;  c’eft  ce  que  nous  expliquerons  en  fon  lieu. 

Au  contraire  lorfqu’on  a forme  fuivant  les  conditions 


I 
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du  Problème  plus  d’égalitez  qu’il  n’y  a d’inconnues  , 
alors  il  y a de  l’art  à choifir  entre  les  valeurs  celles 
qui  étant  fubftituées  ne  tombent  pas  dans  l’impofliblc. 
Ce  font  des  Problèmes  plus  que  déterminez  dont  nous 
traiterons  ci-après. 

Remarque  quatrième. 

Pour  abréger  la  rcfolut  ion  des  Problèmes  , on  fe  fert 
de  quelques-uns  des  rapports  connus  entre  les  grandeurs 
pour  diminuer  le  nombre  des  inconnues , ce  qui  dimi. 
nue  le  nombre  des  égalitez. 

On  fe  fort  auffi  des  propriétez  des  lignes  6c  des  fi- 
gures de  la  géométrie. 


SECTION  DEUÏIE'ME. 

Des  Problèmes  déterminez  de  tous  les  degrez, 

Cu  des  Equations  compofces  de  tous  les 

degrez.  a L’infini. 

DAns  cette  feftion  j’expliquel’origine  & les  principes 
des  Equations.  1°.  Comment  les  Problèmes  déter- 
minez qui  fecéduifcnt  aune  feule  inconnue  donnent  des 
équations  compofées  de  tous  les  degrez  à l’infini. 

z°.  Je  donne  la  manière  la  plus  fimplc  &.la  plus  na- 
turelle de  former  les  équations  pour  connoître  mieux  la 
nature  de  leurs  racines , 6c  les  trouver  avec  plus  de  fa- 
cilité. 

3°.  J’explique  dans  le  détail  les  équations , 6c  toutes 
leurs  parties. 

4°.  Je  donne  lcsxnoicns  de  préparer  les  équations,  ou 
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de  les  réduire  à la  forme  la  plus  fimplc  & la  plus  commode 
pour  les  réfoudre. 

y°.  J’explique  en  quoi  confiftc  en  général  la  réfolution 
des  Equations. 

i°.  DE  L’ORIGINE  DES  EQUATIONS, 

Ou  comment  les  Problèmes  déterminez,  produisent  les 
Equations  de  tous  les  degrez,  à l'infni. 

Définition.  Les  Problèmes  déterminez  font  ceuxqui 
fe  réduifent  à une  feule  égalité  dans  laquelle  il  rï’y  a 
qu’une  feule  inconnue. 

Si  cette  inconnue  eft  au  premier  degré  comme  x = a, 
alors' cette  équation  eft  du  premier  degré  , & elle  eft  ré- 
foluë  , puifque  a eft  une  grandeur  connue  , donc  x qui 
lui  eft  égal  eft  connue  aulfi. 

Mais  fi  en  pratiquant  les  régies  expliquées  dans  la  fcc- 
tion  précédente  pour  réfoudre  un  Problème  , il  fe  ré- 
duit à deux  ou  trois  égalitez  , où  il  n’y  a à la  vérité 
qu’une  feule  inconnue  , mais  élevée  à différons  degrez , 
par  exemple  ; je  fuppofe  que  pour  réfoudre  un  Problè- 
me pr®pofc  dont  les  conditions  donnent  autant  de  rap- 
ports que  de  grandeurs  inconnues,  ce  qui  le  rend  déter- 
miné , j’ai  formé  les  premières  égalitez  fur  lefquelles  j’ai 
formé  les  premières  opérations  néccflaires  pour  faire 
évanoüir  routes  les  inconnues  hors  la  première  x , & que 
j’ai  trouvé  enfin  le  Problème  réduit  aux  deux  égalitez 
fuivantes  A &:  B , dans  lefquelles  l’inconnue  xcft  feule, 
mais  élevée  à différens  degrez. 

La  première  A ...  x1  yx 

La  fécondé  B . . . x -4-  3 xyx  = 7 

1°.  Pour  réduire  ces  deux  égalitez  à une  équation 
feule  , )’6tc  d’abord  les  fradions  en  élevant  la  première 
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équation  A à la  troifiéme  puiflance,dont  l’cxpofanc  3 
eft  égal  au  dénominateur  3 de  la  fra&ion  du  fécond  mem- 
bre j p , ce  qui  donne  l’équation  C . . . x6 3 x* yxti 

-+-3X1/ / = h?-, 

i°.  3’otc  enfuite  la  fraftion  de  l’équation  B,  en  l’é- 
levant à la  féconde  puiflance , dont  l’expofant  r eft égal 
au  dénominateur  1 de  la  fraftion  du  fécond  membre  {q, 
ce  qui  donne  l’équation  D . . . + 

30.  J’ôtc  l'équation  D de  lcquation  C,  ce  qui  fe  fait 
çn  changeant  d abord  les  fignes  de  tous  les  termes  de 
l'équation  C , & les  ajoutant  aux  termes  corrcfpondans 
de  l’équation  D,  ce  qui  donne  l’Equation  E. 

E . . • 9 *V— r>p'- 

40.  Je  tire  la  racine  quarrée  de  chaque  membre  de 

l’équation  , c’cft  3 * y-\-y  = — qq 

3°.  J’ajoute  à cette  racine  la  fécond?  équation  ci- 
dcflùs  B . *s  —j-  3 xyl  =jq.  La  fomme  eft 

+ ~pi 

dont  le  premier  membre  eft  la  troifiéme  puifiancc  par- 
faite de  x— \-y  , & par  conséquent  lequation  réfultancc 
F eft  du  troifiéme  degré. 

6°.  Je  tire  la  racine  cubique  de  chacun  des  deux  mem- 
bres de  l’équation  F , ce  qui  donne  l’cquation  fimple. 

c.. «-+,=  V Ji’>  ini  cft 

la  première  racine  de  l’équation  du  troifiéme  degré  F, 
qui  réfulte  des  deux  équations  A & B qui  ont  été 
trouvées  par  la  préparation  expliquée  dans  la  fc&ion 
précédente  fur  les  conditions  du  Problème  propofé, 
& le  Problème  eft  réfolu  : car  comme  on  le  verra 
dans  la  fuite,  ccttc  première  racine  fervira  à divifer  l’é- 
quation 
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quation  , & le  quotient  qui  en  viendra  fera  une  équa- 
tion du  fécond  degré  dont  on  trouvera  de  même  les  deux 
racines,  comme  il  fera  expliqué  dans  la  fuite. 

i°.  Formation  Jîmple  & naturelle  des  Equations. 

Lorfqu’un  Problème  fe  réduit  enfin  à une  équation 
où  l’inconnue  eft  élevée  à diifércns  degrez,  pour  la  ré- 
foudre  il  en  faut  trouver  les  racines  , mais  les  opérations 
qu’on  a faites  pour  en  venir  là  , ne  font  point  décou- 
vrir ces  racines  & n’en  donnent  aucune  idée , on  ne  voit 
aucune  liaifon  entre  les  opérations  & la  formation  de 
cette  équation  , qui  en  réfulte  comme  par  hazard,  & 

3ue  l’on  trouve  d’ailleurs  la  même  par  des  routes  très- 
ifférentes;  or  pour  trouver  les  racines  de  l’équation  qui 
en  font  les  élémens , il  faut  avoir  une  idée  claire  de  la 
manière  la  plus  fimple  &:  la  plus  naturelle  dont  elle  fc 
forme , c’eft  par  la  multiplication  de  ces  racines  comme 
il  fuie. 

Pour  former  une  équation  du  fécond  degré , je  prends 

une  équation  fimple  du  premier  degré  x a = o , 

donc  le  premier  membre  eft  un  binôme  qui  contient 
l’inconnue  x & fa  valeur  poficive  — a , éc  le  fécond, 
membre  contient  le  zéro  fcul , je  multiplie  cette  équa- 
tion fimple  par  elle-même,  le  produit  x1 z<*x-h  a a 

= o , eft  une  équation  du  fécond  degré  , dont  le  pre- 
mier membre  eft  la  fécondé  puiftance  parfaite  du  bi- 
nôme x 4,  puifque  le  premier  terme  x1  eft  lequarré 

de  x , que  le  dernier  terme  aa  eft  le  quarré  de  a , & que 
le  terme  moïen  i a x contient  deux  fois  le  produit  de 
a par  x. 


Analyfe. 
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Premier  Exemple. 
x x a = o 


X1  4 X 

4 X —H  4 4 = O 


xx i a x —H  4 4 = o. 


Je  peux  de  meme  former  une  équation  par  deux  ra- 
cines pofitives  ou  négatives  , mais  dans  ce  cas  j’ai  une 
équation  du  fécond  degré , dont  le  fécond  membre  cft 
une  féconde  puiffancc  imparfaite. 

Second  Exemple. 

X 4 = O 

X X b = o 


X1  ■ 4 X 

b x 4 b = o. 


Si  4 furpaffe  b , le  produit  a b du  dernier  terme  cft 
moindre  que  le  quarré  aa  , quarre  de  la  plus  grande  va- 
leur 4 de  l’une  des  racines , mais  ce  produit  ab  cft  plus 
grand  que  le  quarré  Lb  , quarré  de  b , la  plus  petite  va- 
leur des  deux  racines.  • 

De  meme  je  peux  par  trois  racines  fcmblablcs , ou  par 
la  même  multipliée  deux  fois  , ou  par  la  multiplication 
de  trois  racines  différentes  former  une  équation  du  troi- 
ficme  degré. 
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Troifiéme  Exemple. 

X X A ■ : O 

xx  ax 

ax  H—  44  = o 

a:1 1 4 x — a a = o 

x x 4 = p 

x 1 — - 14A*  -t-  a a x 

4x‘  zaax  a'  = o. 

X * 3 4X*  -+-  }/  X 4*  = O. 

Equation  du  troifiéme  degré , qui  contient  une  troi- 
sième puiflance  parfaite  de  x a = o. 

Quatrième  Exemple. 

x 4 = o. 

x x b = o. 

X1  4 X 

b X —J—  4 £ 

x a;  c 

x 5 a x1  ab  x 

ix*  -+-  4fX 

ex1  —H  bcx 


4 é c SB  o. 

r ij 
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Equation  du  troiliémc  degré , qui  contient  une  troi- 
fiéme  puiflance  imparfaite  de  chacune  des  trois  racines. 

Dans  le  troifiéine  exemple , la  multiplication  réitérée 

deux  fois  de  la  même  racine  x a = o , donne  au 

produit  une  équation  du  troificme  degré  dont  le  premier 
membre  cft  la  rroifiéme  puiflance  parfaite  de  cette  ra- 
cine x a = o.  Le  dernier  terme  a>  le  découvre  du 

premier  coup  d'œil,  puifqu’il  cft  le  cube  de  a. 

Mais  dans  le  quatrième  exemple  le  dernier  terme  abc 
n’eft  point  un  cube  parfait , mais  feulement  un  produit 
de  trois  dimentions  , ou  de  trois  grandeurs  différentes  j 
ainfi  le  premier  membre  de  cette  équatior\  eft  une  troi- 
fléme  puiflance  imparfaite,  qui  eft  moindre  que  le  cube 
de  chacune  des  deux  plus  grandes  racines , mais  qui  fur- 
paffe  le  cube  de  la  plus  petite  de  ces  trois  racines  ; ce  qui 
cft  évident  dans  le  cinquième  exemple  où  les  valeurs  des 
racines  font  exprimées  par  des  nombres.  Soit  a ==  4. 
b = 3.  c = i.  ce  qui  donne  les  trois  équations  Am- 
ples x 4=0,  x 3 = 0,  x z = o. 

Cinquième  Exemple, 
x — *—  4 = o 
x x 3 = o 

x* 4* 

3 x H-  1 î.  ==  o 

7 < i z = o 

z = 0 a 

7 x1  -4-  I ix 

zx  -4-  14X  14  ==  o 

x* 9 x1  -+-  2.6*  24  = o. 
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Dans  les  équations  en  lettres , le  dernier  terme  qui  cft 
le  produit  a b c des  trois  racines  les  découvre  par  fon  cx- 
prelfion  3 mais  cette  exprelfion  n’eft  qu’une  formule  ou 
une  réglé  abrégée , qui  marque  en  général  ce  qui  cft  con- 
tenu dans  les  équations  numériques.  Ainfi  cela  m’ap- 
prend que  dans  le  produit  14.  contenu  dans  le  dernier 
terme  de  l’équation  du  troifiéme  degré  , du  cinquième 
exemple , 14  =====  abc  -,  or  dans  14  je  n’apperçois  aucune 
des  valeurs  4 , 3 , 2 de  ces  racines.  Ce  produit  Z4  n’eft 
pas  un  cube , mais  un  troifiéme  puiflancc  imparfaite;  or 
Z4  eft  moindre  que  6 4 cube  de  4 , Sc  24  cft  encore  moin- 
dre que  27  cube  de  3 , mais  24  furpafle  8 cube  de  2. 

De  même  dans  les  équations  du  fécond  degré  conte- 
nues dans  le  quatrième  &:  le  cinquième  exemple,  le  der- 
nier terme  a b eft  le  produit  de  a multiplié  paré,  dont  les 
racines  paroiflent  dans  l’cxpreflïon  en  lettres  ; mais  dans 
le  nombre  1 2 qui  cft  le  dernier  terme  , je  ne  vois  point 
4 multiplié  par  3.  Mais  12.  n’eft  pas  un  quarré  , c’eft 
une  fécondé  puiflancc  imparfaite  moindre  que  1 6.  quarré 
de  la  valeur  4 de  la  plus  grande  racine , mais  plus  grande 
que  9 quarré  de  3 valeur  de  la  plus  petite  dss  deux  ra- 
cines. 

DES  EQUATIONS  EN  GENERAL. 

De  leurs  devrez,  , de  leurs  efpéces  dr  de  leur  farmation. 

Définition.  Je  nomme  une  équation  , toute  égalité 
dont  le  fécond  membre  contenant  zéro  fcul,  le  premier 
membre  contient  une  puiflance  ou  parfaite  ou  imparfaite 
d’une  égalité  du  premier  degré  dont  le  fécond  membre 
contient  zéro  feul , & dont  le  premier  membre  contient 
un  binôme  quelconque*  +•  a , compofé  d’une  inconnue 
Ample  &c  de  fa  valeur  exprimée  en  nombres  ou  en  lettres 
connues , comme  x + a = o,  * ÎL  4 = o. 

r iij 
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Cette  définition  convient  aux  équations  de  tous  les 
degrez  à l’infini  ; cela  cft  évident  pour  les  équations  du 
fécond  &:  du  troiûémc  degré  dans  les  exemples  prccc- 
dens;  il  fuffit  d’en  former  dans  les  autres  degrez  fupé- 
ricurs  pour  en  être  convaincu.  La  meme  définition  con- 
vient au  fil  aux  équations  fimples  du  premier  degré  com- 
me x i = o , .v a = o ; car  quoi  qu’on  ne  puifte 

pas  former  la  première  par  la  multiplication  de  x i 

= o , ni  en  multipliant*' — - i = o par  * i = o. 

On  peue  cependant  la  former  par  la  multiplication  du 
binôme.  ✓T,  car  ►GT */T  — o 


de  meme  v'^T r7  * 

\ 

x ✓T  ✓T  — o 


x yx  = o 
x — y'T  AT 


X — T x 

A x A a « — o. 


H-  *''*  */T—x=o 
produit,  x ic=  o. 


produit,  x 


: o. 


Autrement.  Une  équation  compoféc  d'un  degré  quel- 
conque cft  le  produit  qui  réfultcdc  la  multiplication  d’une 
équation  (impie  du  premier  degré  multipliée , ou  par  elle- 
même  ou  par  une  autre  équation  du  même  degré. 

Il  fuit  dé  là  i°.  que  l’équation  (impie du  premier  degré 
cft  la  racme  ou  l'élément  de  toute  équation  d’un  degré 
plus  élevé.  Or  il  faut^eux  conditions  cftcntiellcs  dans 
une  équation  du  premier  degré  pour  être  la  racine  ou 
l’élément  des  autres  équations.  i°  11  faut  que  fon  premier 
membre  contienne  l’inconnuë  .v  avec  fa  valeur  exprimée 
par  un  nombre  ou  par  une  lettre  connue.  a°.  Il  faut  que 
le  fécond  membre  contienne  le  zéro  feul , fans  cela  on  ne 
pourroit  former  l’équation  •,  car  l’inconnuë  ne  pourroir 
reprefenter  les  valeurs  de  chacune  des  racines , ce  qui  eft 
cftcnticl. 
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Il  fuit  de  là  2.0.  qu’une  cquarion  formée  par  la  multi- 
plication rcïtcrcc  d’une  équation  feule  du  premier  degré , 
comme  de  *+■  a = o,  contient  toujours  une  puiflance 
parfaite  du  même  binôme  x a. 

Au  contraire  ,lorfquc  l’équation  eft  formée  par  la  mul- 
tiplication de  deux  équations  différentes  ou  de  trois , &c. 
alors  l’équation  qui  en  réfulte  contient  une  puifTance  im- 
parfaite qui  eft  toujours  plus  grande  que  la  puiflance  par- 
faite de  la  valeur  de  la*plus  petite  des  racines,  mais  qui 
eft  moindre  que  la  même  puiflance  parfaite  de  chacune 
des  valeurs  des  autres  racines. 

Des  dijférens  degré  z,  des  équations  à /' infini.  ' 

On  diftinguc  les  équations  comme  les  puiflances  par 
différons  degrez  à l’infini;  il  y en  a du  premier  degré, 
du  fécond  degré  , du  troifiéme,  du  quatrième  degré  , &c. 
à l’infini.  L’expofant  de  l’inconnue  du  premier  terme 
qui  eft  toujours  la  plus  haute  puiflance  de  l’inconnue  dans 
l’équation,  en  marque  le  degré  par  fes  unirez. 

Cet  expofant  marque  aulu  par  fes  unirez  le  nombre 
des  racines  de  l'équation  ,c’eft-à  dire , des  équations  Am- 
ples qui  entrent  dans  fa  formation  ; ainfi  dans  le  fécond 
degré  il  y a deux  racines  , dans  le  troifiéme  il  y en  a 
trois  , &cc. 

Si  de  cet  expofant  on  retranche  l’unité  , on  aura  auflï 
le  nombre  des  multiplications  dont  l’équation  eft  formée. 
L’équation  du  fécond  degré  a z pour  expofant , j’en  re- 
tranche i , le  refte  i marque  qu’il  y a une  multiplication 
d’une  racine  par  une  autre:  de  même  l’cxpofant  du  troi- 
fiéme degré  eft  3 dont  je  retranche  1 , le  refte  z marque 
qu’il  faut  deux  multiplications  pour  former  l’équation  du 
troifiéme  degré , &:  ainfi  des  autres. 


ipi  Analyse  generale, 

Des  efpéces  différentes  des  équations  dans  chaque  degré. 

Dans  le  premier  degré  toutes  les  équations  font  (im- 
pies ; il  n’y  en  a donc  qu’une  feule  efpéce  : mais  dans 
le  fécond  , Ic.troifiéme,  le  quatrième  degré  & dans  tous 
les  degrez  fupéricurs  à l’infini  toutes  les  équations  font 
compofées , mais  on  les  diftingue  en  deux  efpéces , fça- 
voir  les  équations  pures  8c  fimplrt  , &:  les  équations  af- 
fectées de  termes  moïens , qu’on  appelle  aufli  en  ce  fens 
les  équations  compolécs , quoiqu’elles  foient  toutes  équa- 
tions compofées  dans  les  degrez  fupérieurs  à commencer 
par  le  fécond  ( qui  eft  regardé  comme  le  premier  ) parce 
qu’elles  font  le  produit  ou  de  deux  équations  du  premier 
degré  ou  de  pluficurs  équations  multipliées  les  unes  par  les 
autres. 

Les  équations  pures  8c  fimples  font  celles  qui  n’ont  que 
deux  termes  dans  le  premier  membre , & zéro  feul  dans  le 
fécond  membre  s 8c  il  n’y  en  a qu’une  feule  dans  chaque 
degré , en  lui  donnant  deux  lignes  pour  marquer  les  deux 
cas , dans  le  premier  degré , c’eft  "^_x  ZÇ.  a = o. 

L’équation  pure  8c  fimple  du  fécond  degré  eft  x * 

-^_al  = o.  ce  qui  fait  deux  cas  ou  deux  formules. 

L’équation  purc&  fimple  du  troifiéme  degré  eft  ^ x * 
H-  a * t=  o.  8c  ainfi  de  meme  de  tous  les  degrez  fupé- 
rieurs. 

Mais  dans  tous  les  degrez  fupérieurs  ( à commencer 
par  le  fécond  degré  qui  eft  proprement  le  premier  degré,  ) 
il  y a une  infinité  d’équations  aftcCtées  de  termes  moïens , 
or  ces  termes  moïens  font  les  differens  produits  qui  naif- 
fent  de  la  multiplication  des  racines  multipliées  les  unes 
par  les  autres. 

Entre  ces  équations  affcClées  de  termes  moïens , il  y 
en  a qui  ont  tous  leurs  termes  par  ordre,  comme  il  fe  trou- 
vent dans  la  formation  régulière  des  puiffances.  Et  il 
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yaauflü  des  équations  où  il  manque  quelque  terme,  qui 
font  détruits  par  des  fignes  contraires  des  racines  différen- 
tes, par  exemple  lorfque  la  Tomme  des  racines  pofitives 
cft  égale  à la  Tomme  des  racines  négatives  ; cela  détruit  le 
Tccond  terme.  AinTi  dans  une  équation  du  Tccond  dégrc 
fi  le  Tecond  terme  manque , c’cft  une  marque  qu’il  cft  éva- 
noüi  &:  qu’il  a été  détruit  par  des  fignes  contraires,  &: 
que  les  deux  racines  Tont égales,  l’une  pofitive  , l’autre 
négative.  Dans  le  troifiéme  degré  fi  le  Tccond  terme  man- 
que, c’eft  que  la  Tomme  des  racines  pofitives  cft  (égale  à 
la  Tomme  des  racines  négatives  ; &:  ainfi  des  autres. 

En  quoi  les  Equations  peuvent  être  contraires  ou  foûcon- 
tr aires  , différentes  ou  femblables. 

En  quoi  deux  Equations  font  contraires , 
ou  foù-contr aires. 

Deux  équations  contraires  Tont  celles  qui  ont  des  ra- 
cines contraires , c’eft-à-dirc  , dont  les  racines  Tont  ré- 
elles dans  une  équation  8c  imaginaires  dans  l’autre, car 
le  réel  cft  contraire  à l’imaginaire  qui  eft  impoflible, 

comme  a‘  -4-  8 x = 1 6,  dont  les  racines  réelles 

Tont  négatives  & réelles  x -4-  4=  o , 8c  .v  — 4-4==  o, 
mais  dans  x 1 = 16,  les  deux  racines  Tont  imagi- 
naires, a -H 4=0  , 8c  a 4=  o. 

Deux  équations  Tont  Toûcontraircs , lorqu’clles  ont  les 
les  mêmes  racines  qui  Tont  dans  l’une  pofitive  & dans 
l’autre  négative,  ce  qui  fait  en  ce  cas  une  eTpécc  d’oppo- 

fition  8c  de  contrariété, comme  dans  a* 8 a = 16, 

dont  les  deux  racines  Tont  égales  & pofitives  a 4 = o, 

& dans  l’équation  Toûcontraire  a*  8 x= 16, dont 

les  deux  racines  égales  &c  négatives  Tont  a— + 4 = 0, 
pour  avoir  une  équation  Toûcontraire  , il  faut  changer 
les  fignes  dans  les  termes  pairs. 

Analj/fe. 
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En  quoi  deux  Equations  font  differentes. 

Deux  équations  ou  plusieurs  peuvent  être  différentes 
de  plufieurs  manières.  i°.  Par  les  degrez  lorfqu’elles 
fontdcdiffércns  degrez,-  or  il  y aune  infinité  de  degrez 
entre  les  équarions  comme  encre  les  puifTanccs , &:  c’cft 
la  plus  grande  différence  qui  puiffe  fe  rencontrer  enrre 
deux  équations  ou  entre  plufieurs. 

i°.  La  féconde  différence  entre  deux  équations  vient 
de  ce  que  leurs  racines  font  contraires  5 fçavoir  réelles 
dans  une  équation , & imaginaires  dans  l'autre  équation. 

30.  Il  y en  a encore  une  qui  vient  de  la  diverfité  qui 
fc  trouve  entre  les  racines  d’une  équation  & les  racines 
d’une  autre  équation , félon  toutes  les  diverfitez  des  ra- 
cines expliquées  dans  leur  article  particulier,  car  elles 
peuvent  être  pofitives  ou  négatives , rationclles  ou  irra- 
tionelles , &c. 

40.  En  ce  qu’une  équation  a tous  les  termes  & un 
autre  ne  les  a pas  tous , & qu’il  y en  a quelques-uns  d’é- 
vanoüis. 

En  quoi  deux  Equations  font  fcmllables. 

Deux  équations  ou  plufieurs  équations  peuvent  être 
femblablesde  deux  manières;  fçavoir,  ou  Arithmétique- 
ment ou  géométriquement. 

Les  équations  fcmblablcs  Arithmétiquement  font  celles 
dont  les  racines  fuivent  la  proportion  arithmétique  1.1.3, 
&c.  Onlcsconnoît  du  premier  coup  d’œil,  parce  qu’elles 
ont  entièrement  tous  leurs  termes  femblablcs  , excepté 
le  dernier  terme  ou  l’homogéne  qui  eft  feul  différent  , 
par  exemple  , dans  les  équations  fuivantes , il  y a trois 
équations  femblables  Arithmétiquement  dans  chaque  co- 
lonne, trois  dans  le  fécond  degré  , Sc  trois  dans  le  troi- 
fiéme  degré  dont  les  racines  font  rationclles. 
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i.  . . x‘  -f-  13  x = 14.  xl  -+-  10 x = 1 1. 

1.  . . x*  -+-  13  x = 34.  x’  -f-  10  x=  28. 

3.  . . x*  -t-  1 3 x = 48.  x*  -f-  ioxt=  37. 

Les  équations  femblables  géométriquement  font  celles 
dont  les  racines  ou  valeurs  de  l’inconnuë  x font  en  pro- 
portion géométrique  quelconque , ou  ce  qui  revient  au 
même , dont  tous  les  termes  d’une  équation  font  dou- 
bles ou  triples  ou  quadruples,  Scc.  de  chacun  des  termes 
corrcfpondans  dans  l’autre  ou  dans  les  autres  équations. 

Comme  dansa,’  150  a,1  -f-  7x00  a = ioyoo. 

a' 30  y1  *847=  840. 

x’ iyx1  ■+■  7 1 x = ioy. 

Car  dans  ces  trois  équations  commençant  par  la  der- 
nière, la  féconde  cft  double  delà  dernière  , &:  la  pre- 
mière cft  quintuple  de  la  féconde. 

Des  termes  des  Equations  de  tous  les  degrez.  , qui  efi-ce 
qui  les  dijlingue  , & quel  ejl  leur  nombre , comment  il 
faut  ordonner  les  termes  d’une  Equation. 

Toutes  les  grandeurs  qui  entrent  dans  la  formation 
d’une  équation  du  fécond  degré  &c  des  autres  plus  éle- 
vez ne  font  pas  pour  cela  des  termes  de  l’cquation , il 
y a une  marque  qui  les  diftingue  &:  qui  cft  telle. 

Le  dernier  terme  d’une  équation  cft  toujours  celui  qui 
cft  exprimé , ou  par  un  nombre  ou  par  des  lettres  connues 
ou  par  une  feule  , fans  mélange  d’aucune  grandeur  in- 
connue , voilà  le  caraûére  qui  le  diftingue  en  quel- 
qu’endroit  qu’il  fc  trouve  placé. 

Tous  les  autres  termes  de  l’équation  font  diftingucs 

fv 
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par  les  puiffances  differentes  de  l’inconnue  comme  il 
fuit , de  telle  forte  que  toutes  les  grandeurs  qui  font  mul- 
tipliées par  une  même  puifTance  de  l’inconnue  ne  font 
toutes  enfemble  qu’un  fcul  terme , dont  la  place  eft  fixée 
dans  l’équation  par  l'ordre  de  la  puiffancc  qui  les  af- 
fe&e  ou  multiplie. 

Voici  la  manière  d’ordonner  les  termes  d’une  équation, 
ou  de  les  ranger  dans  l’ordre  qui  leur  convient  ; comme 
ce  font  les  puiffances  de  l’inconnue  qui  détermine  & 
qui  règle  la  place  des  termes  , je  mets  toujours  dans  le 
premier  terme  la  plus  haute  puiffance  de  l’inconnue,  &: 
je  mets  de  fuite  les  puiffances  décroiffantes  de  la  même 
inconnue  dans  les  termes  fuivans  dan*  le  premier  mem- 
bre de  l cquation, avec  le  zéro  fcul  dans  le  fécond  membre. 

Ier.  terme  id.  terme,  j®.  terme.  dcr.  terme  fécond 

ou  homogène,  membre. 

X ' 4 x1  — f-  abx  abc  = o 

b xx  -f-  aex 

c xx  -f -btx 

Tous  les  termes  doivent  être  homogènes , c’eft-à-dirc 
avoir  le  même  nombre  de  dimenfions  dans  les  équations 
comme  dans  les  puiffances.  • 

Du  nombre  des  termes  dans  une  Equation. 

Une  équation  d’un  degré  quelconque  a toujours  un 
terme  de  plus  que  l’expofant  de  fon  degré  ne  contient 
dunicez  de  même  que  dans  les  puiffances , & lorfqu’il 
manque  quelque  terme  qui  a été  détruit  par  des  fignes 
contraires,  ce  qui  ne  peut  jamais fc trouver  dans  la  for- 
mation des  puiffances  , mais  ce  qui  arrive  dans  la  for- 
mation des  équations  lorfqu’il  y a des  racines  pofitives 
&c  négatives  , je  remplis  les  places  vuides  des  termes  dé*- 
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truits  par  la  puiffancc  de  l’inconnuë'qui  leur  convient 
multipliée  par  zéro  qui  rend  toujours  ce  terme  nul,  pré- 
cédé des  deux  lignes  Hr  , parce  que  zéro  n’elt  ni  politif 
ni  négatif,  mais  le  terme  commun  des  grandeurs  pofi- 
tives  & des  grandeurs  négatives , ainfi  lorfqu’il  manque 
une  puiflance  inférieure  dans  une  équation  , c’cft  une 
marque  que  ce  terme  eft  détruit. 

Cela  fuppofé , une  équation  du  premier  degré  a deux 
termes , celle  du  fécond  degré  a trois  termes , une  équa- 
tion du  troifiéme  degré  contient  quatre  termes , celle  du 
quatrième  degré  contient  cinq  termes , & ainfi  des  autres. 

Le  premier  terme  d'une  équation  &c  le  dernier  fe  nom- 
ment les  extrêmes  , les  autres  fe  nomment  les  termes 
moïens , chaque  terme  moïen  contient  une  puiffancc  de 
l’inconnuë  multipliée  par  un  nombre  connu  ou  lettre  cor> 
nuë  qui  eft  fon  multiplicateur  ou  coefficient  ou  fadeur. 

DES  RACINES  DES  EQUATIONS. 

Il  y a trois  thofes  a conjidérer  dans  les  racines  des 
Equations.  i°.  Leurs  genres  , z°.  leur  efpéce , 30.  leur 
nombre. 

Il  y a quatre  genres  fupérieurs  ou  fe  rapportent  les 
différentes  racines  qui  entrent  dans  la  formation  des 
équations , ou  les  valeurs  de  l’inconnuë  dans  chaque 
équation  du  premier  degré , puifque  nous  avons  démon- 
tre ci-dcffus  , que  les  racines  d’une  équation  compofée 
ou  fes  élémens  , font  les  équations  du  premier  degré  qui 
ont  éré  multipliées  pour  la  former  , & que  l’équation 
compofée  quelconque  n’cft  autre  chofc  que  le  produit 
qui  réfulte  de  la  multiplication  réitérée  d’une  même  é- 
quation  du  premier  degré  , ou  de  plufieurs  équations. 

Quelque  fois  pour  abréger  on  nomme,  mais  impro- 
prement , la  racine  d’une  équation  la  valeur  de  l’incon- 

fiij  * 
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nue  x dans  chaque  équation  du  premier  degré  qui  entre 

dans  la  formation  d’une  équation  compofée  , ainfi  dans 

x 1 7*  -+-  1 1 = o , j &c  4 ne  font  pas  proprement  fes 

racines,  car  3 n’eft  que  la  valeur  de  l’inconnue  dans  .y 3 

= o , & 4 n’eft  que  la  valeur  de  l'inconnue  dans  at 4 

= o ; or  ce  font  ces  deux  équations  (impies  du  premier 
degré  qui  font  toutes  entières  les  élémens  ou  les  racines 

de  l’cquation  compofée  *•* 7 x —h  i 1 = o ; elles 

entrent  dans  fa  formation  naturelle  , &C  non  pas  leurs 
valeurs  (êparément. 

Le  premier  genre  comprend  les  racines  pofitives. 

Le  fécond  genre  comprend  les  racines  négatives. 

Les  deux  premiers  genres  s’étendent  aux  deux  genres 
fuivans,  dont  le  rroifiéme  comprend  les  racines  égales, 
le  quatrième  genre  comprend  les  racines  inégales. 

Ces  quatre  genres  comprénncnt  toutes  les  racines  qui 
peuvent  entrer  dans  la  formation  des  équations , &:  fc 
divifent  en  trois  efpéccs  primitives,  qui  ont  chacune  deux 
efpéces  fubalternes  qui  les  divifent  encore , c’eft  ce  que 
nous  expliquerons  dans  le  détail. 

La  racine  cft  pofitive  dans  une  équation  du  premier 
degré,  lorfque  la  valeur  de  fon  inconnue  eft  pofitive, 

&c  je  connois  par  le  figne qui  la  lie  à x qu’elle  eft 

pofitive,  comme  dans  x a = o , car  mettant  a.  dans 

le  fécond  membre  en  changeant  fon  figne,  j’ai  x =*  -+-  a , 

donc  cette  valeur  a eft  pofitive  , je  nomme  x a = o 

une  racine  pofitive. 

Ainfi  les  racines  font  pofitives  dans  une  équation 
compofée  , fi  les  valeurs  de  l’inconnue  font  pofitives 
dans  les  équations  (impies  qui  entrent  dans  fa  forma- 
tion. 

Car  fi  je  multiplie  x a = o par  elle-même, comme 

c’cft  une  racine  pofitive  , lcquation  du  fécond  degré 

.x* z a x -f-  aa  = o qui  en  cft  le  produit , a fes  deux 

racines  pofitives. 
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La  racine  négative  au  contraire  d’une  équation  com- 
pofee  eft  une  équation  du  premier  degré  où  la  valeur  de 
l'inconnue  cft  négative  par  couféqucnt  précédée  du 
ligne  —H  comme  x -+-  4 = o eft  une  racine  négative, 
car  la  valeur  de  x eft  négative  , puifqu’en  tranfpofant 
j’ai  a-  = a , or  il  eft  évidcnc  que a cft  une  gran- 

deur négative. 

Chaque  genre  de  racine  fe  divife  en  trois  efpéces  pri- 
mitives qui  font,  i°.  les  racines  réelles,  z°.  les  racines 
imaginaires,  30.  les  racines  mixtes,  en  partie  réelles  6c 
en  partie  imaginaires  ; mais  elles  font  proprement  imagi- , 
naircs,car  l'imaginaire  fe  communique  au  réel  qui  l’ac- 
compagne comme  une  contagion. 

Chacune  de  ces  efpéces  primitives  fe  divife  encore  en 
deux  efpéces  fubalternes  , ce  qui  comprend  i°.  les  ra- 
cines rationelles,  z°.  les  racines  irrationelles. 

La  première  efpéce  contient  les  racines  réelles  , 6c 
cette  première  efpéce  primitive  fe  divife  en  deux  cf- 
péccs  fubalternes,  qui  font  i°.  les  racines  réelles  ratio- 
ncllcs  , i°.  les  racines  réelles  irrationelles. 

i°.  Les  racines  réelles  rationelles  ou  commcnfurables, 
font  celles  dont  la  valeur  s’exprime  exaftement  dans 
l’équation  fimple  par  un  nombre , ou  par  une  lettre,  com- 
me x a = o , x 4 = o. 

z°.  Les  racines  irrationelles  ou  incommcnfurables  , 
font  celles  dont  la  valeur  s’exprime  par  le  fccours  du 
figne  radical  dans  lequation  fimple, comme  dans  x 

✓V  = o , x ^7"  = o.  Car  on  ne  peut  point 

exprimer  cette  valeur  exattement , ni  en  lettres  ni  en 
nombres  ; mais  on  peut  par  la  Méthode  d’approximation 
en  approcher  à l’infini  , en  exprimant  cette  valeur  par 
deux  nombres  , l’un  plus  grand  , & l’autre  plus  petit , qui 
ne  peuvent  jamais  atteindre  à une  expreffion  exaéle  , 
parce  qu’on  ne  peut  tirer  la  racine  exaûc  ni  de  ✓"T , ni 
de  ✓y. 
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La  féconde  cfpéce  primitive  qui  contient  les  racines 
imaginaires  fc  divife  en  deux  clpéccs  fubalteinesi  fça- 
voir,  |°.  les  racines  imaginait*  rationellcs,  i°.  les  ra- 
cines imaginaires  irrationelles , ou  impofliblcs  qui  font 
celles  dont  on  ne  peut  fc  former  aucune  idée. 

Comme  la  racine  quarréc  de a a,  qui  cft  impof- 

fible , car  il  cft  impolfible  qu’un  quatre  ou  en  général , 
toute  puiflancc  dont  l’cxpofantcft  pair  foit,  précédée  du 
figne  — ,puifque  -4-  x -4-  donne  au  produit  & 
x donne  aulfi  —H  au  produit. 

Ainfi  ces  racines  imaginaires  font  les  racines  paires 
des  grandeurs  négatives  confidérées  comme  des  puif- 
fances  paires  , & on  ne  peut  exprimer  ces  racines  fans 
un  figne  radical  qui  a deux  fignes , l’un  fous  le  ligne  qui 
cft  toujours  . — , & l’autre  hors  le  figne  ou  devant  le 

figne  radical  qui  eft  ou  -f-  , ou ,•  ce  figne  qui  cft  le 

premier  fuit  toujours  la  régie  des  fignes  dans  les  opé- 
rations , ce  qui  le  fait  varier  ; mais  le  figne fous  le 

radical  ne  peut  jamais  varier , il  cft  de  l’cflenccdcs  gran- 
deurs imaginaires. 

Une  racine  imaginaire  eft  rationelle , lorfqucla  gran- 
deur ou  valeur  imaginaire  de  l’inconnue  cft  une  puif- 
fancc  exa&e  Sc  parfaite,  fcmblable  à l’cxpofant  du  figne 
radical  comme  a 1 qui  cft  une  fécondé  puiflancc  comme 

t 

l’expofant  de  fon  radical  dans  x — f-  , comme  a ’ 

qui  eft  une  troificme  puiflancc  parfaite  & fcmblable  à 

l’expofant  du  radical  dans  x1  v' ai  , &c. 

Une  racine  imaginaire  cft  irrationelleou  incommcn- 
furable , lorfque  la  valeur  imaginaire  qui  cft  fous  le  figne 
n’eft  pas  du  même  degré  que  l’cxpofant  du  figne  radical 

fous  lequel  elle  cft  placée  comme  */~V, dans  x1 

&c. 

On  connoît  aufli  peu  les  racines  imaginaires  ratio- 
nellcs 
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nclles  que  les  irrationelles  , elles  marquent  également 
l’impoflibilité  du  Problème, 

Remarque.  Lorfquen  cherchant  à réfoudre  une  équa- 
* tion  propoféc  qui  eft  réduite  à fa  plus  fimple  expref- 
lion  , & dans  laquelle  par  conféquent  il  n’y  apoin.td’in- 
commenfurables , on  trouve  des  racines  imaginaires,  c’eft 
une  marque  qu’elles  y font  en  nombre  pair  avec  des 
fignes  contraires  , puifqu’cllcs  font  détruites  dans  l’équa- 
tion, 8c  qu’elles  ne  paroilfent  point.  Ainfi  s’il  y a une  ra- 
cine imaginaire  dans  une  équation  du  fécond  degré  , 
elles  font  tous  les  deux  imaginaires;  dans  une  équation 
du  troifiéme  degré , il  y a deux  racines  imaginaires  avec 
une  troifiéme  racine  qui  eft  réelle  ; dans  une  équation  du 
quatrième  degré,  il  y a quatre  racines  imaginaires  , ou 
deux  racines  imaginaires  avec  deux  racines  réelles,  Sc 
ainfi  des  autres. 

La  troifiéme  cfpéce  primitive  contient  les  racines 
mixtes,  c’cft-à-dirc  mixtes  imaginaires , en  partie  réelles 
&:  en  partie  imaginaires;  elles  font  exprimées  par  deux 
grandeurs  liées  cnfcmble  , dont  l’une  eft  réelle  précédée 
d’un  fcul  ligne,  & l’autre  imaginaire  précédée  de  deux 

lignes , dont  le  fécond  eft  , ce  qui  eft  cflentiel  aux 

grandeurs  imaginaires, elles  font  précédées  de  deux  lignes 
H- — a eft  une  grandeur  imaginaire  fans  ligne  radical 
Hr  ✓“s  eft  une  grandeur  imaginaire  avec  un  figneradical. 

Ainfi  a -+-■ b eft  une  grandeur  mixte  imaginaire 

dans  x a Hp b=  o,  de  meme  x -+-  a — f-  v ZL~ 

■ — = o,  eft  une  racine  imaginaire. 

Les  racines  mixtes  imaginaires  fe  trouvent  fouvent 
dans  les  équations  , car  étant  multipliées  les  unes  par  les 
autres , elles  donnent  des  grandeurs  réelles  dans  le  der- 
nier terme  de  l’équation  -,  or  elles  ne  peuvent  donner 
de  grandeurs  réelles  que  lorfqu’elles  fc  trouvent  deux  à 
deux  , ou  quatre  à quatre , &c.  toujours  en  nombre  pair, 

car  multipliant  -4-  x V — « , le  produit  réel 
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dans  le  quatrième  degré  il  y a quatre  racine*,  Scc. 

De  la  diverjité  qui  naît  dans  une  Equation  par  les  ratines 
pofitives  & négatives  mêlées  enfemblc. 

Il  eft  évident  que  fi  tous  les  termes  de  l’équation  ont 
le  ligne  -f-  , toutes  les  racines  l’ont  négatives , t°.-  fi  les 

termes  ont  alternativement  les  lignes  -4-  & , alors 

toutes  les  racines  font  pofitives,  j°.  lion  trouve  cet  ordre 

interrompu,  & qu’il  y ait  des  lignes  -+-  &: non  pas 

alternativement  , mais  deux  plus  de  fuite  -f-  , ou 

deux dans  quelques  termes,  alors  il  y a néccflaire- 

ment  des  racines  pofitives  & des  racines  négatives. 

De  la  préparation  des  équations. 

Préparer  une  équation , c’eft  lui  donner  la  forme  la 
plus  commode  Sc  la  plus  avantageufe  pour  parvenir  à fa 
réfol ution , qui  donne  celle  du  Problème  propofé. 

Il  y a quatre  préparations  néceflaircs  fans  lefquelles 
on  ne  pourroit  réfoudre  l’équation  propofée , aufquclles 
j’en  ajoute  quatre  autres  qui  font  d’élégance  &:  non  pas 
de  nécclfitc  , & qui  rendent  fa  réfolutionplus  facile. 

i°.  La  première  & la  plus  eflentielle  confifte  à faire 
évanoüir  toutes  les  inconnues  hors  une  feule  dans  l’équa- 
tion unique  à laquelle  on  a reduie  toutes  les  équations 
qu’on  a trouvé  d’abord  fuivant  les  conditions  du  Pro- 
blème. 

i°.  La  fécondé  confifte  à délivrer  cette  unique  équa- 
tion de  toutes  grandeurs  incommenfurables  ; s’il  y en 
a , multipliant  tous  les  termes  de  l’équation  , pour  l'é- 
lever à la  puiiïance  exprimée  par  l’cxpofant  du  figue 
radical  de  ces  grandeurs  incommenfurables. 

j°.  La  troifiéme  confifte  à délivrer  cette  équation  de 
toute  fra&ion  , ce  qui  fc  fait  encore  en  élevant  l’équa- 
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tion  à la  puiflancc  exprimée  par  le  dénominateur  de  la 
fra&ion  s’il  n’y  en  a qu’une  , ou  par  la  fomme  de  tous 
les  dénominateurs  s’il  y a plufieurs  fractions. 

4°.  La  quatrième  li  le  premiier  terme  qui  contient  la 
haute  puiflancc  de  l’inconnuë  à un  coefficient  différent 
de  l’unité , il  faut  divifer  tout  par  ce  coefficient  ou  mul- 
tiplicateur. 

y°.  11  faut  rendre  tous  les  termes  pofitifs  hors  le  pre- 
mier fcul  qu’il  faut  rendre  négatif  pour  rendre  le  der- 
nier terme  qui  cft  l’homogénc  de  comparaifon  pofitif , 
lorfqu’il  cft  négatif  dans  lcquation  propofée  , &:  à cet 
effet  je  change  tous  les  lignes  de  l’équation. 

Or  fi  l’on  change  tous  les  lignes  des  termes  pairs , fça- 
voir  le  fécond,  le  quatrième,  le  fixiéme  , &c.  dans  une 
équation  fans  toucher  aux  lignes  des  termes  impairs  qui 
font  le  premier  , le  troifiéme , le  cinquième  , &c.  alors 
toutes  les  racines  pofitives  feront  changées  en  négatives , 
& les  racines  négatives  feront  changées  en  pofitives. 

Au  contraire , fi  l’on  change  tous  les  fignes  dans  les  ter- 
mes d’une  équation  où  la  puiflance  de  l’inconnue  a pour 
expofant  un  nombre  impair  comme  x‘ , x*  , , x 7.  &c. 

fans  toucher  aux  fignes  des  autres  termes.  Alors  toutes 
les  racines  pofitives  feront  changées  en  négatives , & les 
racines  négatives  feront  changées  en  pofitives. 

6°.  Il  faut  réduire  l’équation  propofée  à fa  plus  fimple 
exprclfion  ou  à moindres  termes  ; ce  qui  fc  fait  en  la  ré- 
duifant  à l’équation  primitive  d’où  elle  cft  dérivée  comme 
il  fuit.  Par  exemple  , foit  lcquation  propofée  A . . a* 

* A1  «' 

i y o z.1  -H-  7100a  = 10  joo  = o , dont  les 

ccefficicns  numériques  font  diftinguez  par  les  différentes 
puiflances  de  l’inconnue  a 

Les  trois  racines  de  cette  équation  font  pofitives , c’eft 
a 30  = 0 ,a 50  =0  , & a 70=  o, 

Je  divife  tous  cœfficiens  ou  multiplicateurs  par  quel- 
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qu’un  des  nombres  premiers  & par  fes  puiflanccs  corref. 
pondantes  à celle  de  a ,•  mais  pour  abréger  je  tente  d’abord 
la  divifion  alternativement  par  les  puiflanccs  des  nom- 
bres impairs  ic  des  pairs  la  divifion  de  l'homogene  ou 
dernier  terme  loyoo,  qui  répond  à a\  je  le  divife  d’abord 
par  les  rroifiémes  puiflanccs  des  nombres  premiers  feule- 
ment qui  peuvent  le  divifer  cxa&ement. 

Or  lecube  de  y cft  ny  ,jedivifc  ioyoo  = 4’  par  ny  , 
j’ai  le  quotient  cxaél  840, qui  fera  l’homogène  d’une  autre 
équation.  Je  continue  la  divifion  par  les  autres  puiflanccs 
de  y , puifquc  7 1 00  = a1 , je  le  divife  par  2. y quarre  de 
y , le  quotient  cft  184.  De  même  je  diviiè  iyo  = 4par  y , 
le  quotient  cft  30 , ce  qui  donne  l’équation  plus  fimple  , 

4.  41 

B . . y'  307*  2847 7100  = o.  dont  les 

racines  font^ 6 =0  ,7 1 o ==  0,7 1 4 = o. 

Je  tente  encore  par  la  divifion,  fi  je  pourrois  réduire 
l’équation  B aune  expreflion  plus  fimple  par  la  fuite  des 
puiflanccs  d’un  nombre  premier  correfpondantes  aux 
multiplicateurs  marquez  parles  puiflanccs  de  4, 

Je  divife  l’homogéne  840  = 4*  par  8 cube  a , le  quo- 
tient cft  loy  qui  cft  un  autre  homogène. 

Je  divife  184  = 4l  par  4 quarré  de  1 , le  quotient 
cft  71.  Enfin  je  divife  30  =4  par  a , le  quotient 
cft  1 y.  ce  qui  donne  une  autre  équation  réduite  encore 

C.  ..  x*  iy  x1  71  x ioy  =0. 

à moindres  tcrmes,dont  les  racines  font  pofitives  x 3 

Comme  je  ne  peux  plus  divifer  cette  équation  par 
les  puiflances  d’aucun  nombre  premier}  je  conclus  que 
c’cft  l’équation  primitive  dont  l’équation  propofée 
A cft  dérivée.  Or  il  eft  plus  facile  de  téfoudre  l’é- 
quation C que  l’équation  propofée  A.  Et  après  avoir 
trouvé  fes  racines  je  les  multiplie  par  les  divifeurs 

/ iij 
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que  j’ai  employé  , y & i;or  3.  y.  7 multipliez  par 
5 &:  par  z donnent  30,  50,70,  pour  racines,  c’cA-à« 

direz. 30  = o , z, 50  = 0 , z. 70  = 0 font 

les  trois  racines  defirées,  puifque  ce  font  les  trois  équa- 
tions du  premier  degré  dont  l’équation  propofée  A con- 
tient le  produit. 

Remarque.  Cette  préparation  qui  n’eft  que  d’élegance 
mais  très-naturelle,  puifqu’il  cft  aulîi  abfurde  de  vouloir 
réfoudre  une  équation  fans  la  réduire,  comme  de  trouver 
la  valeur  d’une  fraéHon  fans  la  réduire  à fes  moindres  ter- 
mes, fournit  un  moïen  facile  &:  (impie  de  réduire  toutes 
les  équations  compofécs  à leur  équation  primitive  dont  la 
valeur  des  racines  font  des  nombres  premiers;  ce  qui  don- 
ne moïen  d’en  drefler  des  tables , comme  il  eft  expliqué 
ci-dcfliis  , page  y 8. 

70.  Enfin  toute  équation  propofée  étant  réduite  à moin- 
dres termes,  je  place  l’homogcnc  fcul  qui  cft  le  dernier 
terme  dans  le  fécond  membre , parce  qu’il  cft  connu  ,•  & 
je  mets  dans  le  premier  membre  tous  les  autres  termes. 
Cette  difpofition  cft  la  plus  favorable  pour  la  réfolution, 
puifque  tout  l’inconnu  eft  dans  le  premier  membre,  & 
le  connu  dans  le  fécond  membre,  ce  qui  cft  très-naturel; 
on  voit  clairement  ce  qu’il  faut  faire,  c’eft  de  tirer  la  ra- 
cine de  chaque  membre.  Toute  autre  difpofition  n’eft  ni 
aflez  fimple  , ni  affez  naturelle  : j’avoüe  que  la  difpoGtion 
de  Mr.  Defcarres  qui  place  toutes  les  grandeurs  dans  le 
premier  membre,  & le  zéro  feul  dans  le  fécond  membre  , 
cft  préférable  à toute  autre  difpofition  lorqu’il  s’agit  de 
former  une  équation  ; mais  celle-ci  mérite  la  préférence 
lorfqu’il  s’agit  de  réfoudre  ces  équation*. 

En  quoi  conjijle  la  réfolution  des  Equations. 

La  réfolution  de  route  équation  confiftc  à trouver  fes 
racines  ou  les  valeurs  de  l’inconnuë,  c’eft-à-dire  à trouver 


Digitized  by  Google 


Livre  premier.  207 

chacune  des  équations  fiinples  du  premier  degré  qui 
en  font  élemens  5 c donc  elle  contient  le  produit  , & 
d’en  trouver  autant  que  l’expofint  du  degré  de  l’équation 
contient  d’unitez  ; il  faut  de  plus  que  chaque  valeur  de 
l’inconnue  foit  un  nombre  entier , car  une  fraêlion  ne  peut 
point  être  la  valeur  d’une  inconnue  dans  une  équacion 
préparée  , où  il  nefe  trouve  par  confisquent  ni  fraûions 
ni  incommenfurables. 

Mais  avant  d’entreprendre  de  réfoudre  Jes  équations 
de  tous  les  degrez  à l'infini,  c’eft-i-dire  d’en  trouver  les 
racines , il  faut  examiner  d’abord  comment  les  racines  8c 
leurs  valeurs  font  contenues  dans  une  équation  8c  dans 
tous  fes  termes , comme  il  fuit. 

Comment  les  racinesoules'ualeitrs  des  racines  font  contenues 
dans  une  équation  & dans  fes  dijfcrens  termes. 

En  général  toute  équation  contient  le  produit  de  tou- 
tes fes  racines  multipliées  les  unes  par  les  autres  5 c’cft  la 
fomme  des  produits  particuliers.  Mais  chaque  produit 
particulier  donne  un  terme  ou  une  partie  d’un  terme  de 
l’équation. 

Je  prends  pour  exemple  une  équation  littérale  du  troi- 
fiéme  degré  8c  une  équation  en  nombres  du  même  degré 
pour  en  examiner  plus  facilement  chacun  des  produits. 

x a = o 


X x —H  b = O 


H-  bx  ab  ==  o 

x x c = o 

x 1 a x1 abx  -4-  abc  =■  O 

-4-  b x1  -4—  a c x 

c x1 b ex 
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X 2 = O 

x x -f-  4 = o 

X*  IX 

-f-  4>T  — ? = O 

x*  -f-  2 x • 8 = e 

x x 2 = o 

. • 

x*  — t-  z x1 8 x H—  l 6 =a  • 

zx‘ 4X 

ou  x*  -+z.  o x1  - — 1 2 x -f-  i 6 = o. 

Chacune  de  ccs  équations  eft  du  troifiéme  degrc  Sc  con- 
tient quatre  termes. 

Le  premier  terme  contient  la  haute  puiffance  de  l’incon- 
nue feule  ; & le  dernier  terme  contient  feulement  le  pro- 
duit des  trois  racines , a b c , ou  16 , qui  réfulte  en  multi- 
pliant les  trois  racines  l’une  par  l’autre  a x bxc  = abc, 
2x  4 x 2=  i6.  Voilà  ce  qui  eft  contenu  dans  les  deux 
termes  extrêmes. 

Tous  les  termes  moïens  contiennent  un  multiplicateur 
avec  une  puiHancc  de  l’inconnue,  laquelle  diftingueles 
différent  termes  par  la  différence  de  fes  degrez. 

Ainfi  dans  l’équation  littorale , le  fécond  terme  con- 
tient trois  grandeurs  a , b , c multipliées  par  la  meme  puif- 
fance x*  qui  eft  moindre  de  l'unité  que  dans  le  premier 
terme  j c'eft  pourquoi  ce  font  des  produits  partiaux  qui 
ne  font  qu'un  feul  terme , or  fi  -H  * qui  eft  pofitif  = les 
deux  grandeurs  négatives  a & c,  alors  ccs  grandeurs  éga- 
les fe  détruifent  par  des  fignes  contraires  , comme  il  fe 
voit  dans  l’équation  numérique  x’  ^+2  o x1  — i z x 1 6 
===  o dans  laquelle  le  multiplicateur  du  fécond  terme 
eft  détruit  &:  fa  place  vuide  eft  remplie  d’un  zéro,  qui 

étant 
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étant  nul,  ce  fécond  terme  eft  abfolumcnt  nul, 

Le  fécond  terme  contient  toujours  la  fomme  de  toutes 
les  racines , c’eft-à-dire  i°.  que  fon  multiplicateur  contient 
réellement  la  fomme  de  toutes  les  racines  fi  elles  font  fem- 
blablcs , ou  toutes  pofitives  ou  toutes  négatives.  z°.  Si 
elles  font  inégales  avec  des  fignes  contraires,  cette  fom- 
me eft  la  différence  des  pofitives  Sc  des  négatives.  30.  Si 
les  racines  négatives  font  égales  aux  pofitives,  leur  fom- 
me ou  leur  différence  eft  zéro , ce  qui  détruit  le  fécond 
terme. 

Le  coefficient  ou  multiplicateur  11  du  troifiéme  terme 
nx  dans  l’équation  numérique  du  troifiéme  degré  con- 
tient la  fomme  des  produits  des  racines  prifes  deux  à deux 
&:  multipliées  par  une  puifiance  de  x moindre  de  deux 
unirez  que  dans  le  premier  terme.  La  preuve  en  eft  évi- 
dente dans  le  troifiéme  terme  de  l’équation  littérale , dans 
laquelle  le  troifiéme  terme  contient  les  trois  produits 

* £ x * > «oui  b (Xi' 

a b x. 

-+-  a ex. 

b c x. 

Si  l’on  forme  une  équation  d’un  degré  plus  élevé , com- 
me du  quatrième,  cinquième  fixiéme  degrez  , en  réité- 
rant la  multiplication  des  racines  femblables  ou  différentes; 
on  remarquera  que  le  quatrième  terme  contient  au  mul- 
tiplicateur quatre  produits  des  valeurs  de  quatre  racines 
prifes  trois  à trois , multipliées  par  une  puifiance  de  l’in- 
connue moindre  de  trois  unitez  que  celle  du  Ier.  terme. 

Que  le  multiplicateur  du  cinquième  terme  contient 
cinq  produits  des  valeurs  de  quatre  racines  prifes  quatre 
à quatre.  Et  ainfi  de  fuite  à l’infini , on  trouvera  autant 
de  produits  que  les  racines  peuvent  en  fournir  de  dif- 
férens.  ^ 

Antlyfe.  u 


Digitized  by  Google 


zio  Analyse  generale, 

Mais  le  pénultième  terme  dans  toute  équation  cft  tou- 
jours celui  qui  contient  l’inconnuë  au  premier  degré  avec 
tous  les  multiplicateurs  partiaux. 

11  fui  delà,  i°.  Que  dans  les  termes  pairs  quifontle 
fécond  , le  quatrième,  le  lixiéme , Sec.  les  racines  y font 
toujours  dans  le  nombre  qui  fuit , fçavoir,  une  à une  pour 
multiplier  l’inconnuë  dans  le  fécond  terme  ; mais  dans 
tous  les  termes  pairs  fupérieurs  , les  racines  y font  multi- 
pliées en  nombre  impair  ; fçavoir,  trois  à trois  dans  le  qua- 
trième terme  , cinq  à cinq  dans  le  cinquième  terme , fept 
à fept  dans  le  huitième  terme  , &c. 

a°.  Dans  les  termes  impairs  à commencer  par  le  troi- 
fiémc  & continuer  par  le  cinquième  , le  feptiéme  , &c. 
les  racines  y font  multipliées  en  nombre  pair  , fçavoir 
deux  à deux  dans  le  troifième  terme , quatre  à quatre , 
dans  le  cinquième  terme , fix  à fix  , dans  le  feptiéme 
terme,  &c. 

Régie  générale  pour  les  Jign es  dans  les  différent  termes 
des  Equations. 

i°.  Si  toutes  les  racines  de  l’équation  font  négatives  , 
tous  les  termes  de  l’équation  ont  nécefiYirement  le  li- 
gne -+- , car  alors  les  racines  font , x -+-  a = o , ou 
x b = o , &c.  Ainfi  tous  les  produits  qui  en  font  for- 

mez ont  néceffaircmcnt  le  ligne  -t-. 

a°.  Si  routes  les  racines  font  pofitives , comme  x <* 

= o,  alors  tous  les  cermes  ont  alternativement  les  fi- 

gnes  -+-  &r , car  le  premier  terme  a toujours  le  ligne 

par  hyporhéfe  , le  fécond  terme  a le  figne  

puifqu’il  contient  la  fomme  des  racines  politivesqui  ont 
toutes  le  ligne dans  l cquation  lîmple  , comme  x — a 

3°.  Dans  tous  les  autres  termes  de  l'équation  , lorfque 
toutes  les  racines  font  gplitives , alors  tous  les  termes  pairs 
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comme  le  quatrième,  le  fixicme,  &C.  ont  le  ligne , 

puifqu’ils  011c  pour  multiplicateur  ou  coefficient  la  fournie 
des  produits  des  racines  en  nombre  impair  , rjui  ont  le 
figue- — — . ' 1 - J- 

Mais  au  contraire  tous  les  termes  pairs  ont  le  ligne  -f-  , 
puifqu’ils  ont  pour  multiplicateurs  les  produits  des  valeurs 
des  racines  multipliées  en  nombre  pair,  puifque  — x — 
donne  — 1-. 

D’où  il  fuit  que  lorfquc  toutes  les  racines  font  pofiti- 
ves  , alors  tous  les  termes  de  l’équation  ont  alternative- 
ment les  fignes  -4-  ic . 

4°.  Il  fuie  de  là  que  lorfqu’il  y a des  -f-  &dcs dans 

une  équation  , & qu’il  fe  trouve  tantôt  deux  fois  le  ligne 

-t-  , tantôt  deux  fois  le  ligne , c’eft  une  marque  qu’il 

y a des  racines  pofuives  &:  des  racines  négatives. 

y0.  Comme  le  dernier  terme  ett  le  produit  de  toutes 
les  racines , lorfque  le  nombre  des  racines  politives  eft 
pair,  le  dernier  terme  a le  ligne  -+-  s mais  fi  le  nombre 
des  racines  politives  eft  impair  , le  dernier  terme  a le 
ligne ; d’où  il  fuit  que  fi  le  dernier  terme  d’une  équa- 

tion a le  figne  — , il  a néceflaircment  des  racines  pofitives 
réelles;  car  les  racines  imaginaires  qui  ont  des  fignes  con- 
traires fe  détruifent  & donnent  le  figne  -4-  au  produit 
réel  qu’elles  rctabliffcnt  par  leur  multiplication. 
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SECTION  TROISIEME. 

La  réfolution  des  Equations  en  général 
& en  particulier. 

La  réfolution  des  Equations  pures  & fimplts  de  tous  les 
devrez,,  avec  la  formation  cr  la  réfolution  des  Equa* 
fions  du  fécond  degré. 

LA  réfolution  d’une  équation  d’un  degré  quelconque 
conflftc  en  général  à trouver  les  racines  dont  elle 
contient  le  produit , Sc  ccs  racines  font  les  équations  Am- 
ples du  premier  degré  par  la  multiplication  defqucllcs  l’é- 
quation eft  formée,  voilà  fes  élcmcns.  Ainfi , chercher  les 
racines  d’une  équation  , c’cft  la  réduire  aux  équations 
Amples  du  premier  degré  qui  (ont  fes  racines  réelles  ; de 
forte  qu’on  dit  qu’une  équation  eft  irréductible  lorfqu’on. 
ne  peut  la  réduire  à des  équations  du  premier  degré  dans 
Icfquellcs  la  valeur  de  l’inconnue  foit  réelle , mais  imagi- 
naire, ou  mixte  imaginaire. 

Or  une  équation  contient  autant  de  racines  qu’il  y a 
d’unitez  dans  l’expofant  de  fon  degré,  qui  eft  égal  àl’ex- 
pofant  de  l’inconnue  du  premier  terme  qui  eft  toujours 
fa  plus  haute  puiflance  dans  l’équation.  Ainfi  il  faut 
trouver  pour  chaque  équation  autant  d’équations  Am- 
ples , ou  du  premier  degré , que  la  haute  puiflance  de 
l’inconnue  contient  d’unitez.  Il  faut  que  leurs  valeurs 
foient  réelles , puifque  l’inconnue  dans  une  équation  a 
autant  de  valeurs  que  l’expofant  de  fa  haute  puiflance 
contient  d’unitez  j & que  les  valeurs  imaginaires  mar- 
quent de  l’impoflibilité  dans  le  Problème  qui  a donné 
l’Equation. 
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Pour  U réfolution  des  Equations  de  tous  les  degrez 
à l'infini. 

Soit  en  général  l’équation  d’un  degré  quelconque. 

P P — * P — 1 P 

x -fig  a x -fig  b"  x . . &c.  = z. 

J’ajoute  de  part  & d’autre  la  grandeur  m élevée  à la 

même  puiflance  que  l’inconnue  c’eft  m Alors  je  confé- 
déré le  premier  membre  de  l’équatiot\,  comme  la  puiffan- 
ce  du  binôme  x HH  m > du  même  degré  que  l’équation  •, 
elle  feroit  parfaite  fi  tous  les  multiplicateurs  a b.  &c.  des 
termes  moïens  étoient  les  puiflanccs  inférieures  de  m. 

. . P P- 1 p— i pp  P 

j’ai  x ax  ~+~  b"  x . . &c.  -+*  m -+-  * # 

Enfuite  je  tire  la  racine  de  chaque  membre  & du 
même  degré  que  l'équation  exprimée  par  cette  formule} 

* V P , P— 1 . P 1 „ T ¥ P/  P p 

1/  z + 4X  -figb' x . . Sec.  — 1/  ix  -4-2, 

abrégeant  cette  cxpreflTion  &:  fubftituant  des  nombres  en  la 
place  des  lettres,  je  trouve  en  nombres  entiers  la  première 
racine,  qui  me  fert  à divifer  l’équation  proposée;  & le 
quotient  eft  une  féconde  équation  abaiflee  d’un  degré  fur 
laquelle  j’opère  de  même,  & je  continue  jufqua  ce  que 
j’aye  réduit  le  tout  à une  équation  du  premier  degré  : par 
ce  moïen  je  trouve  de  fuite  toutes  les  équations  ou  ra- 
cines dont  lcquation  propofée  eft  le  produit,  ce  qui  s’é- 
claircira dans  la  fuite  par  des  exemples. 
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La  réfoutien  des  Equations  pures  (fi  ftmples  de  tous  les 
degrez  à l’infini. 

Il  y a dans  tous  les  degrez  des  équations  pures  te 
{impies , &:  dans  le  fécond  degré  Se  dans  les  autres  fupé- 
neurs , il  y a au{fi  des  équations  affrétées. 

Les  équations  pures  te  Amples  font  celles  qui  n’onc 
que  deux  termes , l'inconnue  avec  un  nombre  ou  une 

lettre  connue,  comme  x1 a = o.  xl  -4-  i = o , 

l’inconnue  peut  avoir  un  expofant  quelconque,  ce  qui 
détermine  le  degré  de  lcquation  , comme  x'  ,x\  x* , 
&c.  & le  ligne  qui  joint  ces  deux  termes  a le  figne  , 
ou  le  figne , ce  qui  comprend  deux  cas. 

Premier  cas.  Si  l’expofant  de  l’inconnue  cft  un  nom- 
bre pair  comme  x l,  x*,  Se  que  fa  valeur  ait  le  figne , 

ce  qui  marque  qu’elle  cft  pofitive  dans  l’équation  égalée 
• zéro,  comme  x1 4 = 0,  x4 1 6 =0 , les  va- 

leurs des  deux  racines  font  réelles  Se  rationellcs , l’une 
pofitive  x — z = o , l’autre  négative  x -4-  z = o , car 
en  multipliant  l’une  de  ces  équations  par  l’autre 

j’ai  x* z x 

-f-  1 x 4 ==  o 


x1  ox  • — 4==o,ou  x1' 4 = 0. 

Mais  fi  j’ai  x1 6 = o,  fes  deux  racines  font  ré- 

elles , mais  irrationelles  ou  incommenfurables  , puifque 
én’eftpoint  un  quarré  d’un  nombre  entier,  maisdel’in- 
commcnfurablev^T  Saracine  pofitive  eftx  — = 0, 
fa  racine  négative  cft  x H-  >/~ï  =•  o. 

En  général , foit  x? a = o { dans  laquelle  l’cx- 

pofant  p fignifie  un  nombre  pair  quelconque  ) on  aura 
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pour  les  deux  racines  x a = o.  car  en  élevant  l’une 
& l’autre  de  ces  deux  binômes  à la  même  puiflance  pair, 
en  les  multipliant  l’un  par  l’autre  autant  de  fois  moins 
une  que  l’expofanc  contient  d'unitez  , le  ptoduit  fera 


toujours  xP a = o 

Second  cas.  Si  la  valeur  de  l’inconnue  eft  négative 
dans  1 équation  du  fécond  degré  , du  4e.  te  du  6e.  te 
autres  degrez  pairs  , ce  qu’on  connoit  par  le  ligne 
comme  dans  x1  — f—  4 = 0.  dans  ce  cas  les  deux  valeurs 
de  l inconnuë  x1  font  imaginaires , c’cft  x -+-  V 7 
===  o , te  x = o , car  aïant  élevé  une  quan- 
tité négative a , ou % , à la  fécondé  puiflance  ou 

à toute  autre  puiflance  , dont  l’cxpofant  eft  le  nombre 


pair/» , donnera  toujours  -+-  a te  jamais  a , au 

produit. 

T roifiéme  cas.  Si  l’expofant  de  l’inconnue  eft  un  nom- 
bre impair  ,1,3,  y , 7 , &c.  l’inconnue  dans  le  premier 
degré  n’a  qu  une  feule  valeur,  mais  dans  les  autres  de- 
grez , elle  n’aura  qu’une  valeur  réelle  qui  eft  pofirivc , 

lorfqu’elle  a le  ligne  , dans  l’cquation  du  premier 

degré , comme  x a = o. 

Quatrième  cas.  Mais  cette  racine  réelle  eft  négative 
lorfqu’elle  a le  ligne  H-  dans  l’équation  du  premier  de- 
comme  x -H  4 = o,  toutes  les  autres  racines  font  ima- 
ginaires dans  ces  quatre  cas;  ainfi  dansx1 a T o, 

qui  eft  du  premier  degré  la  valeur  a précédée  du  ligne 
• eft  politive. 

Dans  l’équation  pure  te  fimple  du  troifiéme  degré 

— — a'  = 0,  la  racine  eft  réelle  &:  pofitive,  c'eft  x a 

=•  o,  car  la  racine  d’une  puiflance  pofitive  eft  pofirive, 
mais  dansx’  -4-4’=.  o qui  eft  une  troifiéme  puiflance 
négative  la  racine  réelle  cftnégative,  c’eft  x -b-  ,.-=o, 
puifque  le  cube  d’une  grandeur  négative  eft  négatif,  en 

général  foit  x"1 4*1  =====  o ( dans  laquelle  l’cxpofant  q 
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marque  un  nombre  pair  quelconque  ) on  'aura  pour  la 

racine  réelle  & pofitive  x a = o , au  contraire  dans 

at*1  -4-  4*1  = o , on  aura  pour  racine  réelle  & négative 
x -4-  a=  o. 

Toutes  les  autres  racines  des  degrez  fupérieurs  à com- 
mencer par  le  troifiéme  font  toutes  imaginaires  , excep- 
té la  première  racine  dans  les  équations  pures  & (impies, 
foit  que  l’cxpofant  delà  haute  puiflar.ee  foit  pair  ou  im- 
pair, &:  (oit  que  le  terme  connu  qui  eft  l’homogéne  de 
l’équation  foit  pofitifou  négatif.  Exemple,  dans  le  troi- 
liéme  degré  x 5 8 = o , n’a  qu’une  feule  racine  ré- 
elle pofitive , x i = o , les  deux  autres  font  mixtes 

imaginaires , & négatives  dans  la  partie  réelle  , & l’une 
pofitive  , l’autre  négative  dans  la  partie  imaginaire  , 
c’cft  x -H-  1 V — j ■ — a o , x — 4~  r — V — j — o. 

Formation  de  x5| 8 = o. 

X -f-  I V7 — )=  o 

x x -4-  i -4-  = o 

XI  -4-  I X X v'—f 

-+-  I X -+-  I I Y/~) 

-4-  x V — } -4-  i V — , -f-  3 =*=  o. 

x 1 -4-  i x -4-  i -4-  3 ( -4-  4 ) = o 

ou  x1  -4-  i x -4-  4 =o 
x x t = o 

x'  -4-  i x1  -4-  4 x 

i x * 4 x 8 ==  a 

x!  O X*  -Y-  o x 8 = o 

ou  x’ 8 = o 

Formation 


m 
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Formation  de  x'  g = o. 


x i v'ZTf  = o 

x X i -4-  y/—  = o 

xl i x x V — , 

— ix  -+-  i -+-  ï 

xv'~i i -f-  3 i=o 

** 2-  x —4—  4 = o 

X X —4—  1 : O 

, • - * 

i X1  -+-  4 x 

-+-  z x1 4 x -4-  8 — ~ o 

x*  o xx  o x -4-  8 = o 
oux1  (■  8 1 ■ o 


De  même  dans  x 1 -+-  8 = o , la  racine  réelle  eft  né- 
gative , c’eft  x -4-  z = o , les  deux  autres  racines  font 
mixtes  imaginaires , pofitives  dans  la  partie  réelle,  mais 
l’une  pofitivedans  la  partie  imaginaire, l’autre  négative, 
ce  qui  fait  que  l’imaginaire  fe  détruit  par  des  fïgnes 
contraires  , & ne  paroît  point  dans  l’équation , dans  la- 
quelle l’homogéne  8 eft  le  produit  de  la  racine  [a,  par 
4 =f=  ï-H  j qui  eft  le  produit  i de  i x i réel , & 3 pro- 
duit réel  de  l’imaginaire  vCTJ  x vCT]. 


Analj/Je. 


x 
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Formation  des  F quations  du  fécond  degrc  par  toutes  les 

efpéces  des  racines  différentes. 

Chaque  équation  du  fécond  degré  cft  formée  par  la 
multiplication  de  deux  équations  du  premier  degré. 

Formation  par  deux  racines  Formation  par  deux  Racines 
égales  & poftives , réelles  (gales  & négatives , reel- 

& rationelles,  - . les  & rationclles. 


4 x —f—  I 6 


xl 8 x 1 6 =====  o 


x H-  4X 

-4-  4*  -+-  1 6 = o 


Livre  premier. 


Par  deux  Racines  égales  l'une 
pofitive , l'autre  négative. 


x 

X X 


6 

6 = 


i O 
O 


xl 6 x w 

H—  6x i 6 = o . 

x1  + ox 3 6 ===  o 


Par  deux  Racines  inégales  , 
tune  poftive  , C autre 
négative. 

- 6 


x 

X X 


: O 
O 


■6x 

7 x 4* 


x 


I X 


41 


Formation  par  deux  Racines  irrationclles. 


Irrationelles  égales  poftives. 
x V~  = o _ . . 

x x — v~r  = o 

x‘ x V~ 

x V~  i = o 


ix 


Ces  deux  racines  ne  fe  ren- 
contrent jamais  dans  une  é- 
c] nation  préparée  & réduite  à 
fa  forme  la  plus  fimple  : ni 
les  racines  irrationelles  in- 
égales. 


Irrationelles  égales  , l’une 
pofstive , l'autre  négative. 

x - — = ° 

x x -f-  = o 


x1 X V x 

-4-  x v/T  - — t.  = o 


x -fox- 
■ — - "* 


X tj 
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Format  ion  des  Equations  du  fécond  degré  far  deux  racines 
imaginaires  du  premier  degré  & toujours  égales , & 
contraires. 

x -f 4 = o 


i 


Mixtes  imaginaires, 
x 4 -f-  3 = ° 

x1 4*  -t 3 x 

4 x -I-  1 6 

jx  — f- 

x* 8x(-Hi6-+-?)-h  2-3  = 0 

Par  deux  racines  imaginaires  du  fécond  degré . 
x -t-  4 -4-  v7 — ) = o 

x x h-  4 — = o 

x*  -f-  4X  -h  x V~f 

+ 4Jf  + 16-4-4  v—i 

x 4 V — ; -4-  3 = 0 

8x  (+16+3)  + 1 9 = 0 
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Remarque.  La  multiplication  des  imaginaires  n’cft  poi  ne 
difficile , les  imaginaires  ont  deux  fignes  qui  les  précé- 
dent , le  fécond  eft  toujours  négatif,  il  eft  invariable  dans 
le  calcul  , foit  qu’il  y ait  un  radical  comme  dans  les 
imaginaires  du  fécond  degré  ^ ^—ï»  ou  qu’il  n’y  ait 
point  de  ligne  radical  comme  dans  les  imaginaires  du  pre- 
mier degré.  H 3 , & 3. 

Une  grandeur  réelle  multipliée  pat  tme  grandeur  ima- 
ginaire donne  toujours  un  produit  imaginaire,  c’eft  une 
contagion  qui  fe  contraûc  même  par  l’addition  & par  la 
fouftraâion  ; or  comme  les  racines  imaginaires  font  tou- 
jours deux  à deux  Sc  avec  des  fignes  contraires  dans  une 
équation  , dans  laquelle  ces  imaginaires  ne  paroifTenc 
point,  il  fuit  de-là qu’ils  fe  font  détruits,  ainû  ils  donnent 
des  produits  mixtes  imaginaires  , qui  fe  détruifent  auffi 
par  des  fignes  contraires,  & il  ne  relie  dans  l’équation  que 
le  produit  des  grandeurs  réelles  par  les  grandeurs  réelles, 
car  le  produit  des  imaginaires  par  les  imaginaires  con- 
traires, rétablit  la  grandeur  réelle  par  la  multiplication 

qui  eft  toujours  pofitive,  ainfi  -4-  4 x 4 

= -4-  16  , &c  de  même  -4 x . 

V~  donne  -4-  3 au  produit. 

Mais  lorfque  les  imaginaires  ont  le  même  premier  figne, 

leur  produit  donne  une  grandeur  négative,  ainfrH 3 

x H 3 , donne 3.  de  même V — } x — V — y 


La  rifolution  des  Equations  du  fécond  degré. 

Nous  venons  de  donner  la  réfolution  des  équations 
pures  & fimples  de  tous  les  degré  à l’infini  ; il  refte  à 
donner  la  réfolution  des  équations  affeflées  de  termes 
moïens , ce  font  celles  qui  ont  plus  de  deux  termes or 
les  équations  affeûées  des  termes  moïens  ont , ou  tous 
leurs  termes  comme  les  puiffances  jC’cft-à-dirc,  au- 

x iij 
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ant  de  termes  que  l’expofant  de  leur  degré  contient  d’u- 
nitez,&  un  terme  encore  déplus,  ou  bien  i!  y manque 
quelque  terme,  ce  qui  eft  facile  à connoître,  puifque  les 
pûiflances  de  l’inconnuë  diftingue  feule  les  termes  8c 
non  pas  le  nombre  des  grandeurs  , puifque  nous  avons 
vu  que  toutes  les  grandeurs  qui  font  multipliées  par  la 
même  puiflancc  de  l’inconnuë,  ne  font  toutes  enfemble 
qu’un  lcul  8c  unique  terme  ; donc  11  la  fuite  des  pûiflances 
eft  interrompue  , ou  qu’il  s’y  en  trouve  quelqu’une  multi- 
pliée par  zéro  , c’eft  une  marque  que  ce  terme  eft  éva- 
noui 8c  manque  dans  l’équation. 

£n  général,  toute  équation  du  fecoud  degré  s’exprime 
par  cette  formule  x ^ <*  x = b".  a 8c  b fonc  des 

nombres  ou  des  grandeurs  connues. 

L’expofant  b"  en  chifre  romain  eft  pour  conferver  la 
Loi  des  homogènes  , qui  veut  que  dans  une  équation 
tous  les  termes  aient  le  même  nombre  de  dimenûons , 
ici  b eft  un  nombre  quelconque. 

L’inconnuë  x%  eft  élevée  à la  z1*'.  puiflance,  parconfc- 
quentelleadeux  valeurs  ou  deux  racines  exprimées  par 

cette  formule  générale  x ^ { a f+T  J/  ± g a-\-  b.  = o 

Ces  formules  font  des  régies  abrégées  qui  preferivent 
ce  qu’il  faut  faire  pour  trouver  les  racines  des  équations,- 
mais  comme  la  formule  générale  pour  les  racines  em- 
barrafle  fort  les  commençans  , pour  leur  en  faciliter  1 in- 
telligence , j’entrerai  dans  le  detail  de  tous  les  cas  pof^ 
fibles  en  fuppofant  tous  les  termes  réels , il  y a fix  cas  qui 
donnent  fix  formules,  qu’il  faut  éclaircir  par  des  exem- 
ples; fçavoir , les  deux  formules  des  équations  pures  8C 

Amples,  la  première  formule  x * b = o , dont  les 

deux  racines  réelles , l’une  pofitive  8c  l’aucre  négative  , 
fontx^7v/T=o, !a  fécondé  formule  cftx  t b=  o, 

dont  les  deux  racines  font  imaginaires  x 4-  v/— - i=o. 
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Il  refte  donc  quatre  formules  des  fix  formules  ordinaires; 
fçavoir , la  troifiéme , la  quatrième , la  cinquième  & la  fi- 
xiéme  qu’il  faut  expliquer,  & ce  font  les  feuls  cas  des  équa- 
tions du  fécond  degré  affeélées  de  termes  moïens. 

3e.  xl  H-  a x = b 4e.  xl  ax  = b 

yc.  x 1 -+-  a x = - — b 6*.xl a x = b. 

La  réfolution  des  Equations  affectées  du  fécond  degré. 

Dans  la  troifiéme  formule  xx  -+-  ax  = b"  voilà  pour 
l’équation  : mais  la  formule  pour  les  racines  cft  x 

= i 4 rt  ~\/r  J a a -4-  b". 

Dans  cette  formule  toutes  les  équations  ont  deux 
racines  réelles  & inégales  la  plus  petite  pofitivc  , la 
plûs  grande,  négative.  Exemple  , en  nombres.  Soit 
l’équation  x‘  —H  iox=  144.  pour  trouver  fes  racines, 
fuivant  ce  qui  cft  preferit  par  la  formule  des  racines 
qui  cft  une  régie  abrégée,  j’ajoute  de  part&  d’autre  ± aa 
■ — — ^100  j’ai  donc  x*  —H  10  x -4—  4 * 00  = i I0°* 
-4-  144.  dont  il  faut  trouver  les  racines. 

I J c prends  la  moitié  du  multiplicateur  1 o =====  a , c’eft 
y =—  I a , que  je  garde  à part , ce  fera  la  première  par- 
tie de  la  valeur  de  la  racine. 

i°.  Pour  avoir  le  refte  de  fa  valeur  , je  quarre  cette 
moitié , c’eft  i a a , ou  1 100  , ou  ï|i  ==  i y , ou  finale- 
ment je  quarre  y ,&  j’ai  1 y.  ^ . 

j°.  A ce  quatre  j'ajoute  l’homogéne  qui  cft  le  dernier 
terme  fans  changer  fon  figne , c’eft  \ aa  -4-  b",  ou  ij 
-4-144=169.  

40.  J’en  tire  la  racine  quarrée , c’eft  ^-44-4-  é", 
ouVzj  H-  1 44  =>^7^  = IJ. 

y°.  Pour  avoir  la  première  racine  , je  prends  la  moi- 


12-4  Analyse  generale, 

tic  du  coœfficicnt  ou  multiplicateur  du  fécond  terme 
que  j’ai  mis  d’abord  à part -J  ou  y , que  j’ajoute  à cette 
racine  quarrcc  trouvée  , c’eft  a = i a - 4- 

y 7-'-  -t- 1". “■'=-!+  t'—zr—),  ou 

* f ^ Ÿ 169  > ou  x = y — f-  1 3 qui  fe  réduit 

à a-  ==  8.  voilà  la  première  racine  qui  eft  pofitivc  & la 
plus  petite. 

6°.  Pour  avoir  la  fécondé  racine  qui  eft  négative  , par 
la  formule  , c’eft  x = { a — a a 

& en  nombres  a = y jSJioo  -+-  i44  , ou  a 

y v/  i5  j 44  qui  donne  a = y 

y/,69'  ou  a = y I3,qui  donne  enfin  a= l8 

c’eft  la  féconde  racine  qui  eft  négative  & la  plus  grande! 

Pour  abréger  dans  l’équarion  propofée  a*  . 10  a 

==  144  , pour  rendre  le  premier  membre  un  quarré  par- 
fait , j’ajoute  dans  chaque  membre  le  quarré  de  la  moi- 
tié y du  multiplicateur  du  fécond  terme  10 , c’eft  i 100 

ou  ou  iy,  ce  qui  donne  a1 10  a Zy  ~ zl 

-+-  *44-  . 

*°*  Je  tire  la  racine quarrée  de  chaque  membre,  c’eft 

* -*“.*==  ^5  i44»ou*-*-  y = ^ =13, 

ce  qui  donne  a -t-  y ==  1 3 , & par  tranfpofition  a 

‘ î ■+■  1 3 = 8 , c’eft  la  première  racine  , la  fé- 
conde Cft  A == y i}== j 8j  c*cft-  la  fecondfi 

racine  négative. 

Pour  avoir  la  démonftration  , il  fuffit  de  multiplier  la 

première  racine  a 8==o,  par  la  fécondé  a xg 

o , leur  produit  donnera  l’équation  propolec. 


A 
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-v 8 = o 

x x — (—  1 8 ■ o 


xl  8 x 

*+*  I S x — — 14  4.  o 

x * H—  1 o a' 1 44  ==  o 

Remarque  frémi  ère.  II  y a dans  cette  équation  deux 
termes  de  fuite;  (ça voir  le  premier  & le  fécond  qui  ont 

le  ligne  -H  , & le  dernier  a le  ligne , ce  qui  montre 

que  1 équation  a une  racine  pofitive  & une  racine  néga- 
tive , car  fi  les  deux  racines  étoient  négatives  tous  les 
termes  auroient  le  ligne  -f-  , &:  fi  les  deux  racines  étoient 
politt vos , les  termes  auroient  alternativement  les  frênes 
-4-  & . * 0 


Refolution  des  Equations  affeSiées  du  fécond  degré. 


Dans  la  quatrième  formule  a1  ax=/>".  qui  a 

pour  la  formule  de  fes  deux  racines  a = 1 a -H 

a a ■+■  y. 

Cette  formule  cft  foûcontraire  à la  précédente  , car 
ce  lont  les  memes  racines , l’une  pofitive  Sc  l'autre  néea- 
tivc  qui  ont  des  lignes  contraires  , à ceux  qu’ils  ont 
dans  la  troifieme  formule  , ainfi  foie  l’équation  propo- 
se dans  la  quatrième  formule  a* 10  a = 144. 

. Sa  grande  racine  pofitive  cft  a—  i 8 — = 0 &r  fa  Dc 
me  racine  négative  cft  a -h  8 = o ; au  confire  dans 
la  troifieme  formule  foit  l’équation  propoféc  a1  10  x 
TT*  *44 . la  racine  négative  cft  a1  1 8 = o , la  po- 
iitive  cft  a 8=0.  •-  ’ p 

pour  les  trouver  , 1°.  j’ajoute  d’abord  dans  chaque 
membre  de  1 équation  propoféc  le  quarré  -+•  1 aa  de  la 

Analyfe.  * 
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j’aurai  encore  cette  petite  racine  en  ôtant  le  multiplica- 
teur j de  la  grande  racine  8. 

Remarque  troifiérne.  On  peut  encore  avoir  la  féconde  ra- 
cine d’une  équation  du  fécond  degré  par  la  divifion  apres 

avoir  trouvé  la  première  , foie  x1  — )—  iox 144=0, 

donc  j’ai  trouvé  la  racine  pofirivc  ,v 8 = o , je  di- 

vife  l'équation  par  cette  racine  , & le  quotient  ‘donne 
l’autre  racine. 

Divifeur\  Dividende  S Quotient  & t'1'  Racine 

u — 8=0  / xl  — 10  x — 144  = 0 / * -4-  I?  = o 

Jpuotiens. 


x . . 


18 

O 


x1 8 x premier  produit  à ôter. 

o •— f-  1 8 144  premier  refte. 

— t—  i8at 144  fécond  produira  ôter. 

o o fécond  &:  dernier  refte. 


Remarque  quatrième.  II  y a une  férié  infinie  d’équa- 
tions dans  la  troifiérne  formule , qu’on  peut  former  fur 
chacune  des  deux  valeurs  de  l'inconnue  x , parce  qu’on 
peut  combiner  tous  les  nombres  pofiibles  avec  une  valeur 
déterminée  en  nombre  quelconque.  Ainfi  prenant  une  ra- 
cine confiante  égale  à z,  l’autre  racine  peut  varier  par  la 
fuite  de  tous  les  nombres  à l’infini , ce  qui  fait  une  fé- 
rié infinie , & comme  je  peux  prendre  fucccflivemcnt 
pour  la  valeur  confiante  de  la  première  racine  chacun 
des  nombres  à l’infini , & dans  chaque  cas  prendre  fuc* 
ccfiivemcnt  tous  les  nombres  à l’infini  pour  la  fécondé  ra- 
cine; il  fuit  delà  que  je  peux  former  une  infinité  de  fériés 
infinies  d’équations  du  fécond  degré  dans  cette  troifiérne 

y ‘j 


/ 
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formule,  dans  laquelle  le  multiplicateur  a croifTant  con- 
tinuellement , fait  aufli  croître  à proportion  le  dernier 
terme  ou  l’homogénc  de  comparaifon  qui  contient  le 
produit  des  deux  racines. 

Outrcccla  fur  chaque  valeur  déterminée  de  a confiante, 
on  peut  former  une  férié  infinie  d’équations  dont  tous 
les  hofaogénes  font  différens , ce  qui  donne  des  équations 
Arithmétiquement  femblables  à l’infini. 

Séries  infinies  d'équat  ions  du  fécond  degré  dans  la  troi- 
fiéme  formule  fur  a.  (fi  h variables. . 


Pour  x = i. 

Pour  x = 4. 

x 1 -4-  0 x = 0 

x1  -f-  0 x = 16.  Rac. 4 —f-  4 

x1  -H  1 x = 6 

x*  -4-  1 x=  10.  R.  

î H”4 

x 1 — f-  2 x = 8 

x1  -4-  2 x = 24.  R.  

6-4-4 

x 1 -4-  3 x = 10 

xx  — 3 x = 28.  R.  

7-*-4 

x1  -4-  4 x=  12 

x1  -4-  4 x = 3 2.  R. 

8 —4—4 

x*  -4-  y x ==  14 

x*  -4-  y x ==  3 6.  R.  

9-1-4 

x*  -4-  6 x = j 6 

xx  -4-  6 x = 40.  R. 

10  -4-4 

x1  -4-  7 x = 18 

x'  -4-  7 x ==  44.  R. 

1 1 —J—  4 

&c.  à l’infini. 

&cc.  à l’infini. 

Série  infnie  pour  a confaut  = 7. 

x1  -f-  7 * = o 

xl  -+-  7 x = 8 

x 1 -+-  7 x = 18 
x 1 -H-  7 x <=  30 

**  H-  7 * — 44 
-V1  -f-  7 X = 60 
x 1 -4-  7 x = 78 
H-  7 x = 98 

x1  -fi-  y x =110  &c.  à l’infini. 
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Remarque  cinquième.  Dans  cette  troificmc  formule 
toutes  les  racines  font  inégales  , il  n’y  en  peut  avoir  dc- 
gales , car  elles  font  dans  la  première  formule  qui  com- 
prend les  équations  pures  &:  fimplcs. 

Dans  la  troiliémc  formule  la  grande  racine  eft  tou- 
jours négative  à caufe  du  ligne  -4-  du  fécond  terme  r 
c’eftx  -t-  a,  &la  petite  racine  eft  pofitive,  c’eft  x — a. 

Remarque  ftxiéme.  Dans  la  quatrième  formule 
x ** a x = b"\cs  équations  polfiblcs  fur  une  valeur  dé- 

terminée du  multiplicateur  a du  fécond  terme  forment 
deux  fériés  , l’une  finie  réellement, qui  arrive  au  zéro  ho- 
mogène, après  lequel  commence  la  féconde  férié  qui  eft 
infinie , dont  tous  les  homogènes  croilTent  à l’infini. 

Dans  la  première  férié  qui  eft  finie,  les  deux  racines 
font  toutes  les  deux  pofitives  & inégales. 

Dans  la  féconde  férié  qui  eft  infinie  , la  grande  racine 
eft  pofitive , & la  plus  petite  eft  négative. 

Sériejînie  d'équations  dans  la  quatrième  formule  du  fécond 
degré  ; 

Formule,  x1 ax=l".  en  lettres. 

La  même  x*  7 x = é".  en  chiffres. 

Série  fnie * 

x1  — 7x=  o.  Rac.x 0 = 0, xx 7=0. 

Minimum.  X*  — J X = 6.  RaC.X 1=0, XX 6=0. 

x1*— 7 x = io.  Rac.x i = o,xx j=o. 

Maximum.  X l—  7 X = 1 2.  RaC.  X } = 0,X  X 4 = o . 

Maximum. X1—  yx^=n.  Rac.x 4=o,x.v 3 = 0. 

x1  — 7*  = 10.  Rac.x j==o,xx 2=0. 

x1 — 7 x=  6.  Rac.x — 6=0, xx 1=0. 

x1 — 7x=  o. Rac.x 7 = 0, xx 0 = 0. 


m 
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Point  de  partage  & origine  de  la  férié  infinie. 

x t y x = 8.  Rac.  x S = o,  x x -f-  i — — 0. 

xl y x = 1 8.  Rac.  a: 9 = o,  x a;  -+-  z = o. 

x1 yx  = 30.  Rac.  x 10=  o,x  a:  -4-  3 =0. 

x* 7 x = 44.  Rac.  x 1 1 = o,xx  -f-  4=  o. 

x1 7 x = 60.  Rac.  x I z = o,  x x 5 = o 

• 

x1 7X=  78.  Rac.  a: 1 3 = o,xx  6 =»  o. 

x' 7 x = 98.  Rac.  x i4==o, xx -f- 7 = 0. 

x1 7 x = 1 lo.  Rac.  x 1 y = o,  x x -f-  8 = o. 

x* 7 x =3  1 44.  Rac.  x 1 6 = o,  x x — 9 = o. 

&c.  &:c.  &c.  à linfini. 

j/r/V  des  Equations  de  la  quatrième  formule  fur  les 
valeurs  de  ncr  de  x , variables  mais  égales. 

Racines. 

0.  x1  o x = o.  • « 

1.  X*  I X = o. 

2.  X*  2 X = O. 

3.  x1  3 x = o. 

\ 

4.  x*  4 x = o. 

y.  x1  y x = o. 

6.  x1  6 x = o. 

7.  x1  7 x = o. 

8.  x*  8 x = o. 

5.  x*  S>  x ==  o. 
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Série  pour  x conftant=  4 Se  a variable. 


x 


x 

x 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 


o x = o.  Racines. 

; 2 X ■ : — | — 8 . . 

——  }X=— H 4 . . 

4*  = o . . 

J x 4 . . 

7*  = ii  . . 

8jc  = 16  . . 

= 20  . . 

— IOJC  = 24  . . 


&:c.  à l’infini  homogènes 
négatifs. 


x. 4=0  x x -4-  0 = 0. 

. x 4=0x1:  -+-  3 = 0. 

. x 4 = O X x -+-  Z = O. 

. x 4==ox  x -4-  1 =0. 

. X 4=  O X AT  -4-0=  o. 

.x 4 = 0 x x 1 =0: 

. x 4=oxx z =0. 

. x 4 = o x x 3 = o. 

. x 4 = 0 xx 4=0. 

.x 4=  o x v y = o. 

4=0  x je 6=0. 

&c.  à l’infini. 


Rtfolution  de  la  cinquième  formule  x1  — f-  a x = b". 

& de  la  Jixiéme  formule  jc1 a x = b". 


Dans  ces  deux  formules  il  y a deux  racines  qui  font , 
ou  routes  deux  réelles  , ou  toutes  les  deux  imaginaires  ; 
de  forte  que  celles  qui  font  toutes  les  deux  pofitivesdans 
la  cinquième  formule  font  toutes  les  deux  négatives  dans 
la  6e.  formule, fuivant  les  différons  cas  qu’il  faut  déveloper. 
La  formule  de  ces  deux  racines  eft  x = 4I  I j + 

r 4 

* Or  comme  fuivant  cette  formule,  il  faut  prendre  la 

fomme  ou  la  différence  du  binôme  * aa b",  qui  eft 

fous  le  figue  radical,  & en  tirer  la  racine , cette  fom- 


X 
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me  devient  négative  , lorfque^  ^cll  moindre  que  l’ho* 
mogéne  b" , qui  ycprcfentc  en  général  tout  nombre  en- 
tier qui  peut  être  l’homogcnc  on  le  dernier  terme  de  l’é- 
quation ; or  lorfque  cette  fbmmc  ou  cette  différence  cil 
négative  , c’eft:  une  féconde  puiftance  négative  dont  il 
faut  tirer  la  racine  quarrcc,  or  il  cil  impoftible  qu’une 
fécondé  puifTance  , &c  même  que  toute  puiftance  paire 

b'\  en  général  foit  procédée  du  figne , puifque 

■ b x b donne  b" , de  même  que  b x b 

donne  —H  b",  donc  cette  grandeur eft  une  grandeur  im- 
pofliblc,  & fa  racine  eft  imaginaire  &:  impoftible.  Ilfuf- 
fit  pour  cela  que  { a foit  moindre  que  b",  car  * a a eft 
moindre  que  i a , puifque  le  quarré  d’une  fradion  eft 
moindre  que  la  fradion  & décroît  en  raifon  des  puif- 
fances , c’eft  ce  qui  m’engage  à conlidércr  les  différens 
rapports  qui  peuvent  fc  rencontrer  entre  ^ aa  & b". 

Premier  cas,  lorfque  £ aa  = b",  ou  lorfque  \az=.V~ÿî 

alors  les  deux  racines  font  égales , dans  la  cinquième  for- 
mule x — {—  a x = b" , foit  l’équation  x1  —1—  i o x 

= — - 2 j fes  deux  racines  font  négatives , c’eft  x y 
= o.  car  fuivant  la  formule  c’eft  x = |ii  + 


ou  x = y + V ij  — xj , qui  donne  x 'y  -4- 

V~  & par  tranfpofition  x -f-  y = o , & * y = 0 
qui  font  les  deux  racines  négatives  défirccs. 


Dans  la  fixiéme  formule  x‘  — ax  ■ b" , foit 

l’équation  x1  iox  = ly  , j'ai  la  formule 

x = -H  \//r  — aa b",  qui  donne  x = y, 

•±_  ^ 2 y , OUX=  J • ±.  Tj  j. j . OU  .V 

-+l  o.  &C  par  tranfpofition  x y = o , & x y = o , 

qui  fpnt  les  deux  racines  pofitives  dans  ce  cas  pour  la 

fixiéme 
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fi  x le  me  formule-,  la  formation  de  l'équation  en  donnera 
la  preuve. 

Le  fécond  cas , eft  lorfquc  5 a a furpafle  L” , ou  lorf- 
que { a furpafle  V~ÿ>  alors  la  Comme  ou  le  relie  du  binô- 
me 5 aa h"  qui  eft  fous  le  ligne  radical 

~ aa b" , eft  toujours  une  grandeur  pofftive  , 

dans  ce  fécond  cas  les  deux  racines  font  réelles , inégales 
Sc  négatives  dans  la  cinquième  formule. 

Exemple.  Soit  l’équation  a-1  -f-  iox 16.  fes 

deux  racines  réelles  inégales  & négatives  font  a*  -H  S 
= o , x -+-  1 = o.  car  j’ai  par  la  formule  x - — = y 


±V~  — 


OU  X 


■J  + / ij  — 16,  ou 


== y-+~  V g , ou  x ===== y ^ 3.  doncx== z 

&*==  — 3. 

Mais  dans  la  fixiéme  formule  les  deux  racines  font 


réelles , inégales  Sc  pofitives.  Exemple.  Soit  l’équation 
A-1 io.v  = 16 , j’ai  par  la  formule  de  la  racine 


x«=+î±  iS  ^ 16,  ou  x=s-±]S^  _l& 

qui  donne  x =====  y + 011  x ===  î Tt  3 > qui  donne 

x ==  8 , & x ==  z.  Donc  les  deux  racines  pofitives  font 

x 8 = o &c  x z ==  o. 

Le  troifiéme  cas , eft  lorfque  i aa  eft  moindre  que  b" , 
ou  ce  qui  revient  au  même,  lprfque  b”  furpafle  ±aa.ou 
lorfque  y'Jïi  furpafleŸrf;  dans  ce  troifiéme  cas  les  deux 

racines  font  imaginaires , mais  égales  &:  négatives  dans 
la  cinquième  formule.  Exemple.  Soit  l’équation 
vl  -+-  8.v  =====  — *■  zy.  Scs  racines  font  x ===== 4 


V 


<4 


M 


OU  X 


=====  - — 9 qui  donne  x 

les  deux  racines  font  x -f-  4 
Analyfc . 


4 16 — ij , ou  x 

, 4-*-  • — 3.  Donc 

3 = 0 , ôc 
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x -+-  4 3 = o , qui  font  deux  racines  imagi- 
naires à caufe  des  doubles  lignes  -H , &: . 

Dans  la  fixiémc  formule,  les  deux  racines  font  ima- 
ginaires, égales  &c  pofitives.  Soit  l’équation  x* 8x 

= 2 j , fcs  racines  font  x = 4+  J/'— 23, 

ou  x = 4 V 16  — *5,  ou  x = 4 ^ —9  qui  donne 

x = 4 ± 3 . Donc  les  deux  racines  pofitives , égales 

&:  imaginaires  font  x 4 H 3 ==  o , x 4 

3 = o. 

La  preuve  fe  tire  de  la  formation  de  ccs  équations  par 

les  deux  racines  trouvées. 

Formation  de  F Equation  dans  la  cinquième  Formule. 

Par  les  deux  racines  imaginaires  égales  & négatives. 

x -f-  4 H 3 = 0 

x x 4 3 ===  o 


x*  4 x -t 3 x 

-+-  4X  -+-  16  -4 1 2 

3 x 1 z -4-  9 = o 

x*  -4—  8 x ( -1-  16  —f-  9 ) — f-  23  = 0 
ou  x*  -+-  8 x -4-  zj  = o. 

Remarque.  Toutes  les  racines  de  l’équation  ont  le  ligne 
ce  qui  marque  que  toutes  les  racines  font  négatives, 
ce  qui  fait  que  cette  formule  n’eft  d’aucun  ufage:  d’ail- 
leurs le  dernier  terme  étant  pofitif  dans  cette  équation 
égalée  à zéro  , & dont  l’expofant  cft  un  nombre  pair  î c’cll: 
une  marque  qu’il  y a des  racines  imaginaires  & en  nom- 
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brcpair , puifqu’clles  ne  peuvent  fe  rencontrer  que  deux 
à deux  , quatre  à quatre,  &c. 

Donc  les  deux  racines  de  l’equation  font  imaginaires. 

Formation  de  l' Equation  dans  la  Jixiéme  formule. 

Par  les  deux  racines  imaginaires  égales  & pofitives. 

x 4 -4 3 = o. 

x* 4 H 3 = o. 

x 1 4 x —t—  3 x 

4*  -4-  1 6 ii 

3 x H il  -4-  9 = o 

x 8 x ( — f—  i g -+-  9 ) —J—  a y ==  o. 

OU  X1  Sx  -f-  2. J — - o. 

Remarque.  Les  imaginaires  communiquent  leur  con- 
tagion dans  les  racines  à tout  ce  qui  les  accompagne  ; 

ainfi  la  racine  4 h 3 qui  eft  en  partie  réelle  & en 

partie  imaginaire,  ou  mixte  imaginaire  eft  regardée  com- 
me totalement  imaginaire. 

; L'imaginaire  fc  détruit  ici  par  des  fignes  contraires,&:  le 
produit  rétablit  la  grandeur  réelle  &c  pofitivc  -4-  9.  parce 
que  le  premier  chifre  des  deux  qui  précédé  l’imaginaire 
eft  différent  dans  les  deux  racines  ,•  voyez  ce  que  nous  en 
avons  dit  au  commencement  de  cette  Settion.  Nous  en 
parlerons  encore  dans  la  fuite.  Ces  racines  imaginaires 
marquent  que  le  Problème  qui  donne  cette  équation,  eft 
abfolumcnt  impoffible. 

Ainfi  on  peut  fe  difpenfcr  de  réfoudre  ces  fortes  d e- 
quations  lorfqu’on  a remarqué  que  les  racines  font  ima- 

zij 
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ginaircs,  fi  ce  n’cft  qu’elles  viennent  de  la  réfolution  d’au- 
tres équations  des  degrez  plus  élevez. 

Remarque  générale.  Dans  toutes  les  équations  du  fécond 
degré,  qui  comme  celle-ci  a deux  racines  inégales,  &c 
polirives.  x’~  — i o.v  = — 21 

Il  y a deux  rcfolutions , &:  xl  repréfentc  généralement 
le  quarré  des  deux  racines  7 &:  3.  x1  — ioat  = — 21 

qui  font  49  quarréde  7 grande  rac.  49  — 70  = — 21 

& 9 quarré  delà  petite  racine  3.  9 — 30  2=  — 11 

comme  cela  cft  général  dans  toutes  les  équations  du  fé- 
cond degré;  il  fuit  de  là  que  toutes  les  équations  du  fécond 
degré  ont  autant  de  réfolutions  que  l’expofant  de  leur 
degré  contient  d’unitez  , ce  qui  eft  général  dans  toutes  les 
équations  déterminées. 

La  réfolution  des  Equations  du  fécond  degré  qui  ont  des 
racines  irrationclles. 

Nous  n’avons  donné  jufqucs  ici  que  des  exemples 
d’équations  donc  les  racines  font  rationnelles  pour  ne 
point  embarrafler  les  commcnçans  en  multipliant  les  dif- 
ficultcz;  j’expliquerai  ici  la  manière  de  réfoudre  les  équa- 
tions qui  ont  des  racines  réelles , irrationnelles  ; & en- 
fuite  je  parlerai  des  racines  irrationclles  imaginaires , qui 
font  celles  qu’on  ne  peut  exprimer  exactement  ni  en  nom- 
bres entiers , ni  par  des  fraftions  ni  par  un  nombre  mixte 
quelconque , mais  dont  on  peut  approcher  à l'infini  com- 
me nous  le  verrons  ; comme  entre  les  deux  homogè- 
nes confécutifs  &c  fcmblables  3 6 &C  jo,  il  y a dans  la 
fuite  naturelle  les  treize  nombres  37  , 3S  , 39,  40  , 41. 
42.  43.  44.  4j.  4 6.  47.  48.  49.  qui  remplirent ccc inter- 
val.  Ainfi  entre  l’équation  xx  —H  5 x = 3 6 dont  les 
racines  font  x 4 = o , x -t-  9 = o , ou  pour  abré- 
ger dont  les  valeurs  de  x font  4 &:  9 d’une 

parc. 
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Et  l’équation  x1  -+-  y x ==  yo  dont  les  valeurs  de  x 
font  -+-  y te 10.  qui  font  deux  équations  arithmé- 

tiquement fcmblahlcs , puifqu’ellcs  ne  différent  que  dans 
le  dernier  terme.  Si  je  les  écris  dans  une  colonne  avec  une 
diftancc  j’en  remplirai  l’intcrval  de  treize  équations  qui 
feront  auffi  arithmétiquement  fcmblables,parcequ’ellesne 
différeront  que  dans  le  fcul  dernier  terme  : or  on  ne  peut 
exprimer  les  racines  de  ces  équations  par  exemple  de 
x*  -+-  y x = 37  par  aucun  nombre  entier;  car  comme 
6 x 6 = 3 6.  te  6x  7 e=  42  dans  les  nombres  , ainfi  la 
racine  de  l’homogéne  37  eft  irrationnelle  dans  l’équation 
x * -f-  y x = 37.  Si  je  prens  pour  racines  x — 4 — VT 
= o,  te  x —H  9 -f-  VT  = o, l’erreur  fera  13  VT  =13 
qui  eft  la  fomme  des  deux  racines , puifquc  1 3 VT  =13. 

x 4 VT  = o 

x x -f-  9 -f-  VT  = o 

x* 4X  x VT 

-4-  9X  3 6 9 VT 

-4-  x VT 4 VT I = o.- 

x1  — 4—  yx  37  13  VT  = o. 

V oici  la  férié  de  treize  équations  arithmétiquement  fem- 
blablcs  dont  les  racines  font  irrationelles,c’eft- à-dire  plus 

grande  que  -+-  4 te 9,  mais  plus  petites  que -4-  y & 

— 10  qui  font  les  racines  rationcllcs  des  équations  A te  B 
qui  font  au  commencement  & à la  fin  de  cette  Série. 

Donc  la  petite  racine  eft  entre  4 te  y , la  grande  en- 
tre 9 te  10. 


2. 3 8 Méthode  n o u v e l l e,  Sec. 

Série  de  treize  équations  femblables. 

A. ..X1  — }—  JX=3  6 Racines  x — 4— — 0 tC  x *4-  f = o 

1.. .AT*  -H  y x = 37 

2. .  . x 1 -H  y x = 3 8 

3.. .x*-+-  y x = 39 

4. . .  x*  y x =40 

y. . . x1  -+-  y x = 41 

6. .  . x1  -+-  y x ==42 

7.. .x‘  y at  = 43 

8. .  . x‘  -4-  y x = 44 

9.. .  x‘-f-  y x=  4 y 

10. .  . x1  -f-  y x = 46 

A 

1 1. .  . x*  -+*  y x 47 

12..  . x*  — f-  y x = 48 

13. .  . x1  -t-  y x = 49 

B.  . . x*  -f-  y X=  yo  Racines  x J = o,  &jc-+-lo  = 0 

Comme  il  n’y  a aucun  nombre  entre  4&  y , ni  entre 
9 &:  10  qui  fe  fuivent  immédiatement  & qui  ne  différent 
que  de  l’unité;  donc  les  racines  approchées  à l’unité  près 
de  ces  treize  équations  font  irrationellcs  -f-  4 -4-  , ou 

H—  y , & 9 -f-  , ou 10 , c’eft  à-dire, 

que  4 & 9 font  approchées  par  défaut  étant  trop 

petites , mais  -f-  y 8c 10  font  par  excès  étant  trop 

grandes. 

Pour  en  approcher  à l’infini , il  faut  employer  la  nou- 
velle Méthode  d’approximation  qui  fuit  dans  le  fécond 
Livre, 
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SECTION  QJJATRIFME. 

La  formation  la  réfolution  des  Equations 
du  troifiéme  degrc. 

LEs  Equations  du  troifiéme  degré  font  formées  par 
la  multiplication  de  trois  équations  fimples  du  pre- 
mier degré  ou  pour  abréger  par  une  équation  quelconque 
du  fécond  degré  multipliée  par  une  équation  fimple  du 
premier  degré. 


Formation  par  trois  racines. 
X Z = o 

x x 3 = o 

xl Z X 

3 x -+-  6 = o 

x1  5 x -+-  6 = o 

x x -+-  y = o 

x’ y x 1 6 x 

-f-  y .v 1 z y x -h-  3 o = o 

x 5 + 0.V1 19  x -4-  30  = o. 

oux'+  ox“ 19X  = 30. 


\ 
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METHODE  POVR  T ROVV ER  LA 
Formule  de  la  première  racine  des  Equations 
du  troifiéme  degré. 


I.  Soit  x’  = * a"  X -H  b'". 

Pour  trouver  la  formule  de  fa  première  racine. 

i°.  Je  fuppofe  x = m — fon  cube  eft  x * m 


— am 
z° 


i» 


17  m ’ • 


. Multipliant  tout  par  a dans  la  première  hypothéfe 
! m — j j’ai  a x = a m — 

3 m 


jm* 

3°.  Subftitüant  cette  valeur  dans  le  fécond  membre 
de  la  première  équation  x*  = a"  x -t-  b"' , j’ai 

1'"== 


■a"x 


a m 


— b'". 

4°.  Donc  l'équation  propofée  x’  =— r? a"  x -f-  b'" 

Ce  changera  en  celle-ci  m> a m 


«* 


17 


fl  • 

= a m -f-  — -+■  b'" y ce  qui  donne  par  tranfpofi- 

tion  & par  fouftraûion  m * =b”'. 

17  m' 

y°.  Je  multiplie  ces  deux  membres  par  né , ce  qui 

donne  17  a*  = b"'  né  , & par  tranfpofition  m* 

y"né==±a\ 

6°.  J ajoute  i br\  de  chaque  côté  , ce  qui  donne 
w* b'"  né  -i-  i byi.  = * by\  -4-  ± 4» , dont  la  ra- 
cine quarrée  eft  m> 1 b'"  = V\T^T7. 

Ce  par  tranfpofition  vé  =É  V"  -f-  W^- 
Analyfc.  a< 


T!‘é 
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dont  la  racine  cubique  eft  m ■■ 


V'- 


b"'-t~  v'i 


Voilà  la  première  partie  de  la  racine  qui  eft  trop  grande, 
puifque  j’ai  m & non  pas  x , & par  la  première  hypo- 

téfc  x : 


.m — ,il  faut  donc  en  retrancher 

5 m 


jm 


qui  eft  la  fécondé  partie  de  la  racine  en  continüanc 
comme  il  fuie. 

y Je  fubftitué  cette  première  partie  trouvée  de  la 
racine  dans  l’équation  fimple  de  la  première  hypotéfe  , 

la  fubftitution  donne 


■■m- 


Cette  formule  ne  demande  qu’une  feule  extradion 
d’une  racine  cubique  , & d’une  racine  quarrée. 

8°.  Mais  fi  je  veux  avoir  la  formule  ordinaire  de  Tar- 
taléa  rapportée  par  Cardan,  il  faut  multiplier  le  numé- 
rateur &:  le  dénominateur  de  cette  fradion  par 


— I b"' 


Vi  b" 


tî  qui  donnera  la  formule 


entière  qui  fuit  pour  la  première  racine 


b-\-V\bb-+-±;  a.'  • 


b -*-\/\bb-\— ~at 


où  j’ai  fupprimé  les  expofans  italiques  de  b pour  abréger, 
mais  cette  formule  demande  deux  extradions  de  racines 
cubiques , deux  de  racines  quarrccs. 
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II.  Soie  x'  = * -+-  4"  x -+- 
Pour  trouver  U formule  de  fa  première  racine. 


*45 


i°.  Je  fuppofe  x = 


m 


~ fon  cube  eft  x * 


4 m 


J m * m*  • 

2°i  Je  multiplie  tout  par  a.  dans  la  première  hypo- 

r M 41 

théfc  x = m H . ce  qui  donne  a x =====  a m H 

J m 1 ^ 1 m 

3°.  Je  fubftituë  cette  valeur  dans  le  fécond  membre 
de  l’équation  propoféc,  ce  qui  donne  ax  H—  b"'  ==am 

b"'. 

5 m 

40.  Je  fubftituë  ces  deux  valeurs  dans  les  deux  membres 
de  l’équation  propofée  , x’  =»  — t-  4"  x H—  b"' , ce  qui 

jl—  = am  + — -hb'", 
$ m x7  m 5 ? w» 


donne 


4 jn 


qui  donne  en  abrégeant  par  tranfpofition  te  par  fouftrac- 


non  m 


17  m 3 


j°.  Je  multiplie  ces  deux  membres  par  w*  , ce  qui 
donne  m * ^ = b'" m*  ,te  par  tranfpofition  , 


6°.  J’ajoute  de'  chaque  côté  * l" , ce  qui  donne 
y _q_  1 £»■ =*  évl — r?  4'  dont  la  racine  quar- 

— f;  a', & par  tranfpo- 


m 

rcc  eft  >»’ 


— 1 


fition/w 


j/  jf"  — 75 


dont  la  racine 


cubique  eft  m ■■ 


V~\ 


b'" 


v'  * byl  - — r?  4*  » c’eft  Ia 


itc.  partie  de  la  racine  qui  eft  trop  petite,  carparl’hy- 

uver 

aa  ij 


pothéfe  x furpaflew,  de  -+■  ^ -,  pour  trouver  cette 


Digitized  by  Google 


144  Analyse  generale, 

partie  qu’il  faut  ajouter  , je  continue 

7°.  Je  fubftituë  cette  valeur  trouvée  de  m dans  la  pre- 
mière hypothéfe  x = m -4-  , la  fubftitution  donne 


cette  formule  n’a  befoin  que  de  l'extraction  d’une  racine 
cubique  &c  d’une  racine  quarrée  pour  trouver  la  pre- 
mière racine  défirée. 

8°.  Pour  réduire  cette  expreflion  àccllede  Tartaléa, 
je  multiplie  le  numérateur  le  dénominateur  de  cette 

fradion  trouvée  par  y l'y  — v'f b"'  — ^ 41  , le  pro- 
duit donne  la  formule  entière  qui  fuit. 

* —v  l-b+v'i bb 4--+- v ib-hu-H*', 

où  j’ai  fupprimé  les  expofans  italiques  de  b pour  abré- 
ger ; mais  il  faut  dans  cette  formule  deux  extradions 
de  racines  cubiques  & deux  extradions  de  racines  quar- 
rées;  lorfque  ±ly'  eft  moindre  que 7,  a'  ,1a  racine  quoi- 
que réelle  vient  fous  une  forme  imaginaire  d’où  il  eft 
impofliblc  de  la  tirer.  C'ejl  le  cas  irréduffible. 


III.  Soit  x1 


bn 


Pour  trouver  la  formule  de  fa  première  racine. 

i°.  Je  change  les  fignes  de  la  propofëe  dans  le  pre- 
mier & le  dernier  terme , ce  qui  donne  — x’  = -4-  a x 

,-f-  b"\  enfuitc  je  fuppofe — x = m -4-  ■— , fon  cube  eft 

— x’  «=  rn1  -4-  a m -4-  - f , ou  bien  x'  = — 

5 m «7  m'  ‘ 

m'  — am - 

jw  •*  17  • 
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i°.  Je  multiplie  tout  par  a dans  l’hypothéfc  de  x 

= m H — — , ce  qui  donne  a x ■ — am  -4- 

J OT  1 


a» 


»7  m 1 • 

3°.  Je  fubftituc  cette  valeur  dans  le  fécond  membre 
de  la  première  équation,  j’ai  a x ~ b"'  = — a m -H—  — 
"+■  b'"  & fubftitüant  la  première  valeur  à la  place  de 
x’ , j ai m ’ Am • — — r-  : am 

3 m i7w’ 

— — b'". 

J m 

4°.  Donc  abrégeant  par  tranfpofition  &c  par  fouftrac- 
tion , j’ai  — m'  = b1". 

17»’ 

j°.  Je  multiplie  tout  par  m'  , ce  qui  donne 

m 6 ~j  a ’ = b"'  m*  &c  par  tranfpofition 

r ija\ 

6°.  J’ajoute  i b'1  dans  chaque  membre,  ce  qui  donne 
w6 b'" m'  -4-  jb*'  z=z\byl r?  <*’  dont  larac.  quarrée 

eft  m ‘ î b'"  = 1/  _i  byi s.  at } par  tranfpofi- 

tion  m ’ ==s  f b'"  -f-  1/  1 byx ± a ' , dont  la  racine 

' 4 ‘ 

cubique  eft  m=  1/  I 

' t 


» /.«/ 


✓ i ^ ■ 


‘77 a>  > c’eft  1» 

première  partie  delà  racine  qui  eft  trop  petite , car x 

furpalfc  m , puifque  par  la  première  hypothéfe  x 

t=  m -t-  ^ , je  continue  pour  trouver  la  partie  qu'il 

faut  ajouter  à cette  racine. 

70.  Je  fubftituë  cette  valeur  de  m dans  la  première  hy- 
pothéfe   x = m -4-  — , ce  qui  donne 


14  6 


Analyse  ce kehale, 


— V\ 


✓ i by 


T » 

17  U * * ’ 


7// 


V i bJ‘ — 4'  , qui  ne  de- 

mande qu’une  extra&ion  de  racine  cubique  Sc  une  ex- 
tra&ion  de  racine  quarrée. 

8°.  Mais  pour  réduire  cette  expreflion  à la  formule  ordi- 
naire de  la  première  racine  du  troifiéme  degré,  il  faut 
multiplier  comme  ci-dcfliis  le  numérateur  & le  dénomina- 
teur de  cette  fraétion  trouvée , le  produit  donnera  la  for- 

1 V * 

mule  de  Tartaléa, x=y  ib-\-V^bb — a1 


’/  1 

-+-  y Ib V{b ~u'  , qui  demande  l’extrac- 

tion de  deux  racines  quarrées  qui  font  impoflïbles , &: 
viennent  fous  une  forme  imaginaire , lorfque  £ byi  eft 
moindre  que  a ’ , quoique  la  racine  foit  réelle } ce  qui 

fait  le  cas  irréductible. 


IV.  Soie  x’  ==  * a"x b'". 

Pour  trouver  la  Formule  de  fa  première  racine. 

i°.  Je  change  les  fignes  du  premier  &:  du  dernier  terme, 

ce  qui  donne x*  = a" x H-  b"'.  je  fuppofo 

- v m — fon  cube  eft  — x'  = m'  — am 

3 m 

jiL 

^ ) m 17 mi 

2°.  Je  multiplie  tout  par  a dans  la  première  hypothéfe , 
ce  qui  donne  H—  a x = am  — - 

3°.  Subftituant  ces  deux  valeurs  dans  l’équation  pro- 


» 
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M 7 


pofée  x'  = a"x  , j’ay  w* am  — îL. 

* 5 P»  17  m 1 

= 0/  — ^ -t-  b'".  qui  donne  en  abrégeant  par  tranf- 
polîtion  & fouftra&ion  m ’ ^—7  = é'". 

1 17 

4°.  Je  multiplie  ces  deux  membres  par  «*’  ; ce  qui 
donne  m6  — — rt =b"' m'  &:  par  tranfpofition;»4  — 


17  m' 

= “1“  T7  '*’• 

y°.  J’ajoute  de  chaque  côté  ^ V' , ce  qui  donne 
77/  — -1-  i £VI  = 7 7 4! , dont  la  racine 


quarré  eft 


= jXi. 


J_45  qui  don- 


*7 


ne  par  tranfpofition  /»’  = ‘ 
dont  la  racine  cubique  eft  m = 1/  £ ^ ; — 

. ? ^ -^4» 

c’eft  la  première  partie  de  la  racine  qui  eft  trop  grande 
car  m furpafle  x,  puifquc  par  l’hypothéfc  — x - — m 


— . Je  continué  pour  trouver  la  partie  qu’il  faut  re- 

5 m 

trancher  de  la  racine. 

6°.  Je  fubftituë  cette  valeur  de  m trouvée  dans  l’hy- 
pothéfe x = m — , la  fubftitution  donne 


î m 


-ift 


b"' 


Y\  V -+-  Tr 


3 ]/î  y"  V~_ 


\b"  -+-  T?  *’ 


qui  n’a  befoin 


que  de  l’extraéHon  d’une  racine  cubique  & d’une  racine 
quarréc. 
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7°.  Pour  réduire  cetcc  exprcffion  à la  formule  ordinai- 
re , il  faut  multiplier  le  numérateur  & le  dénominateur 
de  cette  fraûion  par  le  même  multiplicateur 


i 


v~ 


le  produit  donnera 


la  formule  ordinaire  pour  la  première  racine  x 


b. 


bb+±a' 


qui  demande  l’cxtra&ion  de  deux  racines  cubiques  & de 
deux  racines  quarrccs. 


Nombre  des  Formules  du  troiftéme  degré. 


Toutes  les  équations  poflibles  du  troifiéme  degré  con- 
tiennent dix-huit  cas  qui  donnent  les  dix-huit  formules 
fuivantes. 


i. . 


1. . 


x»  -+-  b"'  = 
X*  V"  = 


Les  deux  Formules  des  Equations  pures 
& J impies . 


2. . x* ax  = b'" 

4. . x’  ax  b'" 

j. . x’  ax  = -i-  b'" 

6.  . x'  -4-  ax  = b'" 


'Une  racine  réelle  pofitive , deux 
négatives  égales  à la  fomme  de 
la  pofitive. 

Toute  entière  dans  U cas  irréduSi- 
ble. 

'Vue  racine  négative  égale  A la 
fomme  des  deux  négatives. 


7.  . xs  ax 1 ^2  ox  = -4-  b'" 

8..  X*  + n y y Formule  toute  entière  dam 

la  eut  irrédutible. 

p.  . X1  4X1  + OX=  y 

JO..  X~  -+-  4X*  4-  OX  r— y 


II 
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II. . . 

x‘ 

a x‘ 

axx 

= b'". 

je’ 

..v» 

b'" 

A i»  • • 

IJ... 

A 

X* 

M A 

axx 



A X 

-4-  aXX  : 

= b"\ 

U ■ 

14. . . 
iy... 

x’ 

axx 

1 y 

b'". 

X* 

MA 

axx 

A1  X 

= b"'. 

16. . . 

x’ 

H—  axl 

axx 



b"'. 

17. . . 

x1 

— f-  axl 

-f-  a*x 

11 

• > 

18. . . 

x’ 

— f-  axx 

—H  a1  x 

■ : 

b"'. 

De  ces  dix-huit  formules  il  en  faut  retrancher  d’abord 
quatre  formules  qui  font  purement  négatives  &c  qui  ne 
peuvent  être  jamais  d’aucun  tifagey  compris  la  première 
qui  cft  une  équation  pure  & fimple,  mais  négative. 

Je  retranche  encore  la  féconde  équation  pure  &:  fim- 
plc  x ’ ==  1"'.  Sa  réfolutioncft  expliquée  dans  la  Sedion  . 
rroifiéme.  Il  ne  refte  donc  que  treize  formules , qu’on 
peut  réduire  à cette  feule  & unique  formule  axx 

■+•  41x=*+"  b. 


Réduction  des  dix-huit  Formules  du  troifiéme  degré  à trois 
feules  Formules. 

Après  avoir  réduit  les  dix-huit  formules  des  équations 
du  troificmc  degré  à treize,  on  pourroit  abfolument  les 
réduire  à une  feule,  dans  laquelle  on  pourroit  fuivant  les 
cas  fuppofer  quelques  termes  nuis  , lorfqu’ils  font  éva- 
noüisÿdans  quelques  équations  propofées,  avec  les  diffé- 
rentes combinaisons  des  lignes , tant  dans  la  formule  gé- 
nérale des  équations , que  dans  la  formule  générale  des 
racines.  Mais  comme  cela  n’empêche  pas  la  multiplicité 
des  ca s,Sc  que  cela  eft  incommode  pour  les  commençans, 
Analj/fe.  bb 
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d'ailleurs  qu’il  y a des  équations  &:  même  des  formules 
entières  qui  tombent  dans  le  cas  irréductible, dont  on  ne 
peut  trouver  les  racines  imaginaires,  foit  rationelles  foit 
irrationclles  par  la  formule  de  Tartalcajj’ai  jugé  à propos 
de  réduire  les  dix-huit  formules  aux  trois  fuivantes  qui 
comprennent  toutes  les  difficultez  des  équations  du  troi- 
ficme  degré, & aufquclles  on  pourra  ramener  les  équations 
des  autres  formules  de  la  ma  nicre  dont  nous  l’expliquerons 
dans  la  fuite  par  l’évanoüiflement  de  quelque  terme. 

ire.  Form. . . . x1  -F-  4x=b"'.  c’eftla  jc.des  anciennes. 

2dc.  Form. ...  .v* ax  = b'",  c’eft  la  3e.  des  anciennes. 

3e.  Form. ...  x1 ax  = bH'. c’eftla  4e.  des  ancien. 

Le  fécond  terme  manquedans  ces  trois  formules , c’eft 
la  féconde  puiftance  x1  que  je  fuppofe  égale  à zéro  : ainfi 
les  équations  dans  ces  trois  formules  ont,  ou  deux  raci- 
nes pofitives  dont  la  fomme  eft  égale  à la  troilïémoracine 
qui  eft  négative , ou  il  y a une  racine  pofitive  qui  eft  égale 
à la  fomme  des  deux  autres  qui  font  négatives. 

Dans  la  première  formule  le  nombre  des  équations 
polfiblcs  eft  infini , il  n’y  a qu’trne  feule  férié  infinie,  & il 
n’y  a qu’une  feule  racine  réelle  & pofitive,  qui  eft  égale 
à la  fomme  des  deux  autres  qui  font  négatives  & mixtes 
imaginaires  ; dans  la  fécondé  & rroifiéine  formule  il  y a 
deux  fériés,  une  finie  l’autre  infinie. 

Dans  la  féconde  formule  le  nombre  des  équations  pof 
fibles  eft  égal  au  quarré  moins  un  de  la  plus  grande  racine 
déterminée.  Si  x = 10,  il  y a 99  équations , le  centième 
homogène  eft  zéro  & après  commence  la  férié  içfinic 
des  équations  de  la  troifiéme  formule , entre  lcfquclles  il  y 
en  a un  quart  qui  tombe  dans  le  cas  irréductible,  & le  refte 
tombe  dans  le  cas  ordinaire  qui  eft  réductible. 

Il  n’y  a qu’une  feule  racine  réelle  ic  pofitive , c’eft  la 
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grande  ,•  les  deux  autres  fout  négatives  &c  imaginaires 
dans  le  cas  ordinaire  qui  comprend  les  trois  quarts  des 
équations  poflibles. 

Mais  dans  le  cas  irrédu&ible  les  trois  racines  font 
réelles,  la  grande  eft  poûtive  & les  deux  autres  font  né- 
gatives & irrationellcs. 

Dans  la  troifiéme  formule  qui  tombe  toute  entière 
dans  le  cas  irrédu&ible  , il  n’y  a qu’une  feule  férié  infi- 
nie , le  nombre  des  équations  polfiblcs  eft  infini. 

Les  équations  poflibles  fur  la  meme  valeur  déterminée 
de  x de  la  fécondé  & de  la  troifiéme  formule.forment  une 
fuite  d’équations  compofécs  de  deux  fériés , l’une  finie 
dans  la  fécondé  formule  qui  commence  au  zéro , & conti- 
nue par  l’équation  pure  & fimple  d’où  elle  retombe  en- 
core au  zéro  , qui  eft  le  point  de  partage  de  la  féconde  &c 
de  la  troifiéme  formule, d’où  partent  les  homogènes  pofi- 
tifs  d’un  côté  pour  la  féconde  formule  en  montant , éc  les 
homogènes  négatifs  d’un  autre  côté  en  defeendant  pour 
la  troifiéme  formule  dont  les  homogènes  négatifs  s'é- 
tendent à l’infini,  & donnent  la  féconde  férié  qui  eft  in- 
finie. 

Dans  cette  troifiéme  formule,  il  y a deux  racines  po- 
fitives  & une  racine  négative  qui  eft  égale  à la  fomme  des 
deux  pofitives , c’eft  pourquoi  la  fécondé  & la  troifiéme 
formule  font  des  équations  foû-contraires. 


aya  ' Analyse  generale, 

• 

Série  des  Equations  de  la fécondé  & de  la  troiféme  formule 
fur  la  valeur  de  x = 10. 


x’ > ax  = b'" 

x’ — — ox  = 10.00. 
x ix  = 990. 

X* IX  = 980. 

xJ jx=  9 70. 

&c.  &c.  &c. 

x’ JOX  = 700. 

x’  — 3 ix==  «90. 
X5 JlJf—  680. 

&c.  Scc.  &c. 


Formule  féconde. 

Equation  pure  & fimplc  du  3™=. 
degrc. 

Originedu  ier.  cas  réductible, 
où  4'  = i la  racine  cft 
x==Kj7=kt^ 


• Première  époque  où  30X  eft 
triple  de  la  racine  10. 


La  racine  cft  x = V * A 


4 * * 

Fin  du  cas  réductible. 


a J o.  Seconde  époque  où  73  A 
de  100  quarré  de  60.  & ay 

c’eft  l’origine  du  cas  xr- 
1 3 °*  rédudible  qui  continue  en  def- 
&rC#  cendanr. 

x’ 8ox  = a o o.  Troiûémc  époque , 

x* 8xx  = 1 90. 

x* 8u  *=  18  e. 

icc.  &cc.  icc. 


x’ 7JX  = 

x5 j6x  = 

x* 77x  = 

&c.  &c. 
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— 9 IX  = 50. 

9ix  = go. 

9 }x  = 70. 

94X  = 60. 

95X  = yo. 

$6x  = 40. 

57X  î=  30. 

\ 

g8x  = 20. 

9S>x  = 10. 

ioox  = o.  Equation  pure  te  fimple  du 
fécond  degré. 

Et  point  de  partage  entre  les  homogènes  pofitifs  te  néga- 
tifs de  la  féconde  te  de  la  troifiéme  formule. 


x 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 


Suite  de  U férié  des  équations  de  la  fécondé  & troifiéme 

formule. 


a* a x b" 

x"* 10  o x = o 

x’  10  I x = 10 

a’  10  IX  =* 20 

A*  I <5  3 Ai= 30 

&C.  &C.  &C. 


Troifiéme  formule  toute  en- 
tière dans  le  cas  irrédu&ible. 

Equation  pure  & fimple  du 
fécond  degré  , qui  eft  le 
point  de  partage  entre  les 
deux  formules,  ou  terme  com- 
mun d’où  partent  les  homo- 
gènes pofitifs  de  la  2'.  formule, 
& les  négatifs  de  la 3e.  formule. 


ib  iÿ 

1 
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■12  IX 


J 


Analyse 

= —2.00 


-Il  ZX-- 


• 10  Z 


GENERALE, 

Première  époque  où  v „ 
furpaffe  x = io  de  l’unicé. 


&c.  &c.  8cc. 


X* 300.Y= 1000 

x — 3oxx= 2001 

x ’ 302*  = 2002 

&C.  &c.  &c. 

x’ 3 30X= 2300 

x’ 3 3 ix= 2301 

&c.  &c.  &C. 

à l’infini. 


Seconde  époque  où  le  coeffi- 
cient a eft  triple  du  quarré  de 
x = 10,  fie  b"'  eft  le  double 
du  cube. 


T roificmc  époque  où  b"'  fur- 
paffe  le  triple  du  quarre  de 
x=  10. 


On  verra  dans  la  Méthode  de  réfoudre  les  équations 
par  des  tables  la  parfaite  analogie  qui  règne  entre  les 
équations  de  la  fécondé  fie  de  la  troiftéme  formule  qui 
arrivent  au  zéro  , qui  eft  le  terme  commun , d’où  par- 
tent la  fécie  finie  de  l’une,  &:  la  (crie  infinie  de  l’autre 
de  ces  deux  formules  : ceci  fuffit  pour  s’en  former  une 
idée  aflez  claire  pour  les  refoudre  par  la  première  Mé- 
thode que  nous  donnons  ici , paT  la  formule  de  T artaléa 
ou  Tartaglia  géomécre  de  grande  réputation , qu'il  pu- 
blia dans  fes  livres  imprimez  àVcnifeen  1336. 

Cette  formule  pour  la  première  fi c la  plus  grande 
racine  des  équations  du  troificme  degré  , xf -±_ 

= b"' , eft  x = y -b  V \ bb 


V iti+ 


T 7 


^ %b  b H-  rr  4' 
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Mais  cette  formule  a trois  defauts  , le  premier  c’eft 
d’engager  à plufieurs  extradions  de  racines  quarrées  & 
cubiques  , pour  y rémédicr  il  faut  fe  fervir  des  tables  des 
quarrez  & des  cubes  naturels  pour  tous  les  cas  où 
les  racines  font  rationelles,  & de  nos  formules  d’approxi- 
mation pour- tous  les  cas  où  les  racines  font  irratio- 
ncllcs. 

Mais  le  fécond  defaut  de  cette  formule  & le  plus  im- 
portant , c’eft  que  ces  opérations  font  inutiles  dans  le  cas 
irrédu&iblc.  Voilà  le  défaut  eflenticl  de  cette  Méthode; 
elle  n’eft  point  générale  , & comme  le  cas  irrédu&ible 
embrafle  une  grande  partie  des  équations  poffibles  du 
troifiéme  degré  , la  formule  de  Tarraléa  a des  bornes 
très  limitées,  & jette  dans  l’embarras  du  calcul  fans  pou- 
voir l’éviter  ni  le  prévenir. 

Le  troifiéme  défaut  , elle  donne  la  racine  quoique 
réelle  déguifée  fous  une  forme  imaginaire. 

En  quoi  conf/fte  le  cas  irréductible. 

Dans  les  équations  du  troifiéme  degré, on  diftingue  trois 
cas  dans  l’exprcflion  générale  de  la  formule  des  racines 
inventée  par  Tarraléa,  ces  trois  cas  font  déterminez  par 
le  rapport  du  coefficient  ou  du  multiplicateur  , avet 
l’homogéne  ou  le  dernier  terme  de  l’équation  b , auquel 
nous  donnons  dans  la  fuite  un  expofant  en  chifres  Ro- 
mains £'%pour  indiquer  fes  trois  dimenfions , de  même 
nous  donnons  un  expofant  au  multiplicateur  -a", quoiqu’ils 
ne  foient  qu’un  feul  nombre  l’un  & l’autre,  ou  urre  lettre 
connue  , afin  de  conferver  la  loi  des  homogènes,  mais 
nous  les  fupprimons  ici  pour  abréger. 

Les  trois  cas  font,  i°.  lorfque  ~ a ’ =5  bb. 
c’eft-à-dirc  lorfque  le  cube  du  tiers  du  multiplicateur  a 
elt  égal  au  quarre  de  la  moitié  de  l’homogène  b. 

Exemple.  Soit  x*  iz  x = 16. 


Analyse  generale, 
i°.  Je  prends  la  moitié  de  16,  c’cft  8 , fon  quarre  eft  64 
= — - 7 bb.  z°.  Le  tiers  de  1 z eft  4 , je  l’clcve  au  cube  , 
j’ai  64.  = 77  a'  ,donc  j’ai  dans  cette  équation  77  a ' 
= 5 bb.  Je  réfous  l’équation  fuivant  la  formule  de  Tar- 


taléa  qui  fuit 


V^bb- 


• 1b V \bb  — 77  a ’ , j’ai  x = ij t 


«4 


}/  3 v'  64 64  , 


ce  qui  donne 


X = y 8 -t-  V T,  qui  donne  .v  = z -+-  z = 4 , 
ou  a:  = 4. 

Donc  dans  ce  premier  cas  , la  première  racine  eft  tou- 
jours  *=/i„  -+-  V l ou  .v  = V 1 a , ou  bien  on 

. ! I t _ 

peut  prendre  x = V ± b -H  V \b  % ou  x = V b , 
c’cft-à-dire , que  dans  le  premier  cas  on  peut  prendre  in- 
différemment le  double  de  la  racine  quarrée  du  tiers  du 
coefficient  4 , ou  le  double  de  la  racine  cubique  de  la  moi- 
tié de  l’homogéne  b. 

Ce  premier  cas  efteou  jours  rédu&ible , puifqu’on  peut 
le  réfoudre  par  la  formule  de  Tarraléa  ,&  le  réduire  aux 
équations  Amples  du  premier  degré,  donc  il  contient  le 
produit,  ce  qui  fc  fait  en  divifant  l’équation  ptopolee 
par  la  racine  trouvée,  car  le  quotient  fera  un®  équation 
du  fécond  degré  qu’on  peut  réfoudre  aifément  par  la 
formule  du  fécond  degré,  fes  deux  racines  font  égales 

Le  fécond  cas  eft,  lorfqucT^1  < $bb,  c’eft-à-dire , 
lorfquc  le  cube  du  fiers  du  coefficient  a eft  moindre  que 
le  quarré  de  la  moitié  de  l’homogéne  b } alors  le  cas  eft 
encore  réduûible  , mais  les  racines  viennent  fous  une 
forme  imaginaire  , la  grande  racine  eft  réelle  , les  deux 
aucres  font  mixtes  imaginaires  ; mais  en  apparence  feu- 
lement , 
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lement,  car  elles  ont  des  lignes  contraires  qui  détruifent 
la  partie  imaginaire. 

Le  troiliéme  cas  eft,  lorfque^-  a’  > bb , c’eft-à-dire, 
lorfque  le  cube  du  tiers  du  coefficient  a furpalTe  le  quarré 
de  la  moitié  de  l’homogénc  b , c’cft  ce  qu’on  appelle  le 
cas  irréductible  , parce  que  la  formule  de  Tartalca  ne 
peut  le  réduire  aux  équations  fimplcs  du  premier  degré, 
qui  font  les  racines  dont  il  contient  le  produit  , parce 
qu’elle  prefente  ces  racines  fous  une  forme  imaginaire 
irrationellc  , dont  on  ne  peut  les  tirer  pour  les  expri- 
mer, quoiqu’elles  foient  réelles. 

Moyen  court  & facile  pour  connoitre  ces  trois  cas  dans 
une  équation . 

i°*  J’ajoute  au  coefficient  a fon  tiers  , & je  tire  la  ra- 
cine quarrée  de  la  fomme. 

x°.  Je  multiplie  l’homogcne  b par  4,  &:  je  tire  la  ra- 
cine cubique  du  produit. 

30.  Je  compare  ces  deux'racincs  enfemblc,  fi  elles  font 
égales , l’équation  cft  dans  le  premier  cas  réduûible  ; fi 
la  racine  quarrée  de  la  fomme  des  quatre  tiers  de  a , ou 
feulement  fon  premier  chifre  eft  moindre  que  la  racine 
cubique  de  4 b , ou  feulement  que  le  premier  chifrc  de 
cette  racine  cubique,c’cft  le  fécond  cas,  encore  rédu&ible. 

Au  contraire  fi  la  racine  quarrée  furpalTe  la  racine 
cubique,  ou  feulement  que  le  premier  chifrc  de  la  ra- 
cine quarrée  furpalTe  le  premier  chifre  de  la  racine  cu- 
bique, l’équation  eft  dans  le  troiûéroe  cas  , &c  parcon- 
fcquent  irréduûiblc. 

Méthode  pour  éviter  les  fractions  dans  la  réfolution  des 
Equations  du  troiftéme  degré. 

On  ne  trouvera  point  de  fra&ions  dans  la  réfolution 

Analyfe.  c c 


2 y 8 Analyse  cenep.ale, 

d’une  équation  du  troifiéme  degré  , fi  l'homogéne  b eft 
un  nombre  pair , & fi  en  même  teins  le  coefficient  a cft 
un  nombre  divifible  par  5 , qui  cft  l’cxpofant  du  degré 
de  l’cquation. 

Or  l'homogéne  b eft  toujours  un  nombre  pair  , lorfque 
Ton  dernier  chifre  eft  l’un  des  chifrcs  fuivans.  o.  i.  4. 
6.  8.  &c.  ce  qui  Ce  diftinguc  du  premier  coup  d'oeil. 

Pour  connokrc  fi  a cft  divifible  par  3 , il  fuffit  d’ajou- 
ter enfcmble  fes  chifres  comme  dans  la  preuve  dcp,& 
•d’en  ôter  trois  autant  de  fois  qu’il  eft  pofliblc  , s’il  ne 
refte  rien,  c’cft  une  preuve  qu’il  cft  divifible  par  3. 

Mais  pour  rendre  b un  nombre  pair  lorfqu’il  ne  l’cft 
pas,  il  faut  le  préparer,  il  y a trois  cas. 
i°.  Si  b étant  impair  , a cft  divifible  par  3. 

2°.  Si  b étant  pair,  a n’cft  pas  divifible  par  3. 

30.  Si  b étant  impair,  a n’eft  pas  divifible  par  3. 

Dans  le  premier  cas  où  b écant  impair, 4 eft  divifible 
par  3 , je  multiplie  a par  4 , 6c  b par  8 , ce  qui  me  donne 
une  équation  préparée  &c  transformée  avec  une  autre 
inconnue  dont  je  cherche  la  racine,  dont  la  moitié  fera 
la  première  racine  de  l’équation  propoféc. 

Exemple,  dans  . x’ a x=b‘". 

Soit  . . . x* igx  = 3j. 

Je  multiplie.  . . x 4 &:  x 8. 

Produit  y 72  x = 280.  dont  je  trouve  la  racine 

par  la  Méthode  ci-après  y 10  = o , dont  la  moi- 
tié donne  x y =*  o pour  la  racine  de  1 équation  pro- 

poféc. 

Dans  le  fécond  cas  où  b qui  eft  toujours  de  trois  di- 
menfions  cft  pair , & qui  eft  toujours  de  deux  dimen- 
fions  n’cft  pas  divifible  par  3 , je  multiplie  a par  9 , qui 
eft  le  quarre  de  3 , & b par  27  qui  eft  le  cube  de  3 , ou 
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par  jo j = 17  , ce  qui  cil  le  plus  commode  pour  U 

multiplication. 


Exemple,  dans  x ’ a x = 3 . 

Soir  . . x * S.v  = 168. 

Je  multiplie  xp&xay 

cequidonne^’  — 7ax  = 4j3<>. 


168  ou 

1 <S  S 

X Z-J 

x 30  — 3 

1176 

jo  400 

jo4 

413* 

4J3* 

J’opcrc  fur  cette  équation  transformée  par  la  Mé- 
thode fuivante  , & je  trouve^ 1 8 ===o  , c’eft  la  ra- 
cine dont  le  tiers  donne  x 6 = o pour  la  racine 

de  l’équation  propofée. 

Dans  le  troifiéme  cas  oùé  étant  impair  , a n’cft'poinc 
divifible  par  3 , je  prends  6 double  de  3 , fon  quarré  eft 
3 6 , te  fon  cube  eft  z 1 6.  Or  comme  par  hypotliéfc  & par 
conftru&ion  , a eft  un  quarré  imparfait  ou  un  produit 
de  deux  dimenfions , te  b un  cube  imparfait  ou  un  pro- 
duit de  trois  dimenfions,  c’eft  pourquoi  je  lui  donne  un 
expofant  en  chifres  Romains  b'"  qui  ne  marque  point 
une  troificmc  puiftance  , mais  un  produit  de  trois  di- 
menfions , pour  confcrvcr  la  Loi  des  homogènes  entre 
les  termes  de  l’équation  ; c’eft-à-dire , afin  qu’ils  aient 
chacun  trois  dimenfions  , c’eft  pourquoi  je  multiplie  a 
par  3 6 , quarré  de  6 , & é par  zi 6 cube  de  6 , ce  qui 
donne  une  équation  transformée  métrant  une  autre  in- 
connue^ à la  place  de  .v,  dont  je  trouverai  la  racine  par 
la  Méthode  qui  fuit , te  lafixiéme  partie  de  cette  racine 
fera  la  racine  de  l’équation  propofi-e. 


/ 


2<Jo  Analyse  generale, 

Exemple  dans....  a’  — ax=  b"' 

Soit  . x5  8 x = 8 y. 


Je  multiplie-  par  x 3 6 Scx  116. 


48  y 10. 

14.  8 y. 

I70. 


Ce  qui  donner’ 288==  18360,  dont  je  trouve 

la  première  & plus  grande  racine  par  Fa  Méthode  fui- 
vante  y 3 o = o , je  divife  3 o par  6 , fa  lixiémc  par- 
tie ou  fon  quotient  elt  y qui  donne  x y = o , 

pour  la  première  & plus  grande  racine  de  l’équation 
propofée  qui  eft  pofitive. 

La  réfolution  des  Equations  du  troijiéme  degré. 

Dans  la  première  formule  x 1 ■+■  a x = b'". 

11  n’y  a qu’une  feule  férié  mais  infinie  d’équations 
poffibles  dans  cette  formule , foit  fur  la  valeur  déterminée 
de  l’une  des  racines  x,  foit  fur  une  valeur  déterminée  du 
multiplicateur  a,  oji  trouve  dans  l’un  & l’autre  de  ces 
cas  une  férié  infinie , & ces  deux  fériés  font  différemes, 
puifqu’ellcs  viennent  d’une  origine  différente. 

Dans  cette  formule  qui  comprend  le  cas  ordinaire 
rédu&iblc  , on  peur  toujours  trouver  la  première  raeine 
des  équation  & les  abaiffer  enfuite  au  fécond  degré  par 
la  divifion  pour  avoir  les  deux  autres. 

Puifque  le  fécond  terme  manque  dans  cette  formule, 
il  y a une  racine  réelle  6c  pofitive  ; égale  à la  fomme 
des  deux  autres  qui  font  négatives  imaginaires  *:  égales. 

La  grande  racine  réelle  & pofitive  ne  vient  jamais 
fous  une  forme  imaginaire  par  la  formule  de  Tartaléa. 


\ 
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c’cft  x=\/ -L 


i<3i 


V\bb 


X7 


— }/ -i  b — V '-b ù 

Les  deux  autres  racines  font  négatives  , imaginaires 
& égales,  on  les  trouve  par  cette  formule  , fuppofant 
x,  =à  la  première  racine  trouvée. 

y — I z a -J-  z z. 

Exemple.  Soit  l’équation  x*  -fr-  43  x ===  98- 

Je  me  fers  de  la  formule  x = I é H-r?  a’ 


— j/i* — VJ 


bb 


± o1 , qui  donne 


j/  — V 


9»llt 

*7 


j/^il  + / s^M 


. ce  qui  donne 


49  -+-  V'  2401  -4-  J37Î  ~ 


1/  49  V'  2401  -H  3 37S  qui  fe  réduit  à 

j/ 49  -H  K J77*  49 ^ J77*  ’ 

ou  \/  49  -h  7* \/  49 7** 


ou 


I23  17  qui  donne  enfin 

* = 3 3 , ou  bien  x = i , donc  laracinc  cft 

cc  iij 


a. 


V 


Digitized  by  Google 


Analyse  senerale. 


Explication  de  l'opération  fuivant  la  formule  de  T art  aléa. 

i<\  Je  prends  la  moitié  de  l’homogénc  98  , c’eft  49 
— — b que  je  fubftituë  dans  la  formule  , de  même  que 
les  nombres  fuivans. 

20.  J’éléve  au  quarre  cette  moitié  49,  fon  quarre  eft 
240 x.  ==i  bb. 

30.  Je  prends  le  tiers  du  multiplicateur  43  , c’eft  i«j  , 
je  le  cube  , c’eft  3 373  *=  n a*. 

40.  J’ajoute  enfemblc  ce  quarre , & ce  cube  dans  une 
fomme  240 x -t—  337*  , leur  fomme  eft  377 6 =\bb 
H-n*’. 

y°.  Je  tire  la  racine  quarrée  de  cette  fomme  c’eft  76 

=j Zibb+±*\ 

6°.  J’ajoute  cette  racine  quarree  7 6 avec  49  moitié  de 
l’homogéne  , la  fomme  eft  123  , dont  je  tire  la  racine 

cubique  qui  eft  3 = jX  '_b  -+-V  \bb  , c’eft 


V'i  bb-h  , c’eft 


la  première  partie  de  la  racine,  qui  répond  au  premier 
membre  de  fa  formule. 

70.  Préfentement  pour  avoir  la  fécondé  partie  de  la 
racine  fuivant  ce  que  preferit  le  fécond  membre  de  fa 
formule , j’ôte  la  moitié  49  de  la  racine  cubique  y 6 , la 
différence  eft 27,dont  je  tire  la  racine  cubique  qui  eft 


* — 3 = V i b V Ibb  -+-T5  a'  qu‘  eft  le  fécond 

membre  de  la  formule  de  la  racine. 

8 \ J’ai  donc  les  deux  parties  de  la  racine  3 3 = a 

ffonc  la  racine  cherchée  eft  x — 2 = o , qui  eft  poûtivc. 

Avis.  Pour  abréger  ces  opérations  , il  faut  le  fervir 
des  tables  des  quarrez  &:  des  cubes  naturels  ,dont  nous 
avons  donné  la  conftruftion. 
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Pour  la  preuve,  je  divife  l’équation  propoféc  par  cette 

racine  trouvée  x 2 = o , 8c  (i  la  divifion  cft  exaéte, 

c’eft  une  marque  que  la  racine  cft  jufte.  Le  quotient  cft 
une  équation  du  fécond  degré  qu’il  faut  réfoudre  par  la 
formule  du  fécond  degré  pour  avoir  les  deux  autres  ra- 
cines qui  font  négatives,  on  aura  de  la  forte  toutes  les 
racines  de  l’équation  propoféc. 

Divifeur.  \ Dividende.  Ç Quotient. 

x — 1 = 0 £ x1.  o x1  •+•  41  x — 9S  = o / **•  — t- 1*  >4-  4f  = •• 
Quotient. 

x1  . . x' 2 >rl.  Premier  produit  à ôter. 

o ixl.  -f-  43*.  Premier  refte. 

-4-  îx.  . . -+-  ix1. 4*.  Second  produit  à ôter. 

o -4-  49X. 98.  Second  refte. 

■+■  4 9 H-  49*. 98.  3™.  produit. 

= o.  ........  o . . . o dernier  refte. 


Pour  achever  la  réfolution,  je  cherche  les  deux  raci- 
nes du  quotient  x1  -4-  xx  -+-  49  = 0 qui  eft  une  équa- 
tion du  fécond  degré  ou  x1  -4-  zx=— ■ — 49  fuivanc  la 
formule  du  fécond  degré 


*-+-  7 
x 1 


4 


a a b , ce  qui  donne 

_ 49 , ou  x =—  1 


2ui  tombcdanslc  troifiéme  cas  de  lacinquiéme  formule 
u fécond  degré  puifquei  *a  <49,  par  conféqucnt  les 
deux  racines  font  négatives,  égales  &c  imaginaires , c’cft 
x = 1 + / — 48  , la  preuve  en  eft  évidente  parla 
formation  de  l’équation  qui  fuit. 


i<?4 
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x _j_  j — y'  — = o 

XX+I  + V — 4s  = o 

x*  —H  IX x V — +8 

-+*  ix  i 1 V — +8 

-f-  xK +8  -f-  i -4-  48  = o. 


x1  -f*  1 x ( — I -4-  48  ) ”+■  49  = o. 

où  l’on  voie  que  les  produits  des  grandeurs  réelles  par  les 
imaginaires  fc  détruifent  par  des  lignes  contraires , de 
même  suffi  le  produit  de  l’imaginaire  par  l’autre  imagi- 
naire contraire  détruit  l’imaginaire  & rétablit  la  gran- 
deur politive  &:  réelle  -+-  48. 

La  réfolution  des  Equations  du  troijiéme  degré  dans 
U fécondé  formule  x*  ax  =^=  b'". 

La  fécondé  formule  ic  la  troifiéme  qui  fuit  ont  une 
étroite  liaifon  qui  les  unit  & mêle  enfemblc leurs  fériés, 
elles  en  ont  deux  chacune  fur  chaque  valeur  de  x déter- 
minée, la  première  férié  eft  finie,  & la  fécondé  eft  in- 
finie ; la  ferie  finie  de  la  fécondé  formule  commence  cx- 
clufivcmcnt  par  le  cube  de  la  valeur  de  x déterminée, 
par  exemple,  foit  x = 7 dont  le  cube  eft  343-  La  férié 

finie  commence  exclufivcmcnt  par  x ox  = 343  & 

continue  x1  ix  = 336.  x’ rx  = 319  , &c. 

De  fotte  que  la  fuite  des  homogènes  pofitifs  décroît 
continuellement  conftamment  de  7 , tandis  que  le  mul- 
tiplicateur a croît  fuivant  la  fuite  des  nombres  naturels 
l.  i.  3.  &cc.  Ainfi  l homogéne  arrive  au  zéro  lorfque  le 
multiplicateur  a arrive  à 49  quarré  de  la  valeur  dex  = 7. 
dans  x’ 49X  = o , qui  cft  une  équation  pure  &c  Am- 

ple 
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pic  du  fécond  degré  , car  en  divifant  tout  par  x , clic 
donne  x1 49  = o.  dont  les  deux  racines  font  x - 7 

= o , &:  a:  7 = o. 

Enfuite  comme  le  zéro  eft  le  terme  commun  de  toutes 
les  grandeurs  pofitives  & négatives , les  homogènes  qui 
croient  pofitifs  avant  d’arriver  au  zéro  fe  changent  en 
negatifsjtandis  que  le  multiplicateur  a continue  à croître 
fuivant  la  férié  naturelle  des  nombres  ; -ce  qui  donne 

x\  S 0 x = 7-  & J 1 a:  = i4) 

x flx  === 2.1  , & ainfi  de  fuite  à l'infini.  De 

forte  que  cette  férié  infinie  tombe  dans  la  troiüéme  for- 
mule x*  ax  = b'". 

Pareillement  dans  la  troifiemc  formule  il  y a une  leric 
finie  qui  commence  exclufivement  par  l’équation  pure& 
fimpledu  3me.  degré,  x* ox  = 343. x»  __  Ix 

TT  7 * ix  == 319.  &c.  De  forte  que  la 

fuite  des  homogènes  négatifs  décroît  jufqu’à  ce  qu’ils 
foient  arrivez  au  zéro  , d ou  enfuite  ils  deviennent  pofi- 
tifs &:  forment  la  férié  infinie  des  équations  de  la  fécondé 

formulcx* jox  = 7 , x>  — y ix  = 14.  yz 

x > &c*  Tout  cela  s éclaircira  par  l’opération 

& fe  découvrira  du  premier  coup  d’œil  dans  les  Ta- 
bles. 

La  liaifon  des  deux  fériés  différentes  de  ces  deux  for- 
mules vient  de  ce  qu’elles  donnent  des  équations  foûcon- 
traires  , c’cft- à-dire  que  les  racines  qui  font  pofitives'dans 
l’une  font  négatives  dans  l’autre. 

Dans  cette  féconde  formule  il  n’y  a qu’une  racine  réelle 
& pofitivc.  La  formule  dcTartaléa  pour  trouver  cette  ict 


& plus  grande  racine  eft  x 


Les  deux  autres  racines  font  négatives  : mais  comme 
Analyfc.  dd 
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la  formule  de  la  première  racine  contient  deux  binômes 
complexes  ou  compofez  de  deux  membres , qui  compren- 
nent tous  les  deux  fous  le  figne  .radical  de  la  troifiéme 
puiflance  , un  figne  radical  qui  couvre  encore  un  bi- 
nôme dont  le  premier  terme  \ bb  eft  pofitif , & le  fécond 
a1  eft  négatif,  cette  racine  devient  imaginaire  lorfque 
£ bb  eft  moindre  que  ~ a1  , &:  comme  le  rapport  de  ces 
deux  grandeurs  donnent  trois  cas  que  nous  avons  expli- 
qué ci-dcvant,  il  faut  les  confultcr. 


Explication  de  C opération  fuivant  la  Formule  de  T art  aléa. 


Soit  propofec  l’équation  yiv=  280. 

1°.  Je  prend»  la  moitié  de  l’homogéne  b'"  qui  eft  le 
dernier  terme  180,  fa  moitié  eft  140  = £ b.  que  j'écris 

à part  fous  le  premier  radical  V. 

z°.  Je  quarre  cette  moitié  , fon  quarré  eft  19600 


t 

= ' bb , que  je  mets  fous  le  figne  radical  V. 

30.  Je  prends  le  tiers  du  coefficient  72,  ===  a \ c’eft 
14-=  l a,  je  leleve  à la  troifiéme  puiflance,  c’cft  13814 


la  racine  quarrée  eft  76  = n jl  ai 

3°.  J’ajoûtc  cette  racine  à J b,  c’eft  76  140 

= 116  &c  je  tire  la  racine  cubique  du  total , c'eft  6 en 
nombres , qui  répond  au  premier  membre  de  la  racine 


V- 


-1  b 
1 


VT 


\bb—±a\ 

6°.  Pour  avoir  le  fécond  membre  de  la  racine  , j ote 
la  racine  quarrée  que  je  viens  de  trouver  76  de  140  , le 
refte  eft  6 4 , dont  je  tire  la  racine  cubique , qui  eft  4,  c’eft 
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le  fécond  membre  de  la  racine  qui  répond  au  fécond  mem- 
bre de  fa  formule  ~ ^ ^ ; b b — 75  a*. 

70.  J’ajoûte  enfcmble  les  deux  parties  de  la  racine 
6 -+-4  = 10.  Donc  10  eft  la  première  racine  &:  la  plus 
grande  de  l’équation  propoféex* 7zx=i8o. 

Ainli  ayant  trouvé  la  première  & plus  grande  racine 
qui  eft  pofitive,  en  divifant  1 équation  par  cette  racine 

x 1 o = o , fi  la  divifion  eft  cxaéie  , c’cft  une  marque 

que  c’cft  la  véritable  racine;  & le  quotient  eft  une  équa- 
tion du  fécond  degré  dont  il  faut  trouver  les  deux  racines 
par  la  formule  particulière  au  fécond  degré,  qui  feront  les 
deux  autres  racines  de  l’équation  propolcc. 

Divifcur  \ Dividende  J Quotient 

X !0=0/  X*  — 71 X — — 180  = O / *l  -4-  IO*  ■+■  = O 


at*  . . x* iox\  Premier  produit  à ôter. 

o io  v*. 7 ix.  Premier refte. 

-4-  iox  . . . -4-  1 oa  &. îoox.  iA.  produit  à ôter. 

o — j—  z8x. 180,  1^.  relie. 

-4-  z8 -4-  xix. z8o.  3™.  produit 

, o o . . . o.  dernier  relie. 


Préfentement  il  faut  réfoudre  le  quotient  qui  eft  une 
équation  du  fécond  degrc  xl  H—  iox  -+-  z8  = o , qui 

donne  par  tranfpofition  xx  -4-  iox  = 18.  J’ajoute 

d’abord  de  part  & d’autre  -4-  i 44,  ou  ij,  ce  qui  don- 
ne xl  -4—  1 ox  -4-  zy  = zy z8,  je  tire  la  racine 

quarrée  de  chaque  membre  fuivant  la  formule  du  fécond 
degré  , c’cft  x -4-  y = -±_  V — 18",  ou  x H-  J 


i6%  ‘ Analyse  generale, 

=î y ’±y'~i  ■ & abrégeant  x=* y±_  V~  qui 

font  deux  racines  négatives  & mixtes  imaginaires  que  je 
multiplie  pour  en  former  l’équation  du  fécond  degré  qui 
en  donne  la  preuve  comme  il  fuir, 

x —f-  y V~  = o 

x -V  — f—  y -f-  VZT*,  t=  O 

* * -t-  y x x 

-f-  y x -+*  a j y 

*+-  x v — -1  -+-  yv7—  -H  3 = 0. 

-V1  -t-  I ox  (-t-  a y -t-  3 ) -+-  2.8  = o 
Autre  preuve  par  Jimple  addition. 

x’  = 7 ix  -f-  180. 
puifque  . . . x = i o 

j’ai 710 

-t-  180 


xo  00  BS  x’. 

Remarque.  Cette  formule  de  la  racine  n’cft  point  géné- 
rale pour  tous  les  cas  des  équations  qu’on  peut  former  fur 

cette  fécondé  formule  x5 ax  = b.  Car  il  y a trois 

cas  qui  naiflent  du  rapport  de  \ *'  avec  5 bb. 

Or  dans  le  premier  cas  où  ± a 5 = 1 bb , &:  dans  le  fé- 
cond cas  où  j a1  ^ bb  , qui  font  tous  deux  réduâibles 
on  peut  fc  fervir  de  la  formule  ; Mais  dans  le  troifiéme 
cas  où  a'  > bb,  qui  eft  le  cas  irréductible,  la  formule 
cft  abfolumcnt  inutile  quoique  les  racines  foienr  réelles. 
Ce  qui  a engagé  Mr.  Pclagny  à rechercher  d’autres 
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Méthodes  pour  le  cas  irrédu&ible  , que  j’expliquerai 
ici. 

Refhaque  importante.  Dans  cette  formule  le  nombre 
des  équations  pofiibles  fur  la  plus  grande  racine  qui  cft 
pofitive  forme  deux  fériés , la  première  eft  finie , &c  la 
féconde  eft  infinie , la  première  férié  qui  eft  limitée  cft 
égale  au  quarré  de  cette  racine  moins  un  c’eft-à-dire,  que 
pour  la  racine  H—  9 , dont  le  quarré  eft  8r , il  y a So 
équations  pofliblcs,  & dans  cet  interval , comme  les  deux 
autres  racines  font  négatives , & que  leur  fomme  eft  égale 
à la  grande  racine  pofitive , il  n’y  a que  quatre  équations 
quiontdes  racines  rationelles; 

xl 73  * = 73  ,dont  les  radines  font -f- 9, 8, 1 

x ’ 67  a = i i6y  dont  les  3 Rac.  font-f-9, 7, z. 

a* 63  a = 161.  dont  les  Rac.  font  -4-9, 6, 3 

a’  6 1 a=  1 S o, dont  les  Rac.  font  -4-  9, y, 4. 

a’ éi  x = i8o,dontlesRac.  font -4-9, 4, y. 

Cette  dernière  n’eft  que  la  précédente  répétée  , car 
dans  quelque  ordre  qu’on  prenne  les  mêmes  nombres 
pour  racines , ils  donnent  précifément  la  même  équation. 
Ainfi  entre  ces  80  équations , il  n'y  en  a précifément  que 
. quatre  qui  aient  des  racines  réelles  & rationelles , c’eft 
précifément  la  moitié  de  9 en  entiers  , mais  il  y en  a le 
quart  qui  ont  des  racines  imaginaires  fuivant  la  formule, 
quoiqu’elles  foient  réelles  & irrationelles , & qui  tombent 
par  conféquent  dans  le  cas  irréduftible  , à commencer 

par  a5 80  a =9  , laquelle  ne  peut  être  réfoluë  par 

la  formule  de  Tartaléa  , jufqu’à  a* 6 1 x = 1 80  in- 

clufivement,  ce  qui  comprend  même  toutes  les  quatre 
équations  ci-deftus  qui  ont  des  racines  réelles  & rario- 
nelles  5 mais  toutes  les  autres  équations  font  réduélibles 
qui  font  au  nombre  de  60 , car  leurs  racines  qui  font  vc- 

dd  iij 
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ritablcment  imaginaires,  viennent  fous  une  forme  mixte 
imaginaire. 

La  ferie  finie  de  ces  équations  cft  facile  à former  à / 
commencer  par  81  x = o qui  cft  hors  d'œuvre,  &:  con- 
tinuant par  80  x = 9 , 79  x = 1 8 , 7 8 x = 17  , &c. 
en  continuant  dememe  à diminuer  le  coefficient  a de  l’u- 
nité, 6c  prenant  pour  l’homogéne  b la  fuite  des  multiples 
de  9 , qui  font  9 , 18,  ly , 36  , 6cc.  on  aura  la  dernière 
des  80  équations  x ’ 1 x = y 10. 

On  peut  former  de  femblables  fériés  fur  les  neuf  pre- 
miers nombres  commençant  toujours  parle  quarré  delà 
racine  déterminée , ce  qui  cft  très-utile  pour  concevoir 
ces  équations  6c  leur  réfolution,  que  l’on  peut  trouver 
même  directement  par  des  tables  conftruites  de  la  forte  , 
comme  nous  l’avons  vu  ci-devant. 

Refolution  des  équations  du  troifiéme  degré.  • 

Dans  la  troifiéme  formule  x1 ax  = ^"'jqui 

cft  toute  entière  dans  le  cas  irréductible , c’cft  la  plus  dif- 
ficile 6c  la  plus  utile , parce  que  la  trifcCtion  de  l’angle  s’y 
réduit. 

Cette  formule  contient  deux  fériés,  l’une  finie  6c  l’autre 
infinie  d’équations  comme  la  précédente  fur  une  racine 
déterminée,  comme  x *=  9 , elle  contient  dans  la  férié  . 
finie  80  équations,  c’eft  81  moins  1 , quarré  de  cette  ra- 
cine 9 , à commencer  par  la  plus  grande  équation 

x* 143 x = 1458,  & continuer  en  diminuant 

le  coefficient  a de  l’unité  6c  l’homogcne  b de  9 , ce  qui 

donne  pour  la  équation  x 5 Z4ixe= 1449, 

& diminuant  toujours  de  même,  on  arrive  à la  dernière 

équation  x*  81  x = o,  entre  lefquelles  il  y a cinq 

équations  dont  les  racines  font  rarionelles } mais  on  ne 
peut  abfolument  réfoudre  aucune  de  ces  équations  par  la 
formule  de  Tartalea,  ce  qui  s’appelle  le  cas  irréductible. 
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qui  comprend  encore  le  quart  des  équations  poflîblcs  de 
la  fécondé  formule  qui  précède , ce  cas  n’eft  pas  moins 
célébré  parmi  les  Analiftcs  que  la  quadrature  du  cercle, 
l’eft  chez  les  Géométres,ce  qui  a engagé  Mr.Dclagny  à re- 
chercher des  Méchodes  pour  le  réfoudre  jd’ailfiéurs  par 
la  formule  de  Tartaléales  équations  du  troifiéme  degré 
qui  font  réduftibles,  c’eft-à-dire  dans  le  cas  ordinaire , 
dont  les  racines  font  rationelles  , viennent  par  la  for- 
mule fous  la  forme  déguiféc  d’un  binôme  irrationel , ce 
qui  cfl:  le  plus  fréquent,  que  fous  une  forme  rationclle. 
Par  exemple  , entre  les  99  équations  pofliblcs  fur  la  va- 
leur de  x e = 10  déterminée  , il  n’y  a que  y réfoiutions 
qui  donnent  la  valeur  de  cette  racine  fous  une  forme 
rationclle  qui  font. 


x‘ 

17  x =7  jo.  forme  de  la  Rac.  x*  = 

= 

9— f- 1= 

>10. 

x1 

1 X — ■ - J 20.  ■ • • 

X*  = 

# • • A • 

8 

z = 

10. 

X» 

6 j x=ï=  3 70.  . . . 

. . . x‘  = 

7 

-+-  3 = 

10. 

x‘ 

7zx=z8o.  . . . 

x*  

• • • -V  ■ 

6 

-t-  4 = 

10. 

75x  = zyo.  . . . 

x’ 

• 1 • A 1 1 ” 

5 

-f-  j = 

10. 

Ainfi  de  tous  les  autres  cas  fcmblablcs,  toutes  les  au- 
tres équations  donnent  la  première  racine  fous  une  forme 
irrationelle  imaginaire, quoique  la  racine  foit  réelle. 


En  général  peur  déterminer  tous  ces  cas. 

Soit  la  plus  grande  racine  d’une  équation  du  troi- 
fiéme  degré  dans  la  fécondé  formule  , un  nombre  pair 
quelconque  = z a , le  nombre  des  équations  poflîblcs 
en  nombres  entiers  cft  4 aa 1. 

Le  nombre  des  équations  qui  donnent  la  racine  réelle 
fous  une  forme  rationelle  eft  = a. 

Le  nombre  des  équations  qui  donnent  la  racine  réelle 
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fous  une  forme  irrationelle  cft  = 3 aa  - — a. 

Le  nombre  des  équations  qui  donnent  la  racine  réelle 
fous  une  forme  imaginaire  cft  aa 1. 

Mais  fi  je  fuppofe  la  plus  grande  racine  un  nombre 
impair  quelconque  = la  r . 

Le  nombre  des  équations  poffibles  fera  = 4 aa  -+*  44. 

Le  nombre  des  équations  qui  donnent  la  racine  fous 
une  forme  rationelle  = a. 

Le  nombre  des  équations  qui  donnant  la  racine  fous 
une  forme  irrationelle  réclle=  3 aa  -4-  u. 

Le  nombre  des  équations  qui  donnent  la  racine  réelle 
fous  une  forme  imaginaire  = a a -4-  a , c’cft  précilc- 
ment  le  quart  des  équations  poflibles  plus  une. 

Lorfque  la  grande  racine  eft  un  nombre  pair,  alors  le 
dernier  terme  de  l’équation  ,où  l’homogénc  cft  toujours 
un  nombre  pair,&  il  y a précifément  le  tiers  en  entiers  du 
nombre  des  équations  qui  viennent  fans  fraélions,  parce 
qu’il  faut  prendre  le  tiers  du  dernier  terme  de  l’équation, 
ainfi  la  racine  étant  1 o , il  y a 3 3 équations  qui  viennent 
fans  fraftions. 

Au  contraire  lorfque  la  racine  eft  un  nombre  impair, 
le  dernier  terme  eft  impair  , le  nombre  des  équations  fans 
fractions  n’eft  alors  que  la  fixiéme  partie,  par  exemple, 
la  racine  étant  1 3 , il  y a 1 6 8 équations  pof- 
fiblcs  dans  la  fécondé  formule,  dont  il  n’y  en  peut  avoir 
que  28  fans  fractions  , ce  qui  fait  la  fixiéme  partie  en 
entiers. 

Entre  les  racines  qui  viennent  fous  une  forme  imagi- 
naire , il  y en  a qui  viennent  fous  une  forme  rationelle, 
Sc  d’autres  fous  une  forme  irrationelle. 

Le  nombre  des  équations  qui  donnent  la  racine  fous 
une  forme  imaginaire  rationelle  cftl^TT  en  nombres 

H t 

entiers,  fuppofant  la  racine  réelle  & égale  à a. 

Ainfi  foit  laracine  = 10,  dont  le  quatre  cft  100  , fa 

douzième 
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douzième  partie  eft  8 f donc  la  racine  approchée  en  en- 
tier eft  2 ; c’cft  pourquoi  il  y a deux  équations  où  la  ra- 
cine vient  fous  une  forme  imaginaire  rarionelle , c’eft  * 

78  x = no. 

& ■v’  87. y =130. 

% Si  la  racine  rcelle  ctoit  60  , il  y auroit  17  équations 
ou  la  racine  viendroic  fous  une  forme  imaginaire  ratio- 
nelles  mais  il  y en  a un  tiers  qui  la  donnent  fous  une 
forme  imaginaire  irrationellc. 

Quelque  fois  la  formule  donne  la  racine  fous  une  forme 
négative  , au  lieu  de  la  racine  pofitive  qu’on  cherche 

exemple , dans  *’ 3 x = 1.  on  trouve  fuivant  là 

formule  1^3—1  0 , qui 

donne , H 

= 1 ’ <îui  eft  une  racinc  négative , au  lieu  de  la  ra- 
cine pofitive  x 1. 

Enfin  entre  99  équations  poffibles  dont  io  eft  la  ra- 
cine , il  y en  a cinq  où  la  racine  vient  fous  une  forme 
rationellc,  70  fous  une  forme irrationelle  , mais  réelle  , 

& 24  fous  une  forme  irrationellc  imaginaire. 

REGLE  NOUVELLE  ET  GENERALE 

rouir  trouver  U première  & la  plus  grande  racine  des 
Equations  du  t roi  fume  degré  dans  la  fécondé formule. 


Cette  réglé  confiftc  à perfectionner  la  formule  de  Tar 

taléa.  Exemple.  Soit  * J 60*  ==  400 , la  racine  vient 

par  la  formule  fous  cette  forme  irrationellc. 


= |/' 


•V  j 2000 


Pour  avoir  fous  une  forme  rationclle  cette  racine  qui 
Analyfe,  eg  » 1 
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eft  ainfi  déguifée  fous  l’cxprcflion  d’un  binôme  irratio- 
ncl , i°.  je  prends  le  tiers  de  60  , c’eft  10  , je  le  cube  , 
.c’cft  8000,  =4*  de  la  formule. 

Suivant  la  formule  générale  de  la  racine 


z°.  Je  prends  la  moitié  de  l'homogéne  = £'"==  400, 
c’cft  zoo  que  je  quarre  , fon  quarré  cft  400.  00. 

3°.  ]’ôte  80.  00  de  400.  00  , il  refte  3 10.  00  =5  6ri 

n 4’ , & je  tire  la  racine  quarrée  à caufc  du  fécond 

figne  radical  qui  couvre  ccs  deux  grandeurs  dans  la  for- 
mule, c’cft  178  que  j’ajoute  à la  partie  rationclle  zoo, 
la  fomme  eft  378,  fuivant  le  premier  membre  de  la  for- 
mule. 

40.  Cette  racine  quarrée  178  augmentée  de  l'unité 
c’cft  179,  que  j’ôte  de  la  partie  rationelle  ioo  = \6'"i 
le  refte  cft  zi , fuivant  ce  que  preferit  le  fécond  membre 
de  la  formule. 

j°.  Je  tire  la  racine  cubique  de  ccs  deux  nombres  en 

deflbus,  fuivant  ce  que  preferit  le  figne  radical  V~7 
or  la  racine  cubique  approchée  de  378  en  deflbus  eft  7. 
&:  la  racine  cubique  approchée  de  zi  en  deflbus  cft  z, 
la  fomme  de  ces  deux  racines  7 z = 9 , que  j’au- 
gmente de  l’unité  c’eft  io  , d’où  je  conclus  que  10  cft  la 
grande  racine  de  l'équation  propoféc  , s’il  y en  a une  ra- 
tioncllc , ou  ce  fera  la  racine  approchée  fi  l’équation  pro- 
pofée  n’a  que  des  racines  irrationcîlcs. 

Dcmonjlr  Alion. 


La  véritable  racine  de  l’équation  propolee  eft  fuivant 
la  formule  \/  zoo  -\-Vr  3 zooo  -{- 
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Or  pour  la  conftruction  V ZOO  f—  31000 

cftla  plus  grande  quel^  378,  mais  plus  petite  que  1^379- 
Par  la  même  conftruétion  zoo ^~f^ôoô~ 

eft  plus  grande  que  , mais  plus  petite  que  K zi. 

Donc  en  prenant  la  racine  cubique  approchée  de  378 
en  dclïbus  qui  cft  7 , il  eft  évident  que  la  valeur  de  la 

racine  dej,/  20o  -t-  V 3 1000 “ cft  entre  7 & 8. 

Donc  prenant  pareillement  la  racine  cubique  appro- 
chée en  deflous  de  z 1 , qui  cft  z , il  eft  évident  que  la  ra- 
cine cubique  de  j/"  100 V 31000  cft  entre  z & 3. 

Donc  la  véritable  racine  cherchée  cft  entre  8 -f-  3 
= 1 1 , & entre  7 -+-  z==9  , donc  cette  valeur  eft  10, 
fi  Icquation  propofée  a une  racine  rationellc,c’cft-à-dire 
en  nombres  entiers  , or  s'il  n’y  en  a point  en  nombres 
entiers , il  eft  impoftible  qu’elle  en  aye  en  fraâions.  Donc 
10  eft  la  racine  cherchée,  ce  qu’il  falloir  démontrer. 

Preuve  pour  s' ajfiurer  fi  10  efi  la  Racine  de  l’équation 
propofée t il fujjit  de  fiubfiitüer fit  valeur  (fi  fies  puijfiances 
à la  place  de  l'inconnue  (fi  de  fies  puijfiances. 

i°.  Je  divife  l’équation  propofée  par  cette  racine  po- 

fitive  x 1 o = o , & fi  la  divifion  cft  exaéle,  c’eft  une 

preuve  que  10  cft  la  véritable  racine. 

z°.  Par  la  fubftitution  , en  fubftitiiant  10  &c  fes  puif. 
fanccs  à la  place  de  * & de  fes  puiflances  , fi  après  la 

eeij 
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fubftitution  les  deux  membres  de  l’équation  font  égaux, 
c’eft  une  preuve  que  10  eft  la  véritable  racine. 

Mais  fi  après  la  fubftitution  les  deux  membres  de  l’é- 
quation ne  lctrouvent  point  égaux , c’eft  une  preuve  que 

10  n’eft  pas  la  racine  cherchée  , mais  feulement  une  va- 
leur approchée  ; or  pour  en  approcher  encore  d’avanrage; 

11  faut  ajouter  des  tranches  de  deux  zéros  au  fécond  terme, 
&:  des  tranches  de  trois  zéros  au  troifiémc  terme,  ou  bien 
fc  fervir  de  la  Méthode  d’approximation  qui  fuit,  qui  eft 
plus  promte  8c  plus  exaûe  , qui  employé  des  formules 
rationelles. 

Pour  abréger  8c  s’épargner  la  peine  de  la  fubftitution, 
il  fuffit  de  confidérer  que  la  racine  eft  toujours  un  nom- 
bre pair  , lorfquc  a 8c  b font  tous  deux  pairs  , car  fi  a 
eft  pair,  il  eft  évident  que  ax  fera  pair,  par  conféqucnc 
dans  l’équation  générale  a + b'"  = xi , le  cube  x’ 


fera  pair. 

Or  par  la  préparation  b'"  devient  toujours  un  nombre 
pair , d’où  il  fuit  que  fi  la  racine  trouvée  eft  un  nom- 
bre impair , c’eft  une  marque  que  la  racine  cherchée  eft 
irrationelle , 8c  que  la  valeur  trouvée  n’eft  qu’une  valeur 
approchée. 


RESOLUTION  DU  CAS  IRREDUCTIBLE. 

Première  Méthode  pour  les  racines  rationelles. 

Le  cas  irrédu&ible  eft  celui  où  une  équation  ne  peut  le 
réduire  a des  équations  fimples  du  premier  degré  par  la 
formule  de  Tartaléa  , ce  qui  comprend  le  quart  des 
équations  polïibles  de  la  féconde  formule  du  troifiéme 
degré,  8c  la  troifiéme  formule  toute  entière  dans  une 
férié  formée  fur  une  valeur  confiante  de  x , 8c  fur  a va- 
riable depuis  zéro,  où  les  homogènes  font  les  multiples  de 


Digitized  by  Google 


Livm  PREMIER. 

x de  fuire  jufqu’au  rriple  de  Ton  quarré  , ce  qui  vient 
des  racines  imaginaires  que  donne  la  formule  , dans 
ce  cas  01177-4’  > bri. 

Tremiére  Régie',  -, 

* •••-•'  . '*  ‘ - ’ -•  J . . |j  * l 1 • - 

Soit  x* 90  x = 1 00.  qui  eft  dans  la  fécondé  for- 

mule du  troifiéme  degré  ; je  me  fers  de  cette  formule 
qui  medopnela  racine  fous  une  forme  irrationelleima- 

» / * ' " i.  ■ - ■■ 


gmairex 


5° 


V 


-»  24500 


"+*  î° ^ 14^00  ; c’eft-à-dire  fuivant  cette 

formule.  ‘ * ; 

i°.  Je  prends  le  tiers  du  multiplicateur  a.  s=s=  00,  c’eft 

-1.1-  1 n • ’• 


1 * 7 él 


100  , c’eft 


30,  dont  le  cube  eft  1700.  00.  ,,  _ . 

i°.  Je  prends  la  moitié  de  l’homogénc  b 
jo,  fon  quarré  eft  z y 00.  = 

3°.  J’ôte  170.  00  de  îjoo,  il  refte 24300,  dont 

je  tire  la  racine  quarrée  qui  eft  imaginaire,  c’cft 

■ - 


Y 


24500. 

4°.  J’ajoute  cette  racine  imaginaire  à jo  = } 4,  la 
fomme  eft  yo-f-  y/ 24500,  dont  je  tire  la  ra- 

cine cubique  en  mettant  fur  le  tout  le  ligne  radical  V~T 
c’eft  la  première  partie  de  la  racine  qui  fc  réduit 

y *+* 

y0.  J ote  cette  même  racine  imaginaire  de  yo,  & je 
rire  la  racine  cubique  de  la  différence , c’efl 

l/  5° ^ 24500,  qui  fc  réduit  à y K—  f. 

C’eft  la  fécondé  partie  de  la  racine.  . . n 

— ■ — 4 4 /Vf  r- 
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Le  Quotient  eft  une  équation  du  z*.  degré  à réfou- 
dre , dont  les  racines  font  x = — z -4-  |/  d. 

ou  x = z -+-  ou  x = 7 Et 

x == 1 

x -+-  z -h-  = o 

XX+  z K~  = o 1 ’ .1 

— ■ 1 ■ 1 ■ ■ — — ■— 

’ . * , ; 

X*  -H  zx  — {—  x V~ 

-+-  ZX  -+-  4 -H-  z V~ 

xV~ 1 3 t=o. 

A1  -4-  4X  ( -f-  4 J ) 1 = o. 

ou  x1  -t-  4X  -4-  1 = o 


RE’ SOLUTION  DU  CAS  IRREDUCTIBLE. 

Seconde  Méthode  four  les  Racines  irrationelles. 

Je  fuppofe  une  équation  dans  la  z*1'.  formulex’  ax 

z=  l/"'r  Régie  générale,  dans  les  trois  cas , je  tire  la  ra- 
cine de  la  puiflancc  du  terme  dominant  dans  le  cas  irré- 
ductible, c eft-à  dire  , qui  foit  telle  que  a*  > 5 é”  , 
c’cft  à-dire  que  le  cube  du  tiers  du  coefficient  a furpafle  le 
quart  du  quarré  de  l’homogéne  L"\  ou  le  quarré  de  fa 
moitié , ce  qui  revient  au  même  ; il  y a des  racines  imagi- 
naires & imaginaires  irrationelles  fuivant  la  formule. 

Dans  ce  cas  je  tire  feulement  la  racine  quarréc  du  cceffi-  , 
cicnt  a , parce  que  c’cft  le  terme  dominant , & je  néglige 
entièrement  l’homogénc  V" , la  raifon  en  eft  évidente, 
puifque  par  l’hypothefe  a peut  être  infiniment  grand,  il 
croit  toujours,  ainû  c’cft  fur  lui  qu’il  faut  fe  régler. . 


i8o  Analyse  generale. 

Au  contraire  l’homogénc  b'"  a un  terme  fixe  de  gran- 
deur , il  peut  diminuer  &:  arriver  au  zéro  ; mais  il  ne  peut 
croître  dans  ce  cas,  puifquc  Ton  quarré  doit  être  moindre 
que  le  tiers  du  cube  du  coefficient  a ; c’eft  pourquoi  je  re- 
garde comme  nul  l’homogcnc  b'" , & je  confidérc  cette 

équation  x * ax=.b , comme  s’il  y avoitxJ  ax 

œ o , ce  qui  me  donne  x*  = a , &:  x = V~.  Voilà 
une  valeur  de  la  racine. 

Mais  cette  valeur  cil  trop  petite,  car  l’équation  pro- 
pofée  eft  x1 ax  = b , qui  donne  x*  = 4x  - f-  b. 

C’eft  pourquoi  la  valeur  trouvée  n’cft  point  exa&c  , 
mais  pour  la  rendre  exaéfe  je  fais  une  fécondé  fuppofi- 
tion  j je  fuppofcx  & je  fubftituë  cette  va- 
leur & fes  puiflances  dans  l'équation  propofee  x*  ax 

— b ; ou  bien  pour  rendre  le  calcul  plus  facile, je  fuppofe 
x*  égale  à la  troifiéme  puiflance  parfaite  du  binôme  «4-/, 
c’eft  x*=4!  -+-  3 a.ty  3 ayl 

Et  je  fais  encore  x5  = a ’ -3-  aay  b'",  enfuitc 
j’ôcc  le  fécond  membre  de  cette  égalité  du  fécond  mem- 
bre de  la  précédente , ce  qui  donne  x*  = 3 ayy  -3-  2 .aay 

-+-y b'". 

Du  fécond  membre  de  cette  dernière , je  fais  l’équation 
fuivantc  3 ayx  zaay  -3-/’  ==  b"',  dans  laquelle  je 
néglige  -+-7’  = zéro,puifquc  c’eft  un  infiniment  petit} 
il  refte  3 ayl  —H  1 a.iy=  b,  qui  eft  une  équation  du  fé- 
cond degré , que  je  réfous  par  la  formule  du  fécond  degré, 

& je  trouve/  j a -+•  -j  aa  par  con- 


féqucntx  = v/  »-+-j  donne  x ^a-^-y  —aa— 1- 

c'eft  une  fécondé  valeur  approchée  de  la  racine  de  l’équa- 
tion propofée. 

Mais  elle  eft  un  peu  trop  grande  ; car  ce  n’cft  pas  feu- 
lement 3 ayl  z aay  qui  eft  égal  à b'"  } mais  c’eft  34/* 
-1-  laay  ~+~ 

AiuA 
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Ainfi  la  racine  exa&e  cft  x = y<*  -4-  — aa-\-—~ 

de  forte  que  fi  l’on  fubftiruë  à la  place  de  7 fa  valeur  qui 


cft  y = j a -t-  y ~ a a -j-  — : on  aura  une  troi- 

fiérne  valeur  un  peu  trop  petite,  mais  plus  approchée  de 
beaucoup  que  la  précédente,  & on  pourra  continuer  d’en 
approcher  à l’infini  par  la  même  formule. 

La  fécondé  valeur  cft  une  racine  approchée  d’une  ma- 
nière allez  fimplc , Sc  l’erreur  de  cette  racine  cft  toujours 
moindre  que  l’unité , lorfque  l'homogéne  V"  eft  plus  petit 
que  368.  43.  6 3.  ce  qui  fuffit  pour  la  pratique,-  c’cft  ce 
qu’il  faut  éclaircir  par  un  exemple  en  nombres. 

Ier.  j Exemple.  Soit  l’équation  propoféc  .v' 7 369  x 

= 140  9.  03.  dans  laquelle  le  coefficient  aa  = 7 369. 
donc  a = 87.  & l’homogéne  b'"  = i 4.  09.  03. 


Donc  x = f a -+-  — 44  -+-~i  c’cft-à-dire, 

Kl  14.09  o;.  . 

77579  -+-  ’"ix»7T  cc  ft111  donnc 

V 1764.  or  ^ 1764==  41.  Donc 
x = 38-4-41  = 100. 

Donc  100  eft  la  racine  approchée  à moins  d’une  unité 
prés.  ’ " . 

Par  la  féconde  formule  d’approximation  , x = ± a 

+ V — aa  -f-  je  trouve  pour  la  troificme  va- 
leur approchée  x 3 8 -4-  V'  i7J  j qui  approche 

encore  beaucoup  plus  près.  Et  on  en  peut  trouver  de 
même  de  plus  approchées  de  fuite  à l’infini. 

Avis.  Il  n’y  a-point  d’équation  dans  le  cas  irréductible 
Anuljft.  ff 


leur  approchée  x ■■ 
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de  celles  même  où  les  racines  font  irrationelles  & réelles , 
que  l'on  ne  puifle  refoudre  par  cette  Méthode  aufli  exacte- 
ment qu’il  cil  poflible. 

Remarque  impart  ante.  Le  cas  irrédu&ible  du  troifiéme 
degré , vient  d’une  équation  du  (ccond  degré  qui  a des 
racines  irrationelles  réelles,  multipliée  par  une  équation 
du  premier  degré , ce  qui  donne  une  équation  du  troifié- 
me degré  dans  le  cas  irréductible  •,  d'où  il  fuit  que  ce  cas 
peut  par  la  meme  raifon  fe  trouver  dans  les  équations  de 
tous  les  autres  degrez  fupérieurs.  Davantage  •,  dans  les 
degrez  pairs,  toutes  les  racines  peuvent  être  imaginaires 
ou  irrationelles  : ainü  dans  le  quatrième  degré,  les  quatre 
racines  peuvent  être  imaginaires  ou  irrationelles. 

EXEMPLE.  • 

Dans  la  formule  x 5 — - a"x  b"' 

Soit  l’équation  propofée  x 7769.*=  140.  905. 

Suivanc  la  loi  des  homogènes , tous  les  termes  doivent 
avoir  trois  dimenfions  , de  forte  que  le  multiplicateur 

4“  =7  369  cft  par  conftruttion  de  deux  dimenfions  que 
/exprime  par  un  expofant  en  chifrcs  romains  dans  »"x 
qui  marque  non  pas  une  fécondé  puiflance  mai^  Ample- 
ment un  produit  de  deux  dimenfions.  De  meme  1 expo- 
fant dans  l'"  en  chifrcs  romains  marque  un  produit  de 
trois  dimenfions  & non  pas  un  cube  1 cependant  a la  ri- 
gueur c'eft une  troifiéme  puifTance  imparfaite,  ou  lefim- 
plc  produit  de  trois  nombres  qu’il  faut  trouver. 

Donc  dans  l’équation  propofée  a”  =7^9  , & a 
g-.  & b'"  » 240.  903.  fubftituanr  ces  nombres  dans 

la  formule  x = + ~4amJr~* 

. . T/  « 140.901  , _*v 

j’ai  . . x = jSy-¥-K  — 7369-*- -xg7  ( l4I  ^913  — m) 

ce  qui  donncx  = 58  -4-  V 1764  = 5 3 -+- 42. «=  100. 
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Donc  100  eft  la  valeur  approchée  par  excès  de  la  ra- 
cine à moins  d’une  unité  près. 

Puifque  cette  racine  cft  un  peu  trop  grande , je  me  fers 


K,  i r> 

—J4  -+- 

dans  laquelle  je  fubftituë  la  valeur  dc^  trouvée  ci-dcffus 


y = J a -f-  \ aa  -+-  ~ qui  cft 

y == 19  -+*  41  ( 1 3 ) ce  qui  donne  par  fubftitution 

la  fécondé  formule  x = 38  -f-  — 1197 

%6l 

ou,==38-4-^  + 1-!^ 

ou  X = 841-+-914  s ou  38 *75  5 

qui  donne  x = 58  -+-  41  +1^ 74-+-  ^ qui  eft  une  fé- 
condé valeur  de  la  racine  encore  beaucoup  plus  approchée 
x = 99  -H, on  peut  de  même  continuer  pour  en  appro- 
cher à l’infini.  - 


Explication  de  cette  opération. 

Si  l’équation  propofèe  eft  x ’ 75.  69  x = 240  , 

903.  dans  la  féconde  formule  du  troifiéme  degré  x’ 

• a"  x=  b'". 

Ou  fi  j’ai  l’équation  foûcontraire x*  73.  69  x 

= 242. 903.  qui  eft  dans  la  troifiéme  formule x’ 

-f-  a"  x = -4-  b"'. 

i°.  Je  tire  la  racine  quarréedc73.  69  = 4,,,c,eft  87 
dont  je  prends  les  deux  tiers,  c’eft  38==^  a'. 

2°.  Je  divife  l’homogcne  240.  903  = b"‘ , par  le  triple 

de  87=  3 a , le  quotient  00:923  = — # 

30.  j’ajoute  ce  quotient  923  à la  neuvième  partie  dit 

ffo 


'z**> 


z84  Méthode  n o u v e l l e , &c 
multiplicateur  ou  coefficient  jy  69  qui  cft  841  , = 
la  fomme  eft  913  H-  841  = 1764,  dont  je  tire  la  ra- 
cine quarréc,  c’eft  41  = ' 4 


a a 


)a- 


4°.  J’ajoute  ccs  41  à 38  = f 4 trouvé  d’abord  , la 
fomme  100  eft  la  première  racine  approchée  pat  excès  , 
mais  à moins  d’une  unité  , elle  eft  négative  dans  la  troi- 
liémc  Formule,  maispofitive  dans  la  fécondé  formule. 

5°,  Pour  trouver  une  féconde  valeur  de  la  racine  en- 
core plus  approchée  , fuivant  la  fécondé  formule  j ote 
87  = i a de  100  = x valeur  trouvée , le  refte  eft  1 3 
■ y dont  je  prends  le  cube  2.  1 97  = y'  qui  cft  au  nu- 

mérateur de  la  fraftion  du  dernier  terme  de  la  fécondé 

..  . i r’  • 140  90» 1'47. 

formule , = . 

6°.  Préfentement  au  lieu  dedivifer  140.903 1197 

= 138.706,  je  divife  feulement  1x97  par  161  ce  qui 

eft  plus  commode  ,1e  quotient  cft  8^p  , que  j ote  de 

1764/ ce  qui  donne  le  refte  1733  ^ , qui  donne 
pour  fécondé  valeur  approchée  davantage  de  la  racine 

x = 3 8 1733^,  <lui  fc  réduit  * * «=  38 

-4-  74  -1-  qui  eft  un  peu  plus  grande 


que  99 , mais  moindre  que  100,  mais  fon  excès  cft  encore 
moindre , &:  on  pourra  de  même  trouver  des  valeurs  plus 
approchées  à l’infini. 

70.  Pour  achever  la  réfolution  , il  faut  trouver  les 
les  deux  autres  petites  racines  de  cette  forte. 

Je  prends  d'abord  la  moitié  delà  grande  racine  trou- 
vée 100  = x,  c’eft  30  que  jequarre,  c’eft  1300  , = ±xx, 
je  triple  encore  ce  quarré  , c’eft  7300  =;xx. 

Enfuitc  j’ôte  7300==*  xxde 7369  ==  ta  , il 
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reftc  69  = i aa î x1 , or  la  racine  quarrcc  ^17 

eft  8 & à peu  près. 

Par  confcqucnt  les  deux  petites  racines  approchées 

font  .v=  jo  -4—  v'I^,  Si  x = jo v'TjT,  ou  j8 

Si  41  fj,  fuivanc  la  formule  fuivante  qui  cft  du  fécond 

degré  x='-a  -4-  '-na ~ xx,  ces  deux  petites  ra- 

cines font  pofirives  dans  la  troificme  formule,  Se  néga- 
tives dans  la  fécondé. 

Exemple  fecj^ad.  Soie  l’équation  dans  la  troificme 

formule  x ’ 84  V = 160,  qui  cft  dans  latroi- 

fiéme  formule. 

i°.  Je  tire  la  racine  quarrée  de  84,  c’eft  9 ^ à peu 
près , j’en  prends  les  deux  tiers  , 6 -L , ou  6 j , c’eft  la 
première  partie  de  la  racine. 

a°.  Je  divife  r6o  par  trois  fois  9 4y , c’eft- à-dire  jedi- 
vife  1 60  par  zj  | , ou  bien  ce  qui  revient  au  même  pour 
éviter  les  fractions  je  multiplie  tout  par  1,  c’eft  jzo  que 
je  divife  par  j y = z x 17  { , dont  le  quotient  eft  j 

3°.  J’ajoute  ce  quotient  à la  neuvième  partie  de  84 
qui  eft  9 } , la  fomme  de  ces  deux  fraûions  après  les 
avoir  réduit  au  même  dénominateur  eft  iy  77  , dont  la 
racine  approchée  cft  4 , que  j’ajoute  à la  première  par- 
tie trouvée  de  la  racine  6 \ la  fomme  en  entiers  cft  10, 
valeur  de  la  première  Si  plus  grande  racine  cherchée  qui 

eft  négative  , car  en  fubftitüant 10  dans  l’équation 

propofée,  je  trouve 

— f-  x1  —84*= 1 6o,ou x’  -4-  84-v=— f-  160. 

ou  -4-  xooo 840  = — — 160  ,Si looo  -+-  840 

»■  — = -+-  I 60 

Rcmarqut.  Pour  éviter  les  fraélions  lorfquc  a n’cft 
pas  un  nombre  quarré,  je  lui  ajoute  deux  zéros,  Si  trois 
zéros  à l’homogène,  ce  qui  donne  x' 84.  00  x =3 

ff"i 


Analyse  generale, 

160.  ooo.  donc  je  tire  les  racines  approchées  par 

excès. 

REGLE  GENERALE 

Pour  trouver  l’une  des  petites  racines  , lor (qu'on  a trouvé 
l'autre  dans  U fécondé  cr  la  troifiéme  formule  du 
troifiéme  degré. 

Dans  la  fécondé  formule  il  y a deux  petites  racines 
négatives , & la  troifiéme  qui  eft  pofitivc  eft  égale  à la 
fomme  des  deux  autres. 

Dans  la  troifiéme  formule  au  contraire  les  deux  pe- 
tites racines  font  pofitives  , &c  la  troifiéme  qui  eft  né* 
gativc  eft  égale  à la  fomme  des  deux  autres  petites  ra- 
cines. 

Soit  l’une  des  petites  racines  trouvées  x = c , on 

* 

trouvera  l’autre  par  cette  formule  V A i cc i c. 

Par  exemple  , dans  la  troifiéme  formule  x * a x 

Soie  lcquation  x 5 19  x = 30.  dans  laquelle 

a ou  ü"  = 19  , & é , ou  b'"  = 30. 

Je  fuppofe  que  la  petite  racine  trouvée  pofitive  eft  1 
• 

= c.  donc  x = V a — '-cc £ e . . . 

t ___ ____ 

oux=/i9 — £4 I. 

* _____  . * 

ou  x =*  V i9  — j 1 , qui  donne  x = V 16 1 

= 4 r = 3 . donc  la  fécondé  des  petites  racines 

cherchée  eft  3 =d. 

Au  contraire  fi  je  fuppofe  que  la  petite  racine  trouvée 
d’abord  eft  3 = c>  je  trouverai  par  la  même  formule  la 

t _ 

fécondé  racine  x = V a — £ ce  — £f.  qui  donne  par  la 

fubftimrion  x = v'TjT—  £ 9 1 3. 

qui  donne  x = V — $ £ 1 £. 


s 
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qui  fc  réduira*  =V~ïTJ it=3ï iï  = i 

a = d , donc  la  fcconde  racine  cherchée^  = z. 

Pour  le  démontrer  , il  n’y  a qu’à  former  l’cquation 
du  troiftéme  degré  par  la  multiplication  des  trois  ra- 
cines. 


xx ex 


d x -+-  c d = o 

x x -4-  c -4-  d = o. 

x* c xx 

dxx  -H  c d x — f-  ce  d = o 

-4-  ex  ccx  -4—  c d d. 

-J-  d x1  ; c d x 

. c d x 

dd  x 

Pour  trouver  la  formule , je  fuppofe  que  tous  les  pro- 
duits du  troifiéme  terme  font  égaux  au  multiplicateur  * 
de  la  formule , en  les  comparant  j’aurai  1 équation  fui- 
vante. 

(c  -4—  dd  —4—  z c d r d ==  4 , & abrégeant  j’ai 

_4_  f _4_  ce  qui  donne  par  tranfpofition 

réquation  dx  -4- V </=  * cx , dzns  laquelle  ajou- 

tant de  part  & d’autre  -t-  i ce  , j’ai  dx  ed  H-  .ce 


* 
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; — - ,i  — c*  -4-  ? c 1 , enfuitc  je  tire  la  racine  quarrée  de 

t 

chaque  membre, ce  qui  donne  c = V a — <4-4- 

or  dans  le  i"1.  membre 11  -4-  i cc  = ^ cc  , donc  en 

abrégeant  ic  tranfpofant,  )'aid=V  * — L cc  .!<-,• 

voilà  la  démonftration  trouvée  de  la  formule  ci-dcflus. 


La  réfolution  de  toutes  les  autres  formules  du  troijiéme 

'gré.  40 

Le  refte  des  18  formules  anciennes  du  troiftéme  de- 
gré fc  réduifent  à 12.  qui  fonc  de  deux  fortes.  ^ 

i°.  Il  y en  a quatre  où  le  troifiéme  terme  manque , 
qui  eft  la  puiflance  linéaire  de*  , ces  quatre  formules 
font  en  général  x*  -±_a  x1  ==  •+},  & retombent  dans  le 
premier  degré  , car  en  divifant  tout  par  xx  , on  aura 
x 4 ==  + Tar  exemple. 

Soit  l’équation  propofécx* 30  x*  = 3703, 

qui  eft  dans  le  cas  irréductible  y je  divife  tout  par  xx, 

ce  qui  donne  x ==  3 o , or  je  fuppofe  d’abord  x 


30,  ce  qui  donne  x < 30 — — (5oo  ) , puifquc^ 

= 4 -i- ^donc  x < 30 4 + ,~,°'ix  < 16 

-+•  y donc  x <,  16  , ce  qui  donne  xx  < 676  , d’où  je 

• J7°J 

tire  x < 30  — — < 30 — 6 < i4or  14X  14=57^, 

donc  x = 30 y donc  x = 30  7 , donc 

x = i},ouAf  <14,  donc  *3  eft  la  première  racine 
poficivc. 


* 
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• x’ 2.3  xx  premier  produit  à ôter. 

o 7 xx  premier  refte. 

• 7 xx  -4-  161  x fécond  produit. 

o .. 161  x -4-  3703.  fécond  refte. 

• . . . ifiuc-f-  370 3. 

o o 


Le  quotient  eft  une  équation  du  fécond  degré. 
x*  = 7 x -f-  161  , que  je  réfoud  par  la  formule  pro- 
pre du  fécond  degré  x=\a  + 1 4 a ^ ce 

qui  donne  * = 3f:t  ]/  ,7,  i qui  fc  rédui[  iv  = J 

f } } l donc  x = “4-  17,  c’eft  la  fécondé  racine^ 
la  troilieme  eft  x = i o. 


i°.  Il  refte  les  8 dernieres  formules  qui  ont  tous  leurs 
termes , lefquelles  fe  réduiftnt  à fepe  , puifquc  nous  en 
avons  déjà  retranché  une  comme  inutile  , parce  qu’elle  • ' 
eft  entièrement  négative. 

Or  pour  ramener  ces  fept  formules  aux  trois  premières 
formules  expliquées  ci-dcflus,  il  faut  en  faire  évanoüir 
le  fécond  terme  comme  il  fuit. 


Méthode  four  faire  évanouir  le  fécond  terme  dans  une 
Equation  d’un  degré  quelconque. 

Pour  faire  évanoüir  le  fécond  terme  dans  une  équa- 
tion , il  faut  la  transformer  dans  une  autre  équation  dont 
le  fécond  terme  foit  évanoüi. 

Analjfc.  g g 
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Régie  générale. 

i°.  Je  fuppofe  dans  l’équation  propoféc  l’inconnue  a: 
égale  à une  nouvelle  inconnue^  augmentée  ou  diminuée 
d’une  fra&ion  , dont  le  numérateur  foit  le  multiplica- 
teur a du  fécond  terme  de  l’équation  propofée,  Sc  dont 
le  dénominateur  foit  l’expofant  du  degré  de  l’équation, 

comme  y-4-  - pour  l’équation  du  croifiéme  degré  x'  4^ 

30** 10  x = 341  idc  forte  que  dans  le  binôme^ 

le  figne  qui  joint  ou  précédé  la  fra&ion  foit  con- 
traire au  figne  du  multiplicateur  a de  l’équation  propo- 
fée , c’eft-à-dire  , que  pour  l’équation  x*  30  x1 

— 10  x = 341 , je  fuppofe  x =j  -+- 

i°.  Je  fubftituë  cette  valeur  de  x en  fa  place,  & les 
puiflances  de  la  même  valeur  de  x à la  place  des  puifi 
fonces  femblables  de  x i ce  qui  donnera  l’équation  trans- 
formée qui  n’aura  point  de  fécond  terme. 

ict.  Exemple.  Soitx* 30X1 iox— — 341=0. 

dans  laquelle  Soitx=/  -4-  — 

• * 

Donc  x*  =y  -+-  ioj  1 *4-  ~ 

Donc  x*  = »’  — f—  30V1  ^2!  -4-  ■17°-- 

Et  fubftitüant  ces  valeurs  dans  l’équation  propofëe 
comme  il  fuit,  j’aurai l’cquation  transformée  où  le  fécond 
terme  cil  évanoui. 
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— 30  xl  = . . — 3°/  ~f-  i07  -4-  — 


— lOX  = ....  2.0J  -4-  i? 

— 341  => J4I 


' — ' l 17 

La  transformée  . . . . -t-  9— 

* 


341- 


Je  prépare  d’abord  cette  transformée  en  ôtant  toutes 
les  fra&ions , & enfûite  je  trouve  la  valeur  dc^  = xi, 

3ui  étant  fubftituée  dans  l’équation  fimple  x = y -4- 
onne  x = xi  -+■  10 , ou  x = j 1 , c’cft  laracinc  dé- 
lirée. 

Pour  rendre  l’opération  plus  courte  & plus  facile,  on 
peut  prendre  d’abord  x =y  -4-  10,  puifque  10  ==if; 
mais  j'ai  voulu  donner  un  exemple  où  il  y entre  des  frac- 
tions. 

SECOND  EXEMPLE. 


Soit  l’équation  propofée  x1  -f-  jox*  xox  -+-  341 
s=  o.  je  fuppofe  x ==7—— if  j & fubftitüant  cette  va- 
leur U fes  puilTances  à la  place  de  x & de  fes  puiflances 


i pi  Analyse  generale, 

dans  l’équation  propofèe,  j’ai  l’cquation  transformée  où 

le  fécond  ccrmc  cft  évanoüi. 


9ooy 

i 
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Remarque  irc.  Si  dans  l'équation  propofèe  , le  premier 
terme  avoir  un  coefficient  différent  de  l’unité  , comme 
a a-5  , Sec.  Dans  ce  cas , je  divife  tout  par  ce  multiplica- 
teur a du  premier  terme;  ainli  je  fuppofe  x = ’-î 

Se  fubftitüant  de  même  cette  valeur  Se  fes  puiffances  à la 
place  de  a & de  fes  puiffances  dans  l’cquation  propofee, 
j’aurai  une  équation  transformée  où  le  fécond  terme  fera 
évanoüi  ; ainfi  fi  l’équation  n’avoit  que  trois  termes  com- 
me dans  les  trois  formules  générales  aufquclles  je  réduis 
toutes  les  équations  poflibles  dans  chaque  degré , alors 
l’équation  transformée  feroit  une  équation  pure  Se  fimple 
dudcgrédela  propofèe, danslaqucllc  il  n’y  auroirquedeux 
termes.  Ainfi  il  fera  facile  de  trouver  la  racine  de  la  nou- 
velle inconnue^  , Se  fubftitüant  cette  valeur  dans  l’équa- 
tion fimple  ou  du  premier  degré, fçavoirx==r4-  * pour  le 

troifiéme  degré  Se  x ^ £ pour  le  fécond  degré  , 
on  trouvera  la  valeur  de  l’inconnue  a. 

Remarque  fécondé  & fondamentale. 

On  peut  réfoudre  toutes  les  équations  du  fécond  de- 
gré , en  faifant  évanoüir  le  fécond  terme  par  la  trans- 
formation , car  alors  il  ne  refte  plus  que  deux  termes,  dont 
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le  premier  eft  inconnu  & le  fetond  eft  tout  connu  , car 
tirant  la  racine  quarréc  de  chaque  membre  on  aura  la  va- 
leur dej-,  qui  étant  fubftituée  dans  x==j  ^.{donne- 
ra la  valeur  de  x , ce  qui  eft  trop  facile  pour  s’y  arrêter 
davantage. 

SECTION  CIN  QJJ  I E’M  E. 

Méthode  générale  & nouvelle. 

Pour  réfoudre  les  Equations  de  tous  les  degrc^à 
l'infini , par  le  terme  dominant. 

MOnficur  deLagny  a ‘donné  cette  Méthode  â l’A- 
cadémie ; clic  eft  imprimée  dans  le  Rccücil  de 
, l'annee  iyo6.  page  196. 

Cette  Méthode  s’étend  à tous  les  degrez  à l’infini,&  fert 
à trouver  d’abord  la  première  racine  de  l’équation  pro- 
poféc , par  une  fimple  extrattion  de  racine,  qui  n’eft  pro- 
prement qu’une  fimple  divifion  , dans  les  équations  af- 
frétées de  termes  moyens,  comrqp  dans  les  équations  pures 
& fimples. 

i°.  Préparation.  Je  réduis  d’abord  les  équations  af- 
frétées de  termes  moyens  à trois  formules  feulement,  en 
confervant  la  loi  des  homogènes , en  forte  que  tous  les 
termes  dans  chaque  formule  aient  le  même  nombre  de 
dimenfions. 

Dans  le  fécond  degré , j’ai  les  trois  formules  fuivantes, 
irc.  formule,  x ‘ -1-  ax  = b". 

zdc.  formule,  x* ax  = l". 

3mc. formule,  —x1  -+-  <r*  = £".oux‘  — ax  ==  — b". 

SS  "J 
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Dans  le  jme,  degré , j'ai  les  trois  formules  fuivantes. 

jre.  formule.  xJ  — t—  a"x  = b"'. 
i<k.  formule,  x* a"  x = b'". 

3m'.  formule,  — -x*  -+-  a"x  = b"'.  ou*'  — a"x  — — b"'. 
&c  pareillement  dans  tous  les  degrez  fupérieurs. 

Or  il  eft  facile  de  réduire  les  autres  formules  du  troi- 
fiéme  degré  aux  trois  précédentes  ch  faifantévanoüir  le 
fécond  terme  par  la  transformation  fuivant  les  Méthodes 
connues  ; on  peut  meme  opérer  dire&cment  fur  une  équa- 
tion quelconque  par  cette  nouvelle  Méthode  , fans  faire 
évanoüir  aucune  terme. 

En  quoi  conffte  la  Méthode,  je  néglige  la  haute  puijfance 
que  je  Juppofe  nulle  , & je  n’  opère  que  fur  a & b. 


i°.  La  Méthode  confifte  à faire  une  divifion  fimple,  . 
dont  le  dividende  fie  le  divifeur  font  toujours  donnez 
dans  toute  équation  propoféc  , c’eft  le  coefficient  a fie  . 
l’homogéne  b -,  mais  la  difficulté  confifte  à connoître  quel 
cft  le  divifeur  , car  dans  un  cas  a eft  le  divifeur , fie  dan* 
un  autre  cas  c’eft  b qui  $ft  le  divifeur. 

En  général  le  terme,  dominant , cft  toujours  le  divi- 


feur. 

Premier  cas . Si  a eft  le  terme  dominant  il  eft  le  divi- 
feur , fie  l’horaogéne  eft  le  dividende, 

Second  cas.  Au  contraire  fi  b cft  le  terme  dominant 
d’une  équation  propofée,*  eft  le  dividende^  b le  divifeur. 

Troiftéme  cas.  Mais  fi  a fie  b dominent  également , ou 
plutôt  s’ils  ne  dominent  ni  l’un  ni  l’autre],  on  peut  en  ce  cas 
d’égalité  tirer  la  racine  du  degré  de  l’équation  dans  l’ho- 
mogéne,  ce  fera  la  première  racine  defirée.  Cependant 
fi  le  nombre  des  tranches  cft  égal , celui  dont  la  première 
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tranche  contient  le  plus  grand  nombre  eft  le  terme  do- 
minant. 

3°.  Voici  la  marque  du  terme  dominant.  Je  divife  a Sc  b 
par  tranches  comme  dans  les  puiflanccs. 

Dans  le  fécond  degré  où  le  multiplicateur  numérique  a. 
n’a  qu’une  dimenfion  , je  le  coupe  par  tranches  d’unfcul 
chifre  de  droite  à gauche. 

Et  comme  l’homogéne  b a deux  dimenfions,  je  le  coupe 
par  tranches  de  deux  chifres  de  droite  à gauche. 

Celui  des  deux  qui  a plus  Je  tranches  eft  le  terme  domi- 
nant èc.  par  conféqucnt  c’cftle  divifeur. 

Dans  le  troifiéme  degré  où  le  multiplicateur  a"  eft  de 
deux  dimenGons , je  le  coupe  par  tranches  de  deux  chifrcs 
de  droite  à gauche. 

Et  l’homogéne  b eft  de  trois  dimenfions, je  le  coupe  par 
tranches  de  trois  chifrcs  de  droite  à gauche. 

Premier  cas  oit  a eft  le  terme  dominant. 

Premier  Exemple.  Dans  la  première  formule  du  fécond 
degré  x*  H-  ax  c=  b " , foit  l'équation  propofée  xl  -+-  y. 
4.  8.  7.  6.x  = 38.  41.  81.  je  fuppofe  x.1  nul  ou  égal  à 
zéro  , partant  je  le  néglige  entièrement,  Sc  je  ne  confidére 
que  le  coefficient  a=  y.  4.  8. 7.  6.  Sc  l’homogène  de  com- 
paraifon  b"  = 38.41.  81. 

Comme  le  coefficient  a n’eft  que  d’une  dimenfion , je  le 
divife  par  tranches  d’un  fcul  chifre,  j’en  trouve  cinq  ; SC 
comme  b"  eft  de  deux  dimenfions, je  le  divife  par-  tranches 
de  deux  chifres  de  droite  à gauche  , je  n’en  trouve  que 
trois.  Donc  a eft  le  terme  dominant , Sc  par  conféquent 
c’cft  le  divifeur , SC  W eft  le  dividende  ; Sc  je  fais  la  divi- 
fion  comme  il  fuie. 

Dividende.  I"  = 38.  41.  81.  Ç Quotient. 
Divifeur.  a = y.  4.  8.  7.  6.  p 7. 
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Je  dis  en  38  qui  eft  la  première  tranche  du  dividende 
combien  de  fois  cinq  premier  chifre  ou  première  tranche 
du  divifeur  , il  y eft  fept  fois  •,  car  y x 7 = 35.  de  38 
refte  3.  ' > • ; 

Enfuite  je  multiplie  le  divifeur  entier,  5 487  6 par  le 
quotient  trouvé  7,1c  produit  eft  38.  41.  31.  auquel  j’ajoûte 
le  quarré  de  7=  1 49  qui  eft  l’homogène  propofc,la  fom- 
meeft  38.  41.  81.  = b ". 

Donc  7 eft  la  racine  exafte. 


Remarque.  Dans  l’équation y. 4. 8.  7.6*  = 3 8. 41.86. 


Divifeur  { 

a dominant  , 

f 

' Dividende  | 
) b" 

C Quotient 
) - -\  5 - 

\T. 4.8. 7.6.  ( 

_ 38.  41.  86.  1 

54-  37-6. 

7.  . . 

38.  41.  81. 

= 38.  41.  31. 

refte.  , 5. 

H-  49 
38.  41.  81. 

{*  — 7 = 

0 -f-  54876  x. 384186  =0 

x ....  . x1 y x 

o -f-  54883  X 

-4-54883..  54883* 384181. 

o o refte  5 

Comme  la  divifion  n’eft  pas  exa&e  , & qu’il  y a un  refte 
moindre  que  le  divifeur  qui  eft  le  terme  dominant  a -,  dans 

co 
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ce  cas  lcquation  propoféca  fes  racines  irrationelles,  l’une 
plus  grande  que  7,  mais  plus  petite  que  8.  l’autre  plus 
grande  que  mais  plus  petite  que  J4884. 

iA  Exemple.  Dans  la  fécondé  formule  xx — b". 

foit  l’équation  propofée  x1 y.  4.  8.  7.  6.  x =38. 

41.  81. 

Le  multiplicateur  a efl:  le  terme  dominant , puifqu’il 
a cinq  tranches  de  chifres , &:  que  l'homogéne  b"  n’en  a 
que  trois. 

Dans  ce  cas  je  fuppofe  x = a — I—  ce  qui  donne 

x=f.  4.  8.  7.  6.  -f-  — or  cette  fra&ion 

donne  au  quotient  7,  ce  qui  donne  x ==  y . 4.  8. 7.  É -+-  7 
===  14883.  pour  la  grande  racine  pofitive  , &c  divifant 
lcquation  propofée  par  cette  racine  , le  quotient  donne 
la  petite  racine  négative 7.  • 

ire.  Racine,  f Equation  propofée. 

Divifeur  V 

* 14883  C ** 5 4*7  6 x 38.  41.  81 

Quotient. 


a: x*  y 4 8 8 3 x premier  produit  à ôter. 

o +7X 38.  41.  81. 

•4-7 “f“7* y8.41.81. 

= o O O 


Dans  la  troifiéme  formule x1  -f-  y.  4.  8.  7.  6 x 

. . 5*.  *1.  81  . , 

= 38.  41.  81 , ] ai  x = 4 ^ 7 6 qui  donne  encore 

x=7- 

Remarque.  Lorfquc  b"  eft  plus  petit  que  a , je  fuppofe 
Analyfe.  h h 


ij8  Analyse  generale, 

b"  = o , & j’ai  x = a pour  la  valeur  approchée  de  la 

racine. 

Second  cas  où  l'homogène  de  comparaifon  b"  ejl  le  terme 
dominant. 

Dans  ce  cas , je  peux  abfolumcnt  négliger  le  multi- 
plicateur numérique  a du  fécond  tcrmc,&:  ne  faire  qu’une 
fimple  extraûion  de  la  racine  quarréc  de  l’homogénc  de 
comparaifon  b"  . &c  dans  tous  les  degrez  fupérieurs  tirer 
la  racine  exprimée  par  l’expofant  du  degré  de  l'équation. 

Troijîcme  cas  où  il  n'y  a aucun  terme  dominant. 

C’eft  lorfque  le  coefficient  a ic  l'homogène  b"  ont  un 
égal  nombre  de  tranches;  il  fuffit  alors  de  tirer  la  ra- 
cine de  l’un  ou  de  l’autre , fuivant  l’cxpofant  de  leurs 
dimenfions. 

Les  tables  des  quarrez  & des  cubes  naturels  préfentent 
un  moien  facile  pour  trouver  ces  racines  du  premier 
coup  d’oeil  lorfqu’clles  font  rationcllcs  , & lorsqu'elles 
font  irrationcllcs  , on  les  trouve  d’abord  approchées  à 
moins  de  l’unitc  près,  foie  par  excès  , foit  par  defaut, 
Sc  on  approchera  indéfiniment  par  la  Méthode  d’ap- 
proximation. 

Remarque.  Cette  nouvelle  Méthode  par  le  terme  domi- 
nant , où  l’on  néglige  x*,  ou  x 5 qu’on  regarde  comme  nul , 
abrège  les  opérations  qu’on  ne  pourroit  pas  finir  dans 
un  jour  entier  de  calcul  par  les  formules  ordinaires , car 
il  eft  évident  que  quelque  petite  que  foit  la  première 
racine , elle  peut  fe  trouver  multipliée  par  un  très-grand 
nombre  , &:  le  produit  augmenté  ou  diminué  du  quarre 
de  cette  petite  racine  fera  égal  à un  homogène  indé- 
finiment grand  , ce  qui  demande  des  opérations  très- 
longues  dans  la  Méthode  ordinaire. 
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Réfolution  des  Equations  du  troifiéme  degré  par  le  terme 
dominant. 

Je  réduis  à trois  formules  feulement  toutes  les  équa- 
tions du  troifiéme  degré , dans  lefquclles  il  y a deux  ra- 
cines pofitives  te  la  troifiéme  négative,  ou  deux  racines 
négatives  te  la  troifiéme  pofitive,  de  forte  que  la  fomme 
des  racines  pofitives  eft  égale  à celle  de  la  négative , ce 
qui  détruit  le  fécond  terme  te  donne  o x*. 

Première  formule  x 5 a"  x = b"'. 

Seconde  formule  x’  — * a"  x = b"'. 

Troifiéme  formule x1  -4-  a!'  x = b'", 

Danslcfquelles  le  multiplicateur  a"  eft  de  deux  dimen- 
sions, te  l’homogénc  b'"  de  trois  dimenfions  ; ainfidans 
les  équations  numériques  je  divife  a"  par  tranches  de 
deux  chifres  de  droite  à gauche,  & l’homogene  b"'  par 
tranches  de  trois  chifrcs  de  droite  à gauche.^ 

Ier.  Exemple.  Soit  x5  75.  00  x = zjo.  000. 

dans  laquelle  a = 75.  00  contient  deux  tranches  de 
deux  chifrcs  , te  b = zyo.  000  , contient  aufli  deux 
tranches  de  trois  chifrcs,  donc  ces  deux  termes  font  dans 
l’égalité  te  ne  dominent  point. 

Préparation.  J’ajoute  à 77.00,  fon  tiers  zy.  00,  pour 
avoir  fes  quatre  tiers  100.  00.  j’en  tire  la  racine  quarrée 
c’cft  100,  voilà  la  première  racine  trouvée. 

Ou  bien  je  multiplie  l’homogéne  b"'.  ==  zyo  00  par 
4,  le  produit  eft  1000.  00  , j’en  tire  la  racine  cubique 
100  , c’cft  encore  la  racine  défirée. 

En  général , je  réfous  toutes  les  équations  affrétées 
comme  les  équations  pures  te  fimples.  Ainfi  pour  x* 

6 x =3464 , il  Suffit  de  trouver  un  nombre  dont  le 

hbij 
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cube  diminué  de  fix  fois  fa  racine , foit  = 464 , or  ce 

nombre  eft  8 , donc  le  cube  cft  fia  , or  512, 8 y.6 

( 48  ) = 4^4* 

Dans  tous  les  cas  où  l'un  des  deux  termes  domine 

peu , comme  b"'  dans  x* a. 00  x = 980.  000 , puif- 

qu’il  y a deux  tranches  dans  a"  & dans  b'"  , mais  les 
tranches  de  4"  font  foiblcs,  je  me  contente  de  tirer  Am- 
plement la  racine  approchée  de  b'",  prochainement  plus 
grande,  c’cft  ioo. 

Rcfolution  des  équations  du  troifiéme  degré  dans  U 
fremiére  formule  x’  -+-  d' x = b'". 

• 

Soit  l’équation  propoféc  x*  -f-  11  x = 8 410.  où 
le  multiplicateur  a"  de  deux  dimenfions  = 11  , & b'" 
s=  8.  410.  je  coupe  a"  pour  tranches  de  deux  chifres , 
il  n’en  a qu’une , je  coupe  b'"  par  tranches  de  trois  chifres 
de  droite  à gauche,  il  en  a deux  donc  la  fécondé  n’a  que 
le  fcul  chifre  8 , par  conféquent  b'"  eft  le  terme  domi- 
nant; je  tire  la  racine  cubique  de  8 qui  fait  la  première 
tranche  c’«ft  a,  j’ajoute  un  zéro  pour  la  fécondé  tranche, 
ou  fimplement  je  dis  la  racine  cubique  de  8 000  , eft  ao, 
'c’eft  la  première  racine  pofirive,  je  multiplie  ao  par  4" 
= ai , le  produit  cft  4ai , que  je  multiplie  par  la  même 
racine  ao,  le  produit  donne  8 410  qui  eft  égal  \ l'ho- 
mogène b1". 

Autrement.  Je  quarre  la  racine  trouvée  ao  , c’eft  400, 
que  je  multiplie  par  ai  , le  produit  eft  8400  , auquel 
j’ajoute  la  même  racine  zo,la  fomme  84aoo  eft  égal  à 
l’homogéne  propole. 

Pour  la  preuve  je  divife  l’équation  propofée  par  la 
racine,  poücive  trouvée , la  divilion  fe  fait  cxa&emenr. 
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x — ■ 10  =o  ^x’  + o<‘  -t-  1 1 x 8. 410  = 0 


Quotient. 


x 1 x ’ 1 O x1 

O 1 O X*  -+-  1 1 x 
•+•  10  x • • • . — 1 o x1  — 400  .. 

o -4-  411  x — — 8410 
-t- 411 -+*  411  x 8.410 

S=  O . . O O 

Second  exemple.  Soit  x’  -+-  1 8 x = 44  où  a"  = 1 8, 
&:  U"  = 44. , dont  la  première  racine  eft  41  , pour  la 


trouver  je  dis  4"  ==  1 8 eft  ici  le  terme  dominant  , & 
par  conféqucnt  le  divifeur  , puifqu’il  a fa  tranche  com- 
plexe de  deux  chifrcs , &:  b = 44  n’a  que  deux  chifres 
au  lieu  qu’il  devroit  en  avoir  trois , ainîi  b'"  eft  le  divi- 
dende. 

Pour  fuivre  la  règle  générale  le  divifeur  eft  18  , or 
44divifé  par  18  donne  1 au  quotient,  c’cft  la  première 
racine,  je  multiplie  18  par  cette  racine  a,  le  produit  eft 
3 6 auquel  j’ajoute  le  cube  8 de  la  meme  racine  1,  la 
fomme  eft  44  égale  à l’homogène  propolc. 


» 


b h iij 
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x z = o < x’  4^  o xl  -+-  1 8 x 44=  o. 


x1 x’ z x‘ 

O -4-  z X*  -f-  1 8 x 

-4“  l x —f—  i x1 4 x 

o -4-  zz  x 44 

+ zz  % . »...  -+-  u x 44 

= o ...........  . o o 


Rejoint  ion  des  Eii  notions  du  troifûme  degré  dons  la  fécondé 
formule  x' a"x  = b ,oux* aax  = b’. 

C’cft  proprement  dans  les  grande  nombres  qu’on  abe- 
foin  de  Méthodes , ainû  je  donnerai  ici  de  grands  nom- 
bres pour  exemples. 

La  formule  univcrfclle  pour  trouver  la  première  fe 

. • . „ l>  cd b 

plus  pence  racine  elt  x a H ■* 

* 1 la a ) ce  — aa 

~~~  &c.  dans  laquelle  le  premier  terme  com- 
plexe donne  la  racine  par  excès , c’eft  pourquoi  il  faut  le 
diminuer  &c  continuer  la  fouftra&ion  jufqu’à  ce  que  les 
deux  termes  du  numérateur  foient  égaux  ou  donnent 
zéro  , car  Ci  cd b ==  o , ou  ef b = o , alors  l’o- 

pération cft  finie  , &c  la  racine  cft  trouvée  exactement 
= c , ou  = e &c. 

Or  l’équation  propolec  donne  le  premier  terme  com- 
plexe a -4-  ^ , car  a cft  la  racine  quarrée  du  multipli- 
cateur a." . b eft  l’homogénc  &c.  z aa  eft  le  double  du  mul- 
tiplicateur de  l’équation  a"x , ou  aa  x , pour  avoir  les 
autres  fra&ions  qu’il  faut  fouftrairc  , je  fuppofe  a -f- 
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— t==a  c pour*  abroger , & cc aa  = d,  je  fuppofe  aufli 

ce aa  =/’,  &c. 

Je  prends  toujours  les  quotients  marquez  par  les  frac- 
tions de  cette  formule  en  nombres  entiers  , fçavoir  le 

premier  — , par  defaut , & les  autres  comme  — — — 

1 1 *»  1 ' 5 te  — aa 

•f—b 

—  par  excès. 

44  r 

• b 

Jcpourroismême  au  lieu  de  la  frattion  — prendre 
ua  + n + Ti  cc  clu‘  a^rcge  en  quelques  rencontres  le 


confcrve  l’analogie,  mais  comme  3 a — 1 cft  un  infi- 
niment petit  à l’égard  de  la  grandeur  confiante  1 a.i  , on 
peut  le  négliger,  comme  je  le  néglige  elfc&ivcmcnt. 

Je  fuppofe  toujours  l’équation  préparée  à l’ordinaire, 
c’eft-à-dirc  fans  fractions  &:  fans  incommcnfurablcs , le 
même  fi  l’on  veut  pour  une  plus  grande  facilité  fans  mul- 
tiplicateur à la  haute  puiftancc  que  l’unité  , cette  der- 
nière préparation  n’ell  que  d’élégance  & non  pasdené- 
cefiité , car  fi  j’ai  c x. aax  = b , fuppofant  quer  re- 

préfente un  nombre  entier  quelconque  , alors  au  lieu  de  x 
pour  premier  membre  de  la  racine  , je  prendrois  , 

* T 

ou  — , ce  qui  ne  change  rien  dans  l’cflcnce  de  la  Mé- 
thode. 

Il  faut  aufli  examiner  fi  l’équation  eft  primitive  , ou 
fi  elle  eft  dérivée,  on  corftioîtra  qu’elle  cft  dérivée  fi  on 
peut  divifer  Phomogéne  par  le  cube  d’un  nombre  quel- 
conque , le  le  multiplicateur  aa  par  le  quarré  du  même 
nombre  , & l’équation  qui  réfulte  de  cette  divifion  eft 
l'équation  primitive  fur  laquelle  il  faut  opérer,  carc’eft 
précifement  la  même  faute  d’exaélitude  en  matière  d’é- 
quations , d’en  réfoudre  une  qui  foit  dérivée  ou  compo- 
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fée  fans  l’avoir  réduite  à fon  équation  flroplc  ou  primi- 
tive , comme  d'opérer  fur  les  fraâions  fans  les  avoir  ré- 
duites à leurs  moindres  termes. 

Exemple.  Soit  l’équation  propofee  x * 75.  69  x 

= — r 243.  100.  dans  la  fécondé  formule  du  troifiéme  de- 
gré , dans  laquelle  aa  = 75. 69.  qui  contient  deux  tran- 
ches de  deux  chifres  chacune , parce  qu’il  a deux  dimen- 
fions , ic  l’homogénc  b'"  = 143.100,  qui  contient  deux 
tranches  chacune  de  trois  chifres,  parce  que  cet  homo- 
gène a trois  dimenlions. 

Puifqu’il  y a deux  tranches  de  part  &:  d’autre,  je  tire 
la  racine  quarrée  de  73.  Première  tranche  du  coefficient 
au,  c’eft  8 , enfuite  je  tire  la  racine  cubique  de  143  pre- 
mière tranche  de  b'"  c’eft  6 , car  le  cube  de  6 cft  116 
moindre  que  243  ,&  le  cube  de  7 eft  343. 

Or  la  racine  quarrée  8 du  multiplicateur  aa  , eft  plus 
grande  que  6 , racine  cubique  de  l’homogène  243 . Ainfi 
le  multiplicateur  aa  eft  le  terme  dominant,  &:  par  con- 
féquent  c’eft  le  divifeur,  & b'"  eft  le  dividende. 

1 °.  Pour  avoir  le  premier  membre  de  la  racine  qui  eft 
toujours  plus  grand  que  la  racine  cherchée , je  me  fers  de 


la  ire.  partie  de  la  formule  a -+-  c’cft-à-dirc, je  prends 

la  racine  quarrée  dc7j  69  = 44,  cette  racine  cft  8 7 = 4. 

* b'"  * • • 1 uoo 

Et  fuivant  — j’ai  la  fra&ion  -4,-10°  qui  indique  une 
divifion. 

{”‘>{*7- 

i«-f- 


l Divifeur.  J Dividende.  ^Jpuotient. 

1 144=  15158 


b = 145100. 


15138. 


16  :j. 


8.  ‘ 6+ 
11:69 


1 1 6 9 


91710. 


6 90818. 

891. 


Ainfi 
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Ainfî  le  premier  membre  de  la  formule  a -f-  i 

14.» 

donne  pour  premier  membre  de  la  racine  87  16 

= 103  -+-  qui  excède  la  véritable  valeur  de  la  racine 
cherchée,  & c’eftcn  quoiconfiftel’efprit  de  la  Méthode 
quifcfcrtde  la  fouftradtioncnfuice  pour  trouver  la  racine, 
par  la  voie  la  plus  courte.  Or  il  cft  indifférent  en  général 
qu’on  employé  dans  une  Méthode,  ou  l’addition  ou  la 
fouftraétion. 

i°.  Pour  avoir  le  fécond  membre  de  la  racine  , je  me 
fers  du  fécond  membre  de  la  formule —J dans 

Jff  — ** 

laquelle  c = a -+-  t * - ~~  103. 

Donc cc  = 103  x 103  = 10609.  Donc  3 cc  = 3 1817. 

& — aa  = — 7369. 

Donc  3 cc  — 44=  14138. 
Valeur  du  Dénominateur. 


Pour  trouver  la  valeur  du  numérateur  cc <tA=.d 

ou  10609  7369  = 3°4°  = d. 

multiplié  x c s=  103. 

9110. 

3040... 


produit  c d 313  110. 

b — 143  1 oo.( 


Donc  c d b =a  700  10.  valeur  du  numérateur 

cd  — b - 70010  . 


ce  qui  donne  — — 
Analj/fe. 


}cc — *4X58  7" 

ii 


-5-. 


« 
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C’eft  le  fécond  membre  de  la  racine  ; je  fais  l’addition 
des  deux  membres  i o 3 -+- 

Somme  100  c’eft  la  racine  cherchée  ; pour 
juger  fi  elle  eft  exaéte  , je  la  quarre  , 100  x 100  donne 
100.  00.  dont  j’ôte  75  69,  il  refte  1431  , que  je  multiplie 
par  la  même  racine  trouvée  roo , le  produit  eft  143 1 00. 
qui  cft  égal  à l’homogéne  propofe.  Ainfi  100  eft  la  racine 
cherchée,  par  laquelle  je  divife  l’équation  fans  palier  au 
refte  de  la  formule  univcrfelle. 

x 100  = o 0-v‘ 7 J 69  x 143 100 o. 


x*  ....  x*  100  x1’. 

o ioox1.  7J 69X. 

4- foox  . . . 4-  ioox1. 10000 x. 

o 4-  I4jj  1 X. 

■4-1431 -h-  1431x4-143100. 

o o 

Le  quotient  x1  4-  1.  o.  o x 4-  14-  3 1 = o cft  une 
équation  du  fécond  degré  où  a==  100  eft  le  terme  do- 
minant parce  qu’il  cft  d’une  feule  dimenfion , Si  que  fes 
chifres  font  trois  tranches , mais  b"  = 14.  31  , eft  de 
deux  dimenfions  , car  fes  quarre  chifrcs  ne  font  que 
deux  tranches  chacune  de  deux  cKifres. 

Ainfi  a=  100  cft  le  terme  dominant  Si  ledivifeur  i 
mais  b = 1431  eft  le  dividende. 
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a terme  ^dominant 
ioo 


2 2 O O 


Dividende.  Ç Quotient. 


*4-  3 1 / 14  *+"  ^ 


3°7 


4 3 i 

^ • « • • •••  4-  o O 

refte  j i. 

Comme  le  quotient  donne  un  refte , les  deux  racines 
de  cette  équation  du  fécond  degré  font  irrationellcs  l’une 
plus  grande  que  24,  mais  moindre  que  25-.,  l’autre  plus 
grande  que  7 6 plus  petite  que  77.  toutes  deux  négati- 
ves , puifque  tous  les  fignes  de  l’équation  font  — j— 

X -t-  2,4  — O ^ X*  ■+“  IOOX-t-  243  I =0.1» 

X . ...  Xl-i~  14  X. 

o -hyéx.-b  2431 
•4-76  ....  *4"  76. v.  “3"  1824 

* o...  . . . o...  6 07 


Remarque.  \.  Pour  conferver  une  Analogie  entière  &c 
parfaite  dans  la  formule  univerfelle  de  la  racine 

i°.  Je  fuppofe  le  premier  membre  = 4,  enfuite  j’ai  a.t 
• aa==o.  . 

20.  Je  prends  pour  le  fécond  membre  -+-  j *1  ^ 

= a -+-  jL  dans  lequel  enfuite  fuppofant*  —H  JL 

1 «*  1 a* 

= c , ic  cc aa  1=  d pour  avoir  le  troifiéme  membre 

fuivant.  ii  ij 


7 6 
x 24 


304 

152. 

1824 
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l’ai  pour  le  troifiéme  membre ci  * dansle- 

' * 3 fc 4* 

quel  fuppofanccnfuite  c - — ? e*_ ~~  m==  e > & w aa 

= /.  Pour  avoir  le  quatrième  membre  (lavant. 

4°.  J’ai  pour  le  quatrième  membre -h-  Se  con- 

tinuant ainfi  de  fuite  on  trouvera  des  membres  diffèrens  à 
l’infini. 

Re/narque.  i.  Lorfque  dans  l’un  ou  l’autre  de  ces  mem- 
bres le  numérateur  donne  zéro  , c’eft-à-dirc  , lorfque 
cd  -, — » b , ou  ef  = b , Sec.  La  queftion  cft  réfoluc, 
dans  ce  cas  la  racine  cherchée  cft  c , ou  c , Sec.  Alors 
il  faut  s’arrêter  au  membre  qui  l’a  donnée  fans  pouffer 
plus  loin  l’operation  après  qu’on  a trouve  une  racine,  ou 
exatte  ou  approchée  à moins  de  l'unité  près. 

Réfolution  des  Equations  du  troificme  degré. 

Dans  la  troifiéme  formule  x* aa  x = b'" , ou 

x’  -4-  aa  x = b'"  ; je  prends  toutes  les  quotiens  par 

excès  dans  la  formule  univerfellc  pour  la  première  racine 
qui  fuit. 

Je  néglige  xJ  que  je  fuppofe  égal  à zéro , Se  je  fais  une 
équation  des  deux  termes  aa  x = b'".  ce  qui  donne 
i°.  par  tranfpofition  Se  divifion  en  dégageant  l’inconnue 

t!"  , . 

A*t=>  — C’eft  le  premier  membre  de  la  racine. 

Exemple.  Soitx* y.  14.  iéx=* I.  144.  160, 

dans  laquelle  aa  = y.  14.  16.  qui  a trois  tranches  de 
deux  chifrcs  chacune , parce  qu’il  cft  de  deux  dimenfions, 
& b"'=- — 1.  144.  160,  cet  homogène  eft  de  trois 
dimenfions  Si  a trois  tranches  de  chifrcs  ,•  mais  la  dernière 
tranche  eft  incomplctte,  puifqu’ellcn’aquelcfcul  chifrc  1 
au  heu  de  trois  chifrcs  qu’elle  devroit  avoir , Se  la  troifié- 
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me  tranche  du  multiplicateur  aa  cft  yquifurpafle  1.  Ainft 
aa  eft  le  terme  dominant  ou  le  divifeur , b"'  eft  le  divi- 
dende. 

Divifeur  aa 
{==3.24.  1 6. 


Dividende,  b"'.  Ç Quotient. 
1.244.  l6°*  / ij  H-  ou  44 


2 . . . . 1.04831 

19  5:840 

4 . . . . 109664 

refte "13814 

Ainfi  je  prends  pour  le  premier  membre  de  la  racine 
14.  qui  eft  un  quotienc  par  excès,  que  je  fuppofe  = c , 
que  je  quatre  pour  fubftitucr  fa  valeur  , dans  le  fécond 

membre  de  la  racine  dont  la  formule  cft  c -H  h~  cd y 

44 )CC 

j'ai  ce  = 476,  que  j'ôte  de  aa  = y.  14.  16,  ce  qui 
donne  y 1 840  = d,  que  je  multiplie  par  la  même  racine 
trouvée  c = 14  , le  produit  cd  = 1.  144.  160  eft 
égal  à l’homogéne  propofe  b"',  &:  ils  fc  détruifcnc  par 
des  lignes  contraires. 

Donc  la  première  racine  cft  24,  quieftexaétc;  mais 
fi  b"'  ne  fe  trouvoit  pas  égala  cd , dans  ce  cas,  il  fau- 
droit  continuer  l’opération  fuivant  la  formule  univcrfelle 

,1»  .///  , 

1 « • f • b -.b  ■ ■ ■ f®  _ b ■■  ■ ■ ff  . 

de  la  première  racine  — -t-  — —H  —ècc, 

* a * J te  ü*  5 « 

,/// 

dans  laquelle  on  fuppofe  dans  le  premier  membre  __ 

« * 

c & a . — ec d , pour  avoir  le  fécond  membre 

enfuite  fuppofanc  ce  fécond  membre  ==  e 


JIO 


Anaiy  se  GENERALE, 


et  =/>  P°ur  former  le  troifiérae  membre 


h'  — 'f 


« 9 

— 3 ee 

Ce  qui  donne  i°.  x = — , 

rr  > ou  C-+-  — » car  )’ai  fuPPofc 


z°.  x c 


U } ïf 


If’. 


</==  a c,&C  c = — , or  CXCC-- 

o >Jf  __  , _f_  y» ef j & ainfi  de  fuite  à l’infini , 

ou  fimplemcnt  i°.  x = — , z°.  x = ~j , 3°.  * ^ 

4°.  x = -y- , &c. 

Rtçit  générale.  Je  prends  toujours  en  nombres  entiers 

j"  ,ni  , 

! . b b ci 

les  valeurs  de  tous  les  quotients  — , — — , ou 


— — — , &e.  parce  que  je  fuppofe  que  a 8c  b font  des 

nombres  entiers  , & que  je  cherche  la  racine  ou  la  va- 
leur de  x en  nombres  entiers. 

Mais  dès  que  le  produite  </,  ou  ef , &c.  fe  trouve  égal 
à 1 homogène  propofé  , l’opération  eft  finie , & j’ai  la  va- 
leur de  x en  nombres  entiers , qui  cft  une  racine  ratio- 
nclle. 

Au  contraire  fi  après  avoir  trouvé  que  le  produit  cd, 
cft  moindre  dans  une  opération  que  l’homogéne  propo- 
fé V" , ce  produit  fc  trouve  plus  grand  que  ect  homogène 
dans  l’opération  fuivantc,  la  racine  cft  alors  irrationellc, 
&c  fa  valeur  eft  trouvée  en  nombres  entiers  a moins  d une 
unité  près  dans  ces  deux  équations,  dont  l’une  donne  la 
racine  par  défaut  à l’unité  près , &c  la  fuivantc  donne  la 
racine  par  excès. 


I 

. I 
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Mais  il  faut  que  £ a 1 fdit  ou  plus  grand  ou  égal  à £ 
bb , car  s’il  ctoit  plus  petit  dans  ce  cas,  l’cquation  feroit 
impofliblc  , car  dans  le  cas  d’égalité  ou  a'  = ^ bb  ^ on 

aura  x=\/  7 “ = -,  c’cft-à-dirc  , qu'il  ftiffic 


de  tirer  la  racine  cube  du  tiers  du  multiplicateur  a" , ou 
la  racine  quarréc  de  la  moitié  de  l'homogéne  b"'j  mais 
dans  le  cas  d’inégalité  , la  racine  fera  d’autanc  plus  aifée 
à trouver  que  ai  furpaflera  davantage  bb. 

Remarque  générale.  Lorfquc  le  coefficient  a"  8c  l’homo- 
géne  b"\  font  tels  que  le  même  nombre  qui  mefurc  4" 
par  fon  quarré,  mcfurc  b'"  par  fon  cube  , on  pourra  tou- 
jours réduire  l'équation  à moindres  ternies , alors  c’eft 
une  équation  dérivée  qu  il  faut  réduire  à fon  équation 
primitive  , 8c  c’cft  une  faute  auffi  importante  de  négli- 
ger cette  opération  dans  une  équation  , que  de  vouloir 
opérer  fur  les  fra&ions  fans  les  réduire  auparavant  à 
leurs  moindres  termes  ; l’équation  précédente  fervira 

d’untroiliémecxcmplc  x* 11416  x = 1 144  160, 

c’cft  un  exemple  tiré  exprès  d’Hariot}  page  146 , 147, 
&T  148  de  fon  exegétique  numérique  pour  comparer  cette 
Méthode  ( qui  cft  très-courte  comme  il  paroît  ci-dclfus) 
avec  la  ficnne  &:  celle  de  Victte  qui  demandent  trois 
pages  in  folio  de  calcul. 

Cependant  Hariot  a très  mal  choifi  cet  exemple  , car 

l’équation  x 1 j 1416  x = 1 244  160  , qui  a pour 

racines-!-  14,  -+-  11 6, 140,  cft  une  équation  dé- 

rivée , puifquc  le  multiplicateur  a"  = JX4.16  cft  me» 
furé  par  176  , qui  cft  le  quarré  de  X4, qu’il  contient  91 

fois , 8c  l’homogéne 1 144 1 60  eft  mefuré  par  138x4, 

qui  cft  le  cube  du  même  nombre  X4  , qu’il  contient  90  fois. 

Ainfi  l’équation  {impie  8c  primitive  dont  celle  d'Harioc 

eft  dérivée  cft^’ 917  90  , dans  laquelle  aa 

= 91  > 8c  b"! 90  , dont  les  trois  racines  font  -f-  r, 

,-3-  9 8c 10  , car  le  multiplicateur  a a —=  91  cft 


♦ 
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le  divifeur  , Se  h1"  = 90  le  dividende  , ce  qui  donne 

£=1-4-57. 

//  »- 1=  o <jy ' •*_  oy 9 ly  -+-  9° '=  ° ^V-f-  V~9 0 =0. 

y , . . . y i^1  premier  produit. 

o -{-  1 yx 9 1 y premier  refte. 

-4-  I y -4-  \y% \y  fécond  produit. 

o 9oy  •+-  90  fécond  refte. 

• — 90 9°y~ \r  9°‘ 

I ■ r> O O. 


{7 9=  *+*  1 y 90  =o  { 

y yx  -+-  17." 

o -+-  10^7 9 o 

Hh  10  . . . .-4-'  10/ 90 

: O OO 


{*- 


/ 


Digitif  ed  ) 


jy  Google  | 


Livre  premier. 


«jx  — 24  = 0^  i'  + oa:1  — j 241 6x  -+-  1144  160  = 0. 


x*  ....  xl 14.V1 

O -+-  24X* 52416X 

H-  24X  . . . -t-  z 4 a’1 576X 

o 5 1 840  x -f-  1244160. 

J1840 51840X-4-  1244160. 

=====  o 00 


116 


= o|x‘  -f-  24 X y 1840  = 0. 


x X* 2l6  X 

. O -+-  24®  x 51840. 

"+■  240  ....  -+-240X 51840. 

c==  0 0...0 

Méthode  four  trouver  U fécondé  racine. 

La  première  étant  trouvée,  dans  la  fécondé  & la  troi- 
fiéme  formule  du  troifiéme  degré,  je  me  fers  de  la  formule 
V a — i cc i c = d- 

Ainlidans  l’Exemple  précédent  tiré  d’Hariot  où  il  y a 
deux  racines  pofitives  & la  troificmc  qui  cft  négative  , • 
égale  à la  fomme  des  deux  pofitives. 

J’ai  trouvé  ci-deffùs  la  première  racine  pofitive  -f-  24 
==r , pour  trouver  la  fécondé  = </,  fuivant  la  formule 
ci-deflùs , fai  * c = 1 2 ; enfuite  je  quarre  c c’eft:  ce 
= 144,  que  je  multiplie  par  3 c’eft  432,  que  j’ôce  du 
Analj/fe.  k k 
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coefficient  ou  multiplicateur  aa  ==  51416  , le  refte  eft 

j 1989  — = 4 - — 5 ce  -,  enfuitc  fen  tire  la  racine  quarrée 

c’eft  zz%=V 4—  1 cc,  de  laquelle  j'ôte  11=7  c,  le 

refte  eft  1 1 6 = V A — ± cc 7 c.  Donc  1 1 6 eft  la  fé- 

condé racine  pofitive  cherchée  =d. 


Autre  Exemple  dans  latroijiéme  Formule  du  3,re  degré . 


On  demande  le  côté  de  l’oéVo-décagone , ou  ce  qui 
eft  la  même  chofe  la  fécante  de  80  degrez  ou  de*  7 de 
la  circonférence  du  cercle.  Si  je  fuppofe  le  raïon  = 1 , 
le  finus  de  10  degrez  ou  de  la  trente- fixiéme  partie  du 
cercle  eft  la  moitié  du  côté  de  l’otto-décagonc  lequel  côté 

eft  la  petite  racine  de  l’équation  x ’ 3X  = 1 , 

mais  la  fécante  de  80  degrez  1 ft  le  double  d’une  valeur  de 

y dans  l’équation^  ’ 3^ 1 = 1 ; il  en  eft  de  même 

de  toutes  les  fécante*  dont  les  arcs  ne  peuvent  être  donnez 
que  par  la  trifeélion  de  l’angle. 

Dans  l’équation  xl 3*'== 1 » l a‘  *"  = 3 , 

& h'"  = 1.  Par  conféqucnt  fubftituant  dans  la  formule 

ces  nombres  en  la  place  des  lettres  au  lieu  de  4 ..f  ^ 


j’ai  3 


17  — * ( 

Enfuite  pour  avoir  le  terme  fuivant  je  quarte  c , c’eft  cc 

= ^-&4_r  = ^=  3-S=Sf=^(  = A.) 

Donc  cc  d=  que  j’ôre  de  b'"  = 1 > il  refte  , 

que  je  divife  par  3 te iac=  = ~,  c’eft-à-dire 

TTVrf*  > le  quotient  eft  — ^ que  j ôte  de  U , il  refte 
= z.  8793 8 * &c.  dont  le  double 


t JL  ) ou  3 L : il  ; — = 

ti/  3 » » » > 


c. 


5-  71*77°  — » eft  effe&ivemcnt  la  fécante  de  80  degrez 
conformément  aux  Tables. 
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Dcmonjlration  de  U réfolution  des  Equations. 


Dans  la  trentième  formule  x ’ a"x  — b"'. 

i°.  Je  cube  a , 5c  je  quarre  b,  ce  qui  donne  a 5c  bb. 

i°.  Jedivifea’  paréé,c’eft  Si  le  quotient  cft  éi  , 


la  racine  ferai?. 

1 S 

Or  le  quotient  ne  peut  jamais  être  moindre  que  6 £; 
car  fi  je  fuppofe  dans  l’équation  propofec  al'  — 3 cc  , 5c  W' 

= i r’  , la  fubftitution  donnera  x* $ccx  = zt’# 

Or  le  cube  de  j cc  eft  17  c6 , 5c  le  quarré  de  ic 1 eft  4 c* 

5c  divifant  l’un  par  l’autre  , le  quotient  = 6 

4 ^ 

Maintenant  lorfque  x 1 = 3 cc  x zr’ , il  eft  évident 


que  x = It  = lîi  = r , car  en  fubftitiiant  c à la  place 

x » ice  * 

de  x,  on  aura*’  = 3£* 1 c*  =c\ 

3°.  Pareillement  on  démontrera  que  fi  le  quotient  de 

îl  = 7 \ , la  racine  ou  plutôt  l’une  des  racines  fera  tl  , 

bb  . ' ) m 

par  exemple  dans  lcquation  x1  = 4 cc  x j ci , on 

aura  4 =4<rr,  5c  b = 3^*  ,parconféquent  a ’ = 64^ 

»’ ___i  «r  4 1 lxc\ 

b h ' 9 « m 11^ 


& bb  *=  9 c*.  Donc  i 


11  eft  évident  que  x = c , car  en  fubftituant  râla  place 
de  x dans  l’cquation  x ’ = 4ff  x 3 , on  aura  c* 

^=4f* 3<r  = £* . 

40.  Si  le  quotient  cft  y ^ ou  6 1 une  des  racines  fera  li 
Si  le  quotient  cft  6 ou  7 j une  des  racines  fera  i?- 
Si  le  quotient  cft  7 r« , la  racine  fera  ît 
Si  le  quotient  cft  8 , la  racine  fera 

kk  ij 


ji 6 Analyse  «enerale. 

Si  le  quotient  eft?  77,  une  des  racines  fera  7~. 

Si  le  quotient  eft  10  une  des  racines  fera, 

Si  le  quotient  eft  11  une  des  racines  fera  îi , &c. 


& univerfellcment  fi  le  quotient  îL  — c -f-  *■ , ou 

b b — z 

‘ J 

= c -f-  — la  racine  fera  — x h 

cc  — — é c — f-  8 > — — 

e — ? xa 

Mais  fi  le  quotient  ne  fe  trouve  pas  l’un  des  termes  de 
la  fuite  de  cette  progrclfion  -,  il  doit  ncccfiaircmcnt  fc 
trouver  entre  deux  termes  confccutifs  de  cette  progref- 
fion &:  la  racine  de  même  fera  contenue  entre  deux  termes 
prochains  des  formules  des  racines  de  cette  progreflion. 
Par  exemple,  lorfque  cc  quotient  eft  entre  16.  &:  17.  la 
racine  eft  entre  , comme  dans  x*  = jx 1 , en 

fuppofant 4=3  te  b=.  1,  te  fubftituant  j’ai  — =77,  &: 


î+t  , 


*j  « 


Or- 


» 

4964 


Voilà  une  racine  très- 


approchée, parce  que  lorfque  x — iii,  le  quotient  il 
— 16  ~ , &:  lorfque  x = alors  le  quotient  il 

' * 14  4 4 b b 

= 17  fuivant  la  formule  pour  le  quotient  r-f-  K.  8 , 


« — J 

&:  fuivant  la  formule  pour  la  racine  f 1 

1 — > xa 

Or  ces  deux  formules  commencent  par  j \ , 6 —,  7 — 
te  continuent  à l’infini  dans  la  même  progreflion. 

C’cft-à-dire,  le  premier  membre  de  la  racine  cherchée 


♦ 
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eft  1 X^. , Se  parce  que  f=  — par  hypothéfc  , Se  que 
c — ’ xa  bb 

d’ailleurs  la  fra&ion  v eft  un  infiniment  petit  par 


‘ — ) 


rapport  aux  grandeurs  confiantes  a , bxc,  fi  l’on  fubftituo 


*—  à la  place  de  c dans  la  fra&ion 


c 1 X b 


b b 

mH  — it» 
M*  — 3 alb 


on  aura 


b 

OU  - 

» 


** 


»* 3 abb‘ 


c — 3 X4 

ou  enfin 


b ». 


i> 3 bb  X * 


Mais  préfentement  fi  l’on  fuppofe  t = c , ( alors  c’cfl: 

fi  * 

une  nouvelle  valeur  de  c différente  de  la  formu1*-  c 

<—3  xa  J 

. bi 

& fi  on  fubftituc  cette  valeur  dans  la  fra&ion  — - ^ 

on  aura  pour  le  premier  membre  de  la  racine  cherchée 


cette  valeur  c — - — qui  eft  précifément  la  valeur 

trouvée  ci  dcfiiis , dont  nous  avons  fait  la  régie,  ce  qu’il 
falloir  démontrer. 

Enfuitc  pour  trouver  les  autres  membres  de  la  racine 
b — »/  .•/-/-  *»  • 

e H , Sec.  je  lupppolc  c H = e ou  a x — x 

a 3 « * * r m 3 c c 

= b , or  puifque  e < x , il  s’enfuit  dc-lànéccfiaircmcnt 
que  l’homogéne  de  comparaifon  donné,  p is  pour  le  pre- 
mier pour  ax a*  , fera  plus  petit  que  b. 

Soit  donc  4 e e *=f,  il  fuit  de  là  que  yreft  plus 

petit  que  b , Se  b e eft  la  différence  des  deux  homo- 

gènes de  comparaifon  pour  les  deux  équations  fembla- 
blcs  qui  fuivent. 


4X a-5  = b.  Se  fuppofant  £=  a e- — ee 

ae e’  = e f , &:  fuppofant  e/=  a e ex  e , Sec. 

Enfin  pour  avoir  un  troiûéine  homogène , puifque  x eft 

k k iij 


ji8  Analyse  generale, 

un  nombre  entier  , & que  e cft  plus  petit , la  moindre 
valeur  que  je  puiffe  fuppofcr  pour  x eft  e -t-  i , je  fub- 
ftuuc  cette  valeur  dans  l’équation^  x x*  =^,ou 

4 — rx‘  = — , la  fubftitution  donne  a e -+-  i a e e 

4 7 

. — } e e j e — - i = d. 

Alors  fi  b qui  cft  l’homogéne  propole  , la  racine 
eft  trouvée , c’cft  x = e i : mais  fi  l’homogéne  d eft 
encore  moindre  que  l’homogéne  propose  b , il  cft  évi- 
demment plus  grand  que^y,  car  l’homogéne  de  compa. 
raifon  augmente  à mefure  que  la  racine  qui  le  forme 
augmente  aulfi  ; or  l’homogénc  d eft  formé  du  produit 
de  e fcul , c’eft  pourquoi  je  fais  une  régie  de  trois , ainfi 

je  dis  la  différence  des  homogènes  a e <r‘  = ef,  & 

a e e’ 3 e e 3 e 1 -4-  1 a = d , cette  dif- 
férence eft  a — — 3 e e 3 e 1. 

Mais  entre  les  deux  homogènes  a x x’  = b , & 

de e,s=ef,  la  différence  eft  b~ef 

Préfentement  la  racine  qui  a donné  l’homogéne  ef 
eft  e , la  racine  qui  a donné  l’homogéne  d eft  e 1 , 
la  différence  de  ces  deux  racines  cft  1 , ce  qui  donne  cette 
règle  de  trois. 

Si  a 3 ee 3 e - — 1 différence  dans  l’homogéne 

vient  de  1 différence  dans  les  racines. 

De  combien  viendra  b — — ef  î 

Le  quotient donnera  le  troifiéme  mem- 

* * — J4  — I 

bre  de  la  racine  cherchée , mais  parce  que  3 e 1 eft 

un  infiniment  petit  par  rapport  aux  grandeurs  conftan- 
t csa,  b,  ef,  je  me  contente  de  prendre  univcrfellement 

— — — , ce  qu’il  falloir  trouver  Sc  démontrer. 

Enfin  il  refte  à démontrer  que  ce  troifiéme  membre 
de  la  racine , &c  les  aurres  fuivans  qu’on  peut  trouver  de 
la  même  manière  à l’infini , forment  une  fomme  plus  pe- 
tite que  la  racine  lorfqu’clle  eft  irrationcllc , U qui  en 
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approche  de  plus  en  plus  à Infini,  &c’eft  tout  ce  qu’on 
peut  défirer. 

Soient  trois  équations  géométriquement  femblables , 

I °.xi=>ax b , & foit^  = x -4- e. 

i°.y,—ay c,k  foie  z.=y  -k-f  '==  x -4-  e -+-f 

30.  z,1  ■ a z, d. 

Je  dis  que  fi  l’on  fait  comme  c b : d c : :y x: 

à une  quatrième  grandeur- — — * » 1*  compofée 

y -+-  JZZi fera  plus  petite  que  z,  , ou  que  fon 

égale  x — f-  e -f-  ft  car  en  fubftitüant  cette  valeur  dans 

* X x'  = b , ac  dans  a y y 1 = c , on  aura 

ax  -4-  ac x>  3 e x x 3 eex e*  =c. 

donc  c b =3  s c- — 3 ex  x 3 c ex r*  ,&c. 

& enfin  on  aura 

•f'  — f * — — ifre  — \fex* — (tefx — jfe\ 

• « — i ex  x — jet  x — «*. 

différence  qui  eft  plus  petite  quey,  puifqu’il  ne  refte  que 
tous  termes  négatifs. 

On  prouvera  de  la  même  manière  que  cette  diffé- 
rence deviendra  plus  petite  qu’aucune  grandeur  donnée, 
& que  par  confequent  on  peut  approcher  à l’infini  delà 
valeur  de  la  racine  lorfquellc  eft  irrationelle , & on  la 
trouvera  exactement  dans  le  cas  où  clic  eft  rationclle , 
ce  qu’il  falloir  démontrer. 

Remarque  fondamentale. 

La  règle  de  trois  que  nous  venons  d’employer  pour 
comparer  la  différence  des  homogènes  &:  celles  des  ra- 
cines qui  les  ont  produits  dans  les  équations  géomé- 
triquement femblables , eft  un  principe  général  &c  très  fc- 
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cond  pour  réfoudre  les  équations  de  tous  les  degrez  à 

l’infini  dans  tous  les  cas  poffibles  , réductibles  ou  irrc- 

duétibles. 


SECTION  SIXIEME. 

Méthode  pour  réfoudre  les  Equations  de  tous  les 
degrez.  <*  l'infini  , par  les  progrcjfions 
Arithmétiques. 

JE  fuppofe  ici  tout  ce  que  Mr,  de  Lagny  a démontré 
touchant  les  progreffions  Arithmétiques  dans  les  Mé- 
moires de  l’Acadcmic  imprimez  dans  les  années  1705  , 
1706  &:  i7zz,où  il  démontre  que  les  (crics  des  homogènes 
des  équations  de  tous  les  degrez  à l’infini  , font  des  pro- 
gressons Arithmétiques  du  même  degré  qui  ont  une 
dernière  différence  confiante  qui  a le  meme  expofant 
que  le  degré  de  l’équation  propoféc  : je  fuppofe  cette 
vérité  comme  un  axiome,  &:  je  me  renferme  feulement 
dans  le  détail  des  opérations  nécefTaircs  pour  rcfoudrc 
les  équations  qu’il  avoir  promis. 

Cette  Méthode  cft  générale  pour  tous  les  degrez, elle 
donne  toujours  les  racines  exaéles  lorfqu’elles  font  ra- 
tionelles  , ou  approchées  à moins  de  l’unité  près  lorf- 
qu’elles font  irrationellcs.  II  n’cft  point  nécefTaire  de  faire 
évanouir  aucun  terme,  s’il  en  manque  quelques-uns,  il 
faut  les  remplir  des'puiflanccs  de  l’inconnue  qui  man- 
quent, & leur  donner  le  zéro  pour  coefficient. 

Je  fuppofe  l’cquation  propoféc  feulement  fans  fraélions 
& fans  incommenfurablcs , &:  que  l’inconnue  du  premier 
terme  n’a  point  d’autre  coefficient  que  l’unité  , mais  cette 
dernière  condition  n’cft  que  d’élégance  &C  non  pas  de 
néccffité, 

Dans 
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Dans  le  fécond  degré  , foie  l 'équation  propofee  x* 
-t-  iox  = 189. 

i°.  Je  fubdituë  dans  cette  équation  trois  valeurs  de 
x,  commençant  toujours  par  l’unité  x =>  1 , x = 1 , 
x = 3 en  la  place  de  x , & leurs  quarrez  en  la  place  de 
.va-,  comme  l’équation  ed  du  fécond  degré,  je  fais  trois 
fubllitutions  , car  il  en  faut  toujours  une  de  plus  que 
l’expofanr  du  degré  de  l’équation  ne  contient  d’unitez. 

Ces  fubditurions  me  donnent  trois  équations  arith- 
métiquement fcmblables. 

x*  —H  10  x = 1 89. 


x = x ...  1 -H  10  = tx. 
x = z ...  4 -4-  40  — = 44. 
x=  3 ...  9 —H  60  = 69. 

Ce  qui  me  donne  trois  homogènes  primitifs  , dont 
je  cherche  les  différences  par  foufiraûion  comme  il  fuit. 

. icr.  zd.  3e.  homogène. 

11.  -f-  44.  *+-  69. 

-4-11.  -+-44. 

itc.  différence. 

23.  —H  zy. 

— f—  Z3. 

-4-  z. 

zd=.  différence  confiante. 

Je  prends  la  première  des  premières  &:  des  fécondes 
Analyfe.  1 1 
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différences  avec  le  premier  des  homogènes  que  je  range 
dans  un  ordre  contraire. 

Irc.  différence  la  ire.  des  le  Ier. 

confiante.  ire*.  différences.  des  homogènes. 

-Hz.  -+-  zj.  H-  ai. 

Ce  font  trois  nombres  générateurs  qui  ferviront  a for- 
mer par  addition  le  Trapéfe  logarithmique  qui  fuit  , 
chaque  nombre  générateur  trouve  efl  à la  tête  de  fa  co- 
lonne de  même  nom  , & la  dernière  colonne  qui  efl  celle 
des  racines  efl  la  fuite  des  nombres  naturels,  i.  z.  3.  Ôcc. 


Livre  tremie  r. 


3*3 


Trapéfe  logarithmique. 


ide.  colonne. 

-h  Z}  1 

3e.  colonne 
des  homogènes. 

4e.  col. 
dcsRac. 

ire.  col. 

4-  21 
4-  23 

1 

•4-  1 

4-  z 

4-  44 

2 

4-  23 

4-  23 

4-  2 

4-  z 

4-  69 

3 

4-  27 

4-  27 

-4-  L 

4-  z 

4-  96 

4 

4-  29 

4-  29 

— h 1 

4-  2 

4-  123 

y 

4-  31 

4-  31 

4—  2 

4-  2 

4-136 

6 

4-  33 

4-  33 

—H  z 

4-  2 

4-189 

7 

4"  33 

4-  33 

bon 

4-  224 

8 

Comme  l'homogène  propole  189  fe  trouve  dans  la 
troificme  colonne  qui  eft  celle  des  homogènes  dans  la 
7e.  cellule  , le  nombre  7 qui  eft  vis-à-vis  eft  la  racine 
défirée,  on  trouvera  la  fécondé  racine  en  divifant  l'é- 
quation par  x 7 = o , qui  eft  la  racine  trouvée  po- 

fitivc,  puifquc  1 homogène  a ici  le  ligne-}-. 


■lit} 
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3M- 

Divijitn. 

Divifeur.  Dividende. 

* — 7=0  / X*  -+-  10  X — 189  = 0 
X . . X* JX 

o -f-  17  x 185 

irj  -H  27  x 189 

t=  o 00 

Donc  la  féconde  racine  cft  17  qui  cft  négative. 

Si  on  avoir  continué  le  trapéfe  logarithmique  jufqu’à 
la  vinge-feptiéme  cellule,  on  auroit  trouve  une  féconde 

fois  l’homogéne  189  avec  le  ligne dans  latroifiéme 

colonne  qui  cft  celle  des  homogènes  , &:  vis-à-vis  x-j 
dans  la  quatrième  colonne  des  racines. 

Autre  Exemple.  Soit x*  -t-  20  x = 96. 

Subftitutions.  x =1  donne 1 -+-  10=-+-  19. 

x = 2 donne 4 -4-  40  = -f-  3 6 

x = 3 donne 9 -f-  60  = -f-  yi 

Ce  qui  donne  les  trois  homogènes  primitifs  -4-  19, 
t-  3 6 , — f-  yi , dont  je  cherche  les  différences  par  la 
fouftra&ion , en  ôtant  le  premier  du  fécond  , enfuite  le 
fécond  du  troifiémc  pour  avoir  les  premières  différences, 
ôtant  enfuite  la  première  des  premières  différences  de 
la  fécondé,  pour  avoir  la  féconde  différence  confiante 
comme  il  fuie. 


Quotient, 
x -4-t 7=0. 
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Homogènes  primitifs.  H—  19  — 3 6 -t-  yr. 

, -4-  19  ~f~  36. 

Premières  différences  -+-  17  -f-  iy. 

-t-  17. 

Secondes  différences  confiantes.  z. 

Ce  qui  donne  pour  nombres  générateurs  duTrapéfc  lo- 
garithmique les  trois  nombres  fuivans'. 

zde.  différence  la  ire.  des  , le  icr.  des  homo- 
conflanrc.  premières  différences,  gènes  primitifs. 
1 —H  17  -+-  19 

C’cfl  par  l’addirion  réitérée  de  ces  trois  nombres  que 
je  forme  le  trapéfc  logarithmique  fuivant,  je  le  nomme 
trapéfc  à caufc  de  fa  figure  , & logarithmique  , parce 
que  je  fais  par  fon  mo'icn  par  fimplc  addition  ou  fouflrac- 
tion  les  opérations  qui  demanderoient  naturellement  la 
multiplication  ou  la  divifion  , c’cftce  qu’il  a de  commun 
avec  les  Logarithmes  avec  lefquels  on  opère  ainfi. 

Or  je  trouve  deux  fois  l’homogéne  propofe  96  , dans 
la  troifiéme  colonne  du  trapéfc  qui  efl  celle  des  homo- 
gènes , la  première  fois  il  a le  figne  -+-  ,ce  qui  marque 
que  fa  racine  8 à côrc  efl  poficive , la  fécondé  fois  je 

trouve 96 , & à côté  14  , ce  figne marque  que  la 

racine  14  qui  efl  à côté  efl  fa  fécondé  racine,  & qu’elle 
cft  négative. 
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Trapéfe  Logarithmique. 


3e.  colonne.  14e.  colon, 
homogènes.  Racines. 


colonne, 
-t-  17 
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Continuation. 


irc.  colonne. 

l'k.  colonne. 

— y 
: — 2 

— 2 

— 7 

— z 

Z 

— 9 

— z 

Z 

— n 

— z 

Z 

H 

1 1 

Z 

— If 

— Z 

Z 

1 

t"'  * 
** 

1 1 

Z 

— 19 

— z 

Z 

21 

Z 

— 1 

— *3 

— 2 

— 2 

— Zf 

— 1 

Z 

\ 

— 27 

3e.  colonne, 
homogènes. 

4e.  colon. 
Racines. 

H-  96 

12 

— y 

bon 

-4-  91 

— 7 

U 

H-  84 
— 9 

14 

-4-  75 
— 11 

iy 

-h  6 4 

16 

— U 

■ 

■+"  y* 
— >y 

17 

-4-  16 

18 

— 17 

H-  1 9 

— 19 

19 

;+•  0 

— 21 

20 

— 21 

— î-3 

21 

— 44 

— iy 

2.2. 

- -- 

— 69 

— 17 

1-3 

— 96 

24  bon 
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Remarque  première.  Par  ce  même  trapefe  je  peux  re- 
fondre contes  les  équations  arithmétiquement  fcmblables, 
car  il  au  lieu  de  l’homogcne  propolé  96  , j’avois  quel- 
qu’autre  homogène  avec  les  ancres  termes  fcmblables  , 

x1  — f—  10 x dans  l’équation.  Par  exemple,  x% 

-4-  10  .r  ==  6 4.  .. 

Cet  homogène  fc  trouve  deux  fois  dans  le  trapéfc  &C 
toujours  avec  le  figne  — (—  , ce  qui  marque  que  fes  deux 
racines  font  pofitives,  la  première  fois  il  y a 4 à côté, 
c’eft  la  première  racine,  la  féconde  fois  il  y a 16  à côté, 
c'cft  la  fécondé  racine. 

Remarque  féconde.  La  férié  des  homogènes  contcnuo 
dens  la  troifiémc  colonne  croie  d’abord  jufqu’à  100  , qui 
eft  le  quarré  de  10  , moitié  du  coefficient  10,  dans  le  fé- 
cond terme  zo  x , apres  ce  terme  qui  eft  le  dixiéme  la  fé- 
rié continue  , mais  les  homogènes  qui  font  encore  poli- 
tifs  comme  auparavant , décroiftent  d’un  terme  à l’autre, 
& tombent  enfin  à zéro  après  lequel  , les  homogènes 
fuivansfont  tous  négatifs,  & croiiïcnti  l’infini  fans  de- 
venir jamais  poficifs  comme  auparavant , cela  vient  du 

nombre  générateur  négatif z de  la  première  colonne, 

x qui  après  le  dixiéme  terme  rend  enfuice  la  féconde  co- 
lonne entièrement  négative,  ce  qui  diminftë  les  homo- 
gènes peu  à peu  dans  la  troifiéme  colonne,  & les  con- 
duit au  zéro, après  lequel  cette  troifiéme  colonne  ne 
contient  plus  que  des  homogènes  négatifs. 

La  même  chofé  arriveroit  dans  unfens  contraire,  fi 
l’on  avoit  les  mêmes  nombres  générateurs  avec  des  lignes 

contraires,  — (-  z , 17  , 19  pour  former  letra- 

péfé,  car  dans  ce  cas  la  férié  des  homogènes  contiendroic 
d’abord  des  homogènes  négatifs  qui  croîtroicnt  jufqu  a 
100,  après  lequel  ils  décroîtroicnt  jufqu’au  zéro  , apres 
lequel  ils  feroient  enfuite  pofitifs  & croîtroient  à l’infini. 

Remarque  troifiéme.  Si  l’homogénc  d’une  équation 
propofée  ne  fe  trouvoit  pas  dans  la  férié  des  homo- 
gènes 


Digitized  by  GoogL 


Livre  premier.  3 19 

gênes  de  la  troifiéme  colonne, il  y a deux  cas. 

Le  premier  cas  cft  , lorfquc  1 homogène  propofé  fc 
trouve  dans  la  fuite  des  nombres  entre  deux  homogènes 
confécutifs  compris  dans  la  troifiéme  colonne.  Par  exem- 
ple. Si  l'on- propofé  lcquation x1  -+-  10  x = 86  , 

donc  l’homogéne  86  eft  compris  dans  la  fuite  des  nom- 
bres entre  les  deux  homogènes  84  & 91 , qui  fe  luivenc 
immédiatement  dans  la  troiliéme  colonne. 

Dans  ce  cas  1\  quation  cft  irrationclle , je  prends  les 
racines  de  84,  elles  (ont 'approchées  par  défaut  mais 
trop  petites,  ou  je  prends  les  racines  de  91  , elles  font 
trop  grandes , mais  approchées  par  excès  à moins  d une 
unité  près  , car  les  racines  de  84  &:  de  91,  ne  différent 
entre-elles  que  de  l'unité.  ** 

Second  cas , fi  j’ai  l’équation  propofèc xx  -4-  io  x 

= 113  , comme  l’homogénc  pofitif  113  furpaffc  100 
qui  eft  le  plus  grand  des  homogènes  pofitifs,  dans  ce  cas 
les  racines  font  imaginaires  &:  l’équation  eft  impoflible,- 
on  peut  la  rendre  pofliblc  endiminüant  de  13  cet  homo- 
gène, ce  fera  100  , or  le  diminüant  de  plus  ce  fera  un 
autre  homogène  compris  dans  la  troifiéme  colonne,  ou 
compris  dans  l’intcrvalc  de  deux  homogènes  de  cette 
troifiéme  colonne.  De  même  l’homogéne  pofitif  18  cft 
trop  petit,  puifqu’il  eft  moindre  que  19  le  plus  pctic  des 

homogènes  poficifs  , par  conféquent  l’équation x * 

-3-  io  x — ~ 18  eft  impoflible  , il  faut  augmenter  cet 
homogène  pour  la  rendre  polïible. 

Remarque  quatrième.  Lorfquc  dans  la  fubftitution  les 
valeurs  de  .v  prifes  par  hypothéfe  ne  donnent  dans  l’é- 
quation que  des  homogènes  négatifs  , alors  toutes  les 
racines  de  l’équation  propofée  font  imaginaires  , &:  de 
même  fi  dans  la  troifiéme  colonne  du  trapéfp  on  trouve 
1 homogène  propofé  toujours  négatif  jamais  pofitif, 
c’eft  une  marque  que  fes  racines  font  imaginaires , par- 
ce que  par  hypothéfe  &:  par  conftruélion  l’homogène 
Aualyfe.  m m 
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cft  pofitif , cc  qui  eft  effcntiel  à cette  Méthode. 

Autre  exemple  du  quatrième  degré.  > 

Soit  propoféc  l’cquation xK  —H  4 6 x 776  xx 

1 301  3.  Les  cinq  hypothéics  préparées  pour 
les  valeurs  de  x & de  fes  puilïanccs  avec  leurs  cocfficiens 
ou  multiplicateurs  font. 


*=1  = 3666  x 

I xx  = 77  6 

x'  = 46 

*4  = I 

x=i=  1 13  31 . . 

* 

II 

VM 

O 

-U 

00 

II 

O© 

2=1 6 

.r  =3=  16998  . . 

9 = 6984 

27=1141 

vw 

II 

00 

NI 

*=4=  21664  . . 

osa 

6^=1944 

BS 

*=3=18330.. 

N 

II 

vo 

4* 

O 

O 

1 113=3730 

3 = 613 

Préfcntement  je  fais  deu*  fommes  de  chaque  fubfti- 
tution  , 1 une  des  termes  pofitifs , l’aurre  des  négatifs  , &: 
le  réfultat  donne  un  homogène  primitif,  de  cette  forte 
je  trouve  cinq  homogènes  primitifs. 

ire.  hypothefe  x = 1 donne 

— x*  = — 1 & -4-  46  x*  = -f-  46 

— 77 6 x1  = — 77 6 -4-  5666  x 5666 

fomme — 777  fomn.e-3-  6711 

or  _4_  <>7 1 1 

— 777 

donne  -4—  45)  3 5 premier  homogène. 
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La  14*.  hypothèfe  x = 1 donnnc 


- — X4  = — I 6 

& -3-  46 x1  = -3_  368 

— 776  X1  = — 3104 

-3-5 666  x =_|~  11331 

Tomme  — 3110 

Tomme  -3-  1 170a 

or  -4-  1 1700 

H-  J'io 

donne  -3-8580  fécond  homogène. 

La  3'.  hypothèfe  x = 3 donne 

— x*  = — 156 

&_4_  46  x’  1141 

— 77 6 xl  = — <>984 

-3-5666X  =-3-16998 

Tomme  — 7865 

loinmc  -3-  18140 

or  -4-  18140 

— 707? 

donne  -f-  1 1 175  troifième  homogène. 

La  4*.  hypothèfe  x = 4 donne 

— x4  = — j 56 

& -t-  46  x’  = -3-  1944 

— 776  xx  = — 6984 

■4"  ^666  x = -4—  11^4 

Tomme  — 11416 

Tomme -4- 15608 

or  -4- 15608 

— 11671 

- 

donne  11936  quatrièmehomogène. 

La  5*.  hypothèfe  x = 5 donne 

• 

1 

H 

* 

II 

1 

CS 

m 

&-*-  46  x’  = -3_  575o 

— 776  x1  = — 19400 

—3-  5 66 6 x — — f-  1833a 

Tomme  — 10015 

Tomme  3408» 

or  -3-  34080 

— 10055 

- 

donne  1405  5 cinquième  homogène. 


m m ij 


? 
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Enfuice  j’écris  de  fuite  ces  cinq  homogènes  & j’en  tire 
les  différences  par  fouftra&ion  pour  avoir  les  premières 
de  chaque  différence. 

-f-  493  J -Ht  3 j8o -h  III7Î -4-  X40jy 


-4-49ifH-  8^So -H-  1 1 17Î -+~  »1936- 


lrcs.  differ.  -t-  3643  -H 

M 95  *+- 

1761  -H  1 1 19. 

-4- 

3643  -H 

1393 -H  ï7^r. 

zdcs.  différences  

• 

1030 

834  *641. 

— 

Tt- 

OC 

1 

0 

1rs 

O 

1— • 

3e».  différences. 

zi  6 19  z. 

— t—  zi  6. 

4e.  & dernière  différence  confiance.  14. 


Ce  qui  me  donne  cinq  nombres  générateurs  dans  cet 
ordre  contraire. 

La  ic.  la  Ie.  des  la  ie.  des  la  Ie.  des  le  ie.  des 
des  4e.  diff.  .3e.  diff.  zde.  diff.  ie.  diff.  homogènes. 

14  -4-  il 6 1030  -f-  3643  4933 

donc  je  forme  le  trapéfe  logarithmique  fuivant,  dans  le- 
quel l’homogéne  propofé  13013,  revient  quatre  fois  vis- 
à-vis  de  les  quatre  racines  pofitives  ,7.  11.  13.  13.  qui 
font  les  racines  cherchées. 
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Trapéfe  Logarithmique. 


9f.  colonne, 
homogènes. 

6e.  colon. 

Racines. 

• 

3e.  colonne. 

4e  colon. 

4-  3643 
— 1030 

4-  4939 
-3-  3*49 

1 

i'!'.  colon. 

ÎOJO 

-4-  216 

-1-  8980 

4-  1999 

Z 

Tre.  Col. 
— 24 

*4*  z 1 6 
— *4 

h-  2393 
— 834 

— 834 

4-  19 1 

4-  I I 173 
4-  I76I 

3 

-4-  1 92 

4-  1761 

— 24 

— 24 

— 642 

— 642 

4-  12936 

4 

4-  *68 

-4-  168 

4-  ni? 

4-  III9 

— 24 

— 14 

— 474 

— 474 

4-  14055 

9 

H-  *44 

4-  144 

4-  649 

4-  «49 

— 24 

— 14 

— 3 5° 

— 3 3° 

4-  147°° 

6 

4-  120 

4-  120 

4-  313 

H-  3 15 

— M 

— 24 

— 210 

— 210 

4-  I5019 

c 

0 

-Q 

-4-  96 

4-  . 96 

4-  109 

4-  J09 

— 24 

— *4 

— 114 

— 114 

■+•  13120 

8 

H-  7* 

-4-  72  . 

— 9 

— 9 

— 14 

— *4 

_ 42 

— 42 

4-  15**1 

9 

-1-  48 

4-  48 

— 91 

— 3* 

— 24 

— 14 

—H  6 

4-  6 

4-  13060 

10 

24 

4-  24 

— 49 

49 

— 24 

— 24 

4-  3° 

4-  30 

4-  130*9 

1 1 bon 

0 

0 

— 1 9 

— 13 

— 24 

— 24 

4-  3° 

4-  3° 

15000 

12 

— 24 

— 24 

4-  M 

H-  M 

— 14 

— 24 

-4-  6 

4-  « 

4-  ‘50*5 

1 j bon  "• 

- 48 

- 48 

4-  21 

4-  21 

— 24 

— 24 

— 42 

— 41 

4-  * 5°i6 

*4 

— 72 

— 71 

— 21 

— 1 1 

— 14 

— 24 

— 114 

— I T 4 

4-  15015 

1 v bon 
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LIVRE  SECOND 

SECTION  PREMIERE. 

Méthode  générale  d'approximation  des  racines  irrationelles 
par  des  formules  rationelles . 

AVant  de  réfoudre  les  puiflanccs  imparfaites  & les 
équations  qui  ont  des  racines  irrationelles , il  faut 
trouver  des  formules  rationelles  qui  puiflent  donner  l’ap- 
proximation de  ces  racines  : c’eft  ce  que  nous  enfeigne- 
rons  dans  cette  Sc&ion  ; & la  fuivante  contiendra  l’ap- 
plication de  ces  formules  aux  équations  fimplcs  com- 
pofées  de  tous  les  degrez. 


AVERTISSEMENT. 

C'Ejl  ici  la  place  naturelle  où  je  dois  mettre  la  nouvelle 
Méthode  d’ Approximation  de  Mr.  de  Lagny  par  des 
formules  générales  dr  rationelles , pour  trouver  lesracines 
des  puiffances  imparfaites  & des  équations  de  tous  fes  de- 
grez, à r infini  , afn  de  ranger  avec  ordre  toutes  les  nou- 
velles Méthodes  >•  celle-ci  fervira  à faciliter  aux  jeunes 
gens  l’étude  de  l' Analyfe.  Il  a déjà  donné  au  public  deux 
éditions  de  cette  Approximation  , celle-ci  fera  la  tro'tfiéme  , 
elle  eft  plus  étendue  ; & pour  la  rendre  plus  facile  aux 
Commencençans , j’entre  dans  le  détail  de  tous  les  calculs  ; 
ce  font  autant  d'exemples  utiles  qui  montrent  l’ufage  des 
Régies  du  calcul  qui  Jbnt  expliquées  dans  les  Sellions  pré- 
cédentes , & dont  l’application  n’efl  point  facile  dans  la  ré- 
folution  des  Problèmes , ce  qui  rebute  d'ordinaire  les  jeunes 
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gens,  & le*  engage  à fie  borner  aux fciences  des  Mathéma- 
tiques pratiques  , parce  que  fi -lot  qu'ils  ne  peuvent  fur- 
mont  er  les  di  feuliez,  qu’ils  rencontrent  cfains  i Analy fie  , 
ils  font  forcez,  de  renoncer  à une  étude  dans  laquelle  ils 
défiefipérent  de  faire  du  progrès  ; de  là  vient  qu’il  y a fi peu 
de  perfionnes  qui  s'adonnent  à t Analy  fie  qui  efi  le  fonde- 
ment de  toutes  les  Matcmatiques , parmi  ceux  qui  s’appli- 
quent aux  fciences  Phifico-Mathématiques  qui  ont  befioin 
de  fion  fiecours. 

' Cette  Méthode  générale  d’approximation  eft  utile  8c 
importante  pour  la  perfe&ion  de  l’Analyfe,  clic  s’étend 
à toutes  fes  différentes  parties,  clic  comprend  générale- 
ment la  réfolution  des  puiffances  imparfaites  , deségali- 
tez  pures , des  égalitez  affe&écs  de  termes  mçïcns,  & des 
équations  de  tous  les  degrez  à l’infini , fans  en  exclure  le 
cas  irrcdu&iblc  , qui  quoiqu’intraitable  par  toute  autre 
Méthode,  fe  réfoud  par  celle-ci  avec  la  même  facilité 
que  le  cas  ordinaire  8c.  rédu&ible;  nous  en  ferons  dans 
la  fuite  l’application  au  fameux  Problème  de  la  quadra- 
ture du  cercle. 

Elle  fert  encore  à réfoudre  par  le  cercle  Sc  la  ligne  droite 
les  Problèmes  géométriques  du  troifiéme  8c  du  quatrième 
degré  , par  une  approximation  infinie  mais  commode 
pour  la  pratique , comme  on  le  verra  par  l’exemple  du 
Problème  de  la  duplication  du  cube. 

Elle  fournit  des  Méthodes  (impies  & faciles  pour  ex- 
traire les  racines  de  toutes  les  puiffances  imparfaites  nu- 
mériques , fans  aucun  tâtonnement  &:  pat  une  fimplo 
fouftraûion. 

Je  joins  à cela  la  pierre  de  touche  des  Méthodes,  qui 
cftune  Régie  générale  pour  comparer  avec  facilité  toutes 
les  Méthodes  poflibles,  & pouvoir  juger  de  leur  mérite 
par  des  principes  folides;  de  même  qu’on  peut  avec  la 
pierre  de  touche  connoîtrc  l’excellence  8c  le  prix  desdiffe- 
tens  métaux. 
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Mr.  de  Lagny  a donne  un  cfTai  de  cette  Méthode  dans 
le  Journal  des  içavans  de  Paris,  le  14.  Mai'1691.  il  l’a 
expliquée  plus  au  long  dans  la  première  édition  du  mois 
de  Déccijibrc  1691.  il  en  a donné  une  autre  édition  au 
mois  de  Juin  1691.  Le  ta.  du  mois  de  Décembre  1691. 
il  diflxibua  des  Exemplaires  de  la  première  édition  à 
Meilleurs  de  l’Académie  Royale  des  Sciences  en  pleine 
Atrembléc.  Dans  le  meme  tems  il  en  envoya  aux  Sçavans 
de  Paris , des  Provinces  & des  pais  étrangers , en  Anglc- 
. terre,  en  Allemagne  6c  en  Hollande. 

Voilà  l’hiftoire  abrégée  de  cette  Méthode  que  je  fuis 
obligé  de  rapporter  pour  réfuter  un  Auteur  , à qui  il  avoic 
fait  préfent  de  la  première  édition  , &c  qui  depuis  n’a 
point  fait  difficulté  de  s’attribuer  l’invention  de  cette  4 
Méthode  dans  un  Livre  imprime  au  mois  de  Mars  1 691. 

Ce  Livre  n'cft  qu’un  mauvais  Commentaire  fur  cette 
Méthode  qu’il  n’a  point  conçue  ; il  donne  l’une  des  for- 
mule pour  le  cube  a -}-  —7—^  qui  cft:  clTenticlle  à la 

Méthode , elle  occupe  feule  les  trois  quarts  de  fon  Livre  ; 
mais  il  la  forme  de  quatre  manières  très-obfcurcs  , tres- 
embarraffées , fans  aucun  principe  d’Analyfc  fur  lequel 
il  puilfe  les  appuyer  , & contraires  à l’cfprit  de  la  Mé- 
thode. Tout  le  refte  de  fon  Livre  ne  contient  que 

la  formule  générale  du  fécond  degré  , a -+-  — qui  a 

été  trouvée  il  y a près  de  deux  cens  ans  avec  fes  dérivées , 

6c  qui  fc  tire  fi  naturellement  S c fi  facilement  de  cette 
Méthode  , que  Mr.  de  Lagny  avoit  négligé  d’en  don- 
ner des  exemples.  D’ailleurs  peu  content  lui- meme  de 
fon  Commentaire  , il  promet  de  parler  encore  dans  la 

fuite  de  fa  formule  favorite  a -+-  — — — . On  fçaitquc 

}*’-( -b  * 1 

les  Commentateurs  font  féconds  en  réflexions  ; mais  en- 
fin , peut-être  lui  auroit-il  pris  envie  de  citer  l’Auteur  fur 

le 
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le  texte  duquel  il  a travaillé  long-tems  avec  fi  peu 
dcfuccès,  il  peut  s’en  épargner  la  peine,  &c  au  public  le 
foin  de  lire  un  livre  inutile,  c’eft  le  deffein  de  cette  troi- 
fiéme  édition. 

Elle  étoit  préparée  pour  l’impreflion  en  1691.  Mais 
Mr.  de  Lagny  l’a  différée  jufques  ici  par  l’éloignement 
qu’il  a pour  tout  ce  qui  peut  blcffer  quelqu’un  ; c'eft  aufli 
le  fujet  pour  lequel  je  fupprime  le  nom  de  cet  Auteur. 

Axiome  1.  Un  nombre  quelconque  eft  réellement  , & 
fans  fittion  la  racine  detoute  puiffance  quelconque  finie. 
Ex.  1 6 peut  d’un  côté  être  confiderécomme  laracine  exaâe 
& parfaite  de  toutes  les  puiflances  de  16,  & comme  la 
racine  imparfaite  de  tous  les  nombres  pofiibles  qui  fur- 
paflent  les  puiffanccs  de  16  à l’infini  , dont  les  racines 
complexes  peuvent  être  exprimées  par  un  polinôme , c’eft* 
à- dire  que  16  peut  entrer  dans  la  grandeur  complexe  qui 
forme  par  addition  de  plufieurs  nombres  entiers  une  feule 
racine  , quoiqu’elle  foit  exprimée  par  un  terme  complexe 
1 6 —4—  3 , — I— i.&c. 

D’un  autre  côté  16  peut  entrer  dans  la  racine  de  tout 
nombre  exprimé  par  un  terme  complexe  compofe  de  plu- 
fieurs nombres  entiers  parfouftrattioni6 3, 4, Sec. 

&:  même  dans  toute  racine  exprimée  par  un  terme  com- 
plexe formé  tout  enfcmble  par  addition  &:  par  fouftraélion 
de  plufieurs  nombres  foit  entiers,  foit  rompus,  rationels 
ou  irrationels , où  les  fignes  plus  &c  moins  font  combinez 
diverfement 

Donc  , tout  nombre  grand  ou  petit  , foit  entier  , 
foit  rompu  , foit  rationcl  &c  irrationel , peut  faire  partie 
de  la  racine  d'un  nombre  très-petit  exprimée  par  un  terme 
compofé  de  plufieurs  nombres  liez  cnfembles  avec  les  fi- 
gnes -+-  & combinez  diverfement. 

Axiome  i.  Un  nombre  quelconque  eft  réellement , Sc 
fans  fiétion  une  puiffance  quelconque.  £x.  1 6.  eft  un  quar- 

Analyfe. 
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rc  dont  la  racine  cft  4 > c’eft  aufli  une  quatrième  puiflance 
dont  la  racine  cft  2. 

Si  je  prends  un  nombre  plus  grand,  comme  4096,  il 
contiendra  un  plus  grand  nombre  de  puiffances  finies  , 
car  c’eft  la  fécondé  puiflance  de  6 4 , la  4e.  puiflance  de  8 , 
la  3e.  puiflance  de  1 6 , la  6e.  puiflance  de  4,  & la  12e. 
puiflance  de  1,  Voilà  fes  puiffances  finies , dont  les  ra- 
cines font  comprifes  dans  la  fuite  naturelle , entre  ces 
nombres  & l’unité. 

Mais  ces  deux  nombres  16  & 4096  font  encore  toute 
autre  puiflance  à l’infini,  dont  les  racines  font  comprifes 
dans  la  fuite  naturelle  des  nombres, entre  l’unité  & chacun 
de  ces  nombres  mais  diviféc  à l’infini , auquel  cas  ces 
racines  font  incommenfurablcs. 

Axiome  3 . T out  nombre  formé  par  la  multiplication  de 
plufieurs  autres , peut  fe  divifer  exactement  par  tous  les 
nombres  qui  font  les  racines  de  fon  produit.  De  même 
toute  puiflance  a pour  racines  exaCtes  les  nombres  géné- 
rateurs qui  ont  fervis  à former  la  puiflance  donnée. 

Pareillement  toute  équation  qui  cft  le  produit  conti- 
nuel foit  d’une  racine , foit  de  plufieurs  racines  multipliées 
les  unes  par  les  autres , peut  fe  divifer  exactement  par  les 
racines  qui  l’ont  formée  parleur  multiplication. 

Or  par  l’axiôme  2.  tout  nombre  cft  réellement  la  racine 
de  toute  puiflance,  c’eft-à-dire  qu’il  peut  être,  lorfqu’il 
cft  incomplexe  la  racine  cxaCte,  ou  faire  partie  de  la  ra- 
cine exaCtc  lorfqu’ellc  cft  complexe  , foit  que  cette  ra- 
cine complexe  contienne  deux  ou  trois  nombres  ou  da- 
vantage joints  enfemble  avec  les  lignes  -t-  Sc com- 

binez différemment. 

Dans  toute  équation  il  y a autant  de  racines  que  lc- 
quation  a de  degrez,  ( ou  ce  qui  eft  la  même  chofe , ) au- 
tant que  l’expofant  de  la  haute  puiflance  de  l’inconnue  a: 
contient  d’unitez. 

Chacune  de  ces  racines  eft  une  valeur  de  l’inconnuë  x. 
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Exemple.  Dans  les  équations  du  premier  degré , nous 
avons  vu  que  la  valeur  de  l’inconnue  x qui  réfulrc  de  la 
dernière  équation  cft  ou  fimplc  comme  x = a j mais 
dans  la  réfolution  des  Problèmes,  avant  d’en  venir  à la 
dernière  équation  fimplc  qui  réfulte  du  Problème,  il  faut 
réfoudre  pluficurs  équations. 

Si  on  multiplie  un  nombre  i par  lui-même  , on  l’éleve 
au  quarré  ou  à la  deuxième  puiflance  4.  Si  on  multiplie 
ce  produit  par  la  même  racine  4 x 1 , on  aura  la  troifiemc 
puiflfance  8,  Et  fi  on  continue  à multiplier  chaque  produit 
par  la  racine,  on  aura  toutes  fes  puiflanccs  parfaites. 

Or  dans  la  fuite  naturelle  des  nombres  1,1,  3,4,  &c. 
il  y a une  infinité  de  nombres  qui  ne  font  aucune  puiflancc 
parfaite,  c’eft-à-dirc,  qui  ne  font  ni  des  quarrez  ni  des 
cubes , &c.  & ce  font  i°.  tous  les  nombres  premiers  qui 
ne  font  formez  par  aucun  produit.  20.  Tous  les  nombres 
qui  ne  peuvent  être  que  le  produit  de  nombres  difFérens 
entr’eux , de  force  qu’il  en  refte  peu  qui  foient  le  produic 
de  quelque  nombre  par  lui-même , ou  une  puiflance  quel- 
conque, qui  aie  au-deflous  d’elle  dans  la  fuite  naturelle 
des  nombres  la  racine  correfpondantc  à cette  puiflance. 
Car  entre  1 & 100  , il  n’y  a que  10  quarrez , fçavoir  , 
1.4.9.  16.  iy.  36.  49.  64.  81.  100.  dont  les  racines  font 
I.  t.  3. 4.  y.  6.’  7.  8.  9.  ïo. 

Par  conféquent  il  y a dans  cet  interval  90  nombres  en- 
tiers qui  font  des  quarrez  imparfaits  & donc  la  racine  ne  fe 
trouve  point  dans  la  fuite  naturelle  des  nombres  ; mais 
comme  chaque  quarré  imparfait  comme  1 6,  eftnéccflai- 
rement  compris  entre  deux  quarrez  parfaits  qui  fe  fui- 
vcnc  immédiatement  z y & 36 , dont  l’un  1 y cft  plus  petic, 
&C.  l’autre  36  eft  plus  grand  que  le  propole  16 -,  fa  ra- 
cine eft  plus  grande  que  y racine  dezy  , mais  moindre 
que  6 racine  de  3 6 , c’eft  une  racine  qui  contient  quelque 
partie  moindre  que  l’ynité.  C’eft  une  racine  inconnue  ir- 
rationelle  ou  incommenfurablc , que  je  ne  peux  exprimer 

n n ij 
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par  aucun  nombre,  mais  que  je  peux  feulement  détermi. 

ncr  par  le  figne  radical  ainfij^I^ 

Je  dis  que  je  ne  peux  exprimer  cette  racine  quarreede 
t 6 par  aucun  nombre  ; car  je  peux  exprimer  en  général  la 
racine  quarrée  de  tout  quarré  parfait  par  ce  binôme 
a -+-  i , 5c  le  quarré  meme  par  le  quarré  de  cette  racine 
a 1 H-  ta  —H  x.  fubftituant  dans  cette  formule  un  nom- 
bre à la  place  de  a , qui  foit  la  racine  d’un  quarré  quelcon- 
que, comme  t racine  de  4,  j’aurai  le  quarré  parfait  9 
qui  le  fuit  immédiatement  ; 

car  a1  -4-  ta  -f-  1 = 4 -+-  4 -f-  \ : fi  je  fubflituë  3 
racine  de  9 , j’aurai  par  la  formule  le  quarré  parfait  fui- 
vant  16,  car  9 -4-  1x34-1  = 16  = a1  -3-  ta  -f-  1. 
Donc  fi  j’ajoute  1 à la  racine  d’un  quarré  4,  j’aurai  le  bi- 
nôme a -f-  1.  Donc  ce  quarré  fervira  de  formule  générale 
pour  avoir  le  quarré  parfait  fuivant,  qui  diffère  de  celui 
qui  précédé  immédiatement  de  ta  -f-  1.  Mais  leurs  raci- 
nes different  feulement  de  l’unitc. 

Je  ne  puis  appliquer  la  même  formule  à 16  , car  fa  ra- 
cine furpafTe  3 & eft  moindre  que  6,  & la  différence  eft 
moindre  que  l’unité,  c’eft  une  partie  inconnue  infiniment 
petite  & inexprimable , qui  eft  réellement  coniprife  dans 
la  fuite  des  nombres  diviféc  à l’infini  , ( qui  eft  inexpri- 
mable parce  que  l’infini  fc  trouve  mêlé  avec  le  fini , ) & 
non  pas  dans  la  fuite  naturelle  des  nombres  qui  eft  la  feule 
qui  pu ifle  être  exprimée  en  nombres  ordinaires. 

Tout  ce  qu’une  intelligence  finie  &:  bornée  tel  qu’eft 
l’efprit  humain , peut  faire  de  mieux  eft  de  trouver  une 
racine  par  défaut  a -f-  x,  de  comparer  16  à ly  = aa 

-4-  x , & à .3  6 = cc x dont  le  quarré 

a1  -f-  ax  -I-  x * > ay. 

Et  de  trouver  une  autre  racine  par  excès  c x 

==  dont  le  quarré  cl ex  -1-  x 1 <36. 

Il  faut  donc  deux  formules , l’iyic  par  défaut  a1  -4-  é, 
pour  comparer  le  quarré  imparfait  avec  celui  qui  eft 
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moindre  , & l’autre  par  excès  pour  le  comparer  avec  le 

quarré  parfait  immédiatement  plus  grandir d.  Ce  qui 

donne  ces  deux  exprelïions  générales  pour  le  quarré  im- 
parfait propofé  z1  ==  a1  -+-  b 

& z1  = cc d. 

Le  meme  raifonnement  a lieu  dans  toutes  les  autres 
puifTances  à l’infini  en  fc  fervant  des  formules  propres  à 
chaque  puifTance  ; ainfi  dans  le  cube  ou  la  troifieme  puif 
fance,donc  la  formule  eft  a’  -+-  34l-+-  3a— (-  1 ,fi  on  fub- 
ftituë  un  cube  quelconque  à la  place  de  a , & les  produits 
de  la  racine  à la  place  des  autres  produits,  on  aura  le 
cube  parfait  qui  le  fuit  immédiatement.  Exemple.  La  ra- 
cine du  cube  parfait  17  eft  3.  Donc  a’  — f-  341  xi  . 
«4-  34x1  -4-  1.  = 17  -+-  3x9 x 1 -4-  3x3  xt  -+-  1. 

■ ■ -4-  17  -3-  9 -4-  1=  64qui  eft  le  cube  parfait  qui 

fuit  , immédiatement  17.  Cependant  entre  les  cubes 
17  & 64 , dont  les  racines  font  3 &:  4 qui  différent  feule- 
ment de  1 , il  y a 37  nombres  entiers  ou  cubes  impar- 
faits dont  la  racine  > 3 , & < 4. 

Dans  l’  intervale  compris  entre  1 & 100  , il  n’y  a que 
quatre  cubes  parfaits.  1.  8.  17.  64. 
donc  les  racines  font  1.  1.  3.  4.  Donc  il  y a 96  cubes 
imparfaits  dans  le  même  intcrvalc  dont  les  racines  tont 
irrationcllcs.  Dans  le  meme  intcrvalc  il  n y a que  trois 
puifTances  quatrièmes  i.  16.  81.  dont  les  racines  font 
I.  a.  3. 

Il  n’y  a que  deux  puifTances  cinquièmes  1.  31.  dont  les 
racines  font  1 & 1.  Ces  puifTances  parfaites  font  encore 
plus  rares,  dans  la  fuite,  depuis  100  jufqu’à  ioo,  il  n’y  a 
que  le  cube  de  j.  11  y. 

; Cc  qui  montre  combien  il  eft  important  dans  l’Analyfe 
d’avoir  une  Méthode  pour  refoudre  les  puifTances  impar- 
faites , qui  font  les  plus  frequentes  qui  fc  rencontrent  dans 
la  réfolution  des  équations  &:  des  problèmes , & donc  les 
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racines  font  irrationeJIes , c’cft  à dire  quelles  ne  peuvent 
s’exprimer  exactement  par  aucun  nombre  entier , ni  rom- 
pu , ni  mixte  en  façon  quelconque  ; mais  dont  on  peut 
approcher  continuellement  par  deux  nombres  confécu- 
tifs  , l’un  plus  grand, l’aucrc  plus  petit,  qui  ne  différent 
entr’eux  que  de  la  moindre  différence  poflibic. 

V origine  & le  progrès  de  cette  nouvelle  Méthode  d'appro • 
xi  mat  ion  par  les  formules  rat  ione  lies. 


Voici  l’origine  de  eette  Méthode. 

II  y a plus  de  deux  cens  ans  qu’on  a découvert  la  formule 
générale  d’approximation  pour  les  racines  des  puiffanccs 

imparfaites  du  fécond  degré  a -+-  — 5c  pour  les  équa> 

tions  f<  + V\  aa  ’+g  h. 

Surpris  de  voir  que  les  Géomètres  en  foient  demeurez 
là , je  m’appliquai  à découvrir  une  formule  femblable  pour 
le  troifiéme  degré , & je  recherchai  fi  cette  formule  du 
fécond  degré  ne  pourroit  pas  être  employée  encore  dans 
le  troifiéme  degré  pour  donner  une  racine  fi  approchée 
d’un  cube  imparfait,  que  le  cube  de  cette  racine  différât 
de  moins  d’une  unité  du  cube  imparfait  propofé. 

Je  pris  pour  exemple  l’égalité  a,1  =0*  -h  h. 

i _____  ■=» 

Donc  z,  = K4_j_£.  Donc  z.  eft  entre  a,  ica  -f-  r. 

La  racine  cubique  de  *5  eft  4;  il  refte  à trouver  dans  b 
tous  les  produits  qui  joints  avec  4’  foient  égaux  à a ' -4-  b. 

L’efprit  de  la  Méthode  va  à trouver  dans  b tous  ces 
produits  , qui  n’ont  pour  racine  aucun  nombre  entier  ni 
mixte  quelconque  qui  foit  connu.  Et  à cet  effet  je  prends 
dans  b une  partie  quelconque  indéterminée  que  je  nom- 
me  x , te  je  fuppofe  z.  = a -f-  x , j’éleve  les  deux  mcnx« 
bres  de  cette  égalité  comme  il  fuit  la  3 e.  puiflancc. 


Digitlzed  by  Google 


Livre  second. 
Formation  de  la  troifiéme  fuijfance. 


î+5 


* = 4 -f-  x. 
X z.  ==*  a -4-  x. 


zz  = a 1 -4-  ax  -H  xx. 

% 

-4-  ax 

*‘=  14X  X'  O-01"4- 

X Z =====  4 x. 


*•’  = 4*  H-  i a'x  -4-  axx  -+~  x * 

-+-  4*X  -+-  14X* 

*>’  = 4*  -+-  }4xx  -+-  34X*  -+-  x’ 


Cube. 


Voilà  une  égalité  transformée  au  lieu  de  x,’  =====  4*  -f-  b. 
Mais  fi  je  la  laifle  en  cet  état , elle  me  recule  plutôt  qu’elle 
ne  m’avance , car  elle  contient  tous  les  termes  moïens  de 
la  troifiéme  puifiance  parfaite  du  binôme  4-J-  x , qui  la 
rendent  plus  compofce  que  l’égalité  propofée  = a* 
-f-  b. 

Mais  faifant  réflexion  que  x qui  cftune  partie  incon- 
nue te  indéterminée  de  la  yaleur  de  b , eft  par  hypotéfe 
une  fra&ion  moindre  que  l’unité , te  par  conféqucnt  x* 
cft  une  firaéHon  encore  plus  petite  en  raifon  triplée  : ainfi 
û on  fuppofe  x = ?,  x*  = L-v’  =*  f donc  *,=:5>-n  &c* 

Donc  fi  je  fuppofe  x*  = i , en  fubftituant  cette  va- 
leur de  x*  dans  l’égalité  transformée  , j’aurai 
4*  — I-  j4*x  — f-  J4X1  -4-  x’  = 4*  -4-  3 a1  -+-  34  -4-  1. 
fuivant  cette  hypothéfc  , ôtant  de  part  te  d’autre  4 ’ , j’au- 
rai 3 4 *x  — t - 3 ax1  -4-  x*  ==  34*  -f-  34  -4-  1. 

Ces  deux  membres  font  fcnfiblcmcnt  égaux  te  contien- 

t - 
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ncnt  deux  valeurs  des  produits  de  b fcnfiblemcnt  égaux , 
qui  formentune  égalité  du  fécond  degré.  Voilà  donc  mon 
égalité  du  troifiéme  degré  abaiflcc  au  fécond  degré  -,  ce- 
pendant je  ne  laifte  pas  de  confcrver  fcnfiblemcnt  l'égalité 
des  deux  membres  à moins  d’une  unité  près,  puifquexeft 
moindre  que  l’unité.  Donc  j’ai  pour  égalité  exade 
3<i1Ar  -4-  3 ax1  -+-  x * = b. 

Et  pour  égalité  fenfiblement  exa&e  à moins  d’une  unité 
près  3 a1  — f-  3 a -+-  1 = b. 

Je  réfous  la  première  égalité  exnde  3 a1  x -f-  3 ax% 
-f-  x’  = b , en  effaçant  d’abord  x * qui  eft  moindre  que 
l’unité,  & que  je  néglige  pour  abaifter  l’égalité  au  fécond 
degré,  & divifant  tout  le  refte  par  3 a , ce  qui  donne 

x*  -f-  ax  ■=■  — 

}«• 

Enfuitc  je  prends  i a moitié  du  coefficient  ax  , fon 

quarré  eft  \ .1  a , que  j’ajoute  dans  les  deux  membres  pour 

confcrver  l'cgalité  , ce  qui  donne  x1  H—  a x — t-  \ aa 

. • * 

= 4 *a  — f—  — 

i *• 

Je  tire  la  racine  quarrée  de  chaque  membre,  ce  qui 

me  donne  x =]/  a a -4-  ^ ± a , c’eft  une  va- 
leur de  x mais  un  peu  trop  grande  , car  dans  la  frac- 
tion — , le  numérateur  b eft  trop  grand , il  faut  fuivant 

j xi  _ . • 

l’égalité  exade  — — , mais  puifqucx5  eft  unefradion 
inconnue  & indéterminée , mais  moindre  que  l’unitc  , 


fi  je  fais  x > 


y h 


aa  —H 


■ j a , j’aurai  une  va- 


leur de  x un  peu  trop  petite , puifque  j’ôte  1 de  b , au  lieu 
de  xJ  qui  eft  moindre  que  1. 

Donc  la  jufte  valeur  de  x qui  eft  inexprimable  exacte- 


ment en  nombres, eft  comprife  entre  x ■=  KJ 


aa 


>* 
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T4»  qui  eft  une  valeur  trop  grande  , & „v  = 

7/7~  b — i 

r — 44  -J-  , „ , 7<i  qui  eft  une  valeur  trop 

petite.  Or  par  hypothéfe  z=<t  — I—  x. 

Donc  z =~.  a f a -4-  7 44 ' , qui  eft  une 

valeur  trop  grande,  mais  approchée  à moins  d’une  uni- 
té près,  &:  c’eft  ma  première  formule  irrationclle. 

K T b — i 

Tja  -+~  "77“  » qu‘ 

une  valeur  trop  petite  , mais  approchée  à moins  d’une 
unité  près,&  c’eft  ma  fécondé  formule  irrationclle  que  j’ai 
publiées  dans  le  Journal  des  Sçavans  de  Paris  le  14  Mai 
1691. 

Pour  la  démonftration  de  ces  deux  formules  à priori , 
par  les  caufes  il  fuffit  d’examiner  les  cubes  ou  les  égali- 
tcz  du  troificmc  degré  d’où  elles  font  tirées. 

z*  =a’  H—  j ax  x -t-  3 a x1  -4-  x ’ = 4*  — f-  b éga- 
lité exade , Sc  z 5 = a ’ -+-  3 ax  -+-  3 a -4-  1 =al  ~k~b. 
ou  diredement  celles-ci  d’où  clics  font  tirées  immédiate- 
ment. 

4*  -f-  3 41  H-  3 4 = 4*  -+-  b , égalité  qui  donne  la 
racine  z trop  grande  à moins  de  l’unité  près. 

4*  H—  5 ax  -f-  3 4 -+-  1 = 4*  -+-  by  égalité  qui  donne 


la  racine  z trop  petite  à moins  de  l’unité  près. 

On  peut  auflî  en  former  la  démonftration  à pofleriori 
par  les  effets , en  cubant  l’une  l’autre  de  ces  deux  for- 
mules irrationclles,  Sc  comparant  leur  cube  avec  le  cube 
imparfait  propofé  a ’ — (-  b,  on  trouvera  toujours  en  fubfti- 
tü  int  des  nombres  à la  place  des  lettres  que  l’erreur  fera 
dans  l’un  des  deux  cubes  moindre  que  l’unité,  &même 
dans  tous  les  deux,  excepté  un  feul  cas,  où  l'erreur  eft 
précifément  de  l’unité , c’eft  lorfquc  b = 1.  ' 

Analyfe.  0 0 
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Corollaire  pour  les puijfances  de  tous  les  devrez,  à l’infini. 

Ce  que  j’ai  dit  de  la  valeur  de  x ' /s’applique  égale- 
ment à toutes  les  puiflances  de  x à l’infini  , elles  font 
toutes  par  hypothéfc  des  fraûions  moindres  que  l’unité, 
d’où  j’efpérois  pouvoir  étendre  ce  principe  général  à 
toutes  les  égalitcz  des  degrez  fupérieurs  ; mais  je  m’ap- 
pcrçùs  bien  tôt  qu'au-delà  du  rroificme  degré  , la  Mé- 
thode devenoit  impraticable , parce  qu’il  n’y  a que  les 
cgalitez  du  fécond  degré  qu’on  puifle  exprimer  commo- 
dément par  des  formules  irrationcllcs  &:  univerfellcs. 

Exemple  du  quatrième  degré.  Soit  z.*=a*  b , 
Quand  cette  égalité  fera  transformée  en  celle-ci 

4 a x'  -4-  6 aa  x1  -+-  44*  x = b 1 , ou  = b. 

Je  n’en  ferois  pas  plus  avancé  , & je  trouvai  qu’à  plus 
forte  raifon  ce  principe  feroit  inutile  dans  les  puiflancos 
plus  élevées. 

C’efi  pourquoi  je  m’appliquai  à découvrir  un  principe 
plus  fécond } mais  je  ne  laiftai  pas  de  tirer  de  mes  for- 
mules irrationelles  trois  avantages  confidérables. 

i°.  En  cubant  l'une  &:  l’autre  de  ces  formules,  foiten 
lettres , foit  en  fubftittiant  des  nombres  à la  place  des 
lettres  , & comparant  leur  cube  avec  le  cube  propofé 
4’  -f-  b , je  trouvai  que  l’erreur  étoit  toujours  moindre 
que  l’unité  dans  tous  les  deux , excepté  un  fcul  cas  où 
l’erreur  eft  précisément  d’une  unité,  c’cft  lorfquc  b s=  i; 
or  c’cft  un  avantage  confidérable  de  réduire  tout  d’un 
coup  par  une  première  opération,  à moins  d’une  unité 
près  des  erreurs  qui  font  fouvent  de  plufieurs  millions 
fur  de  fort  petits  nombres  par  les  Méthodes  ordinaires. 

a°.  J’ai  tiré  de  ces  formules  irrationelles  une  duplica- 
tion du  cube  approchée  à moins  de  deux  millionémes 
près  , &c  c’cft  toute  la  précifion  où  l’on  peut  atteindre 
par  le  cercle  Sc  la  ligne  droite,  &:  qu’on  doit  cfpérer  pour 
la  pratique. 
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}°.  J’ai  réduit  l’approximation  te  l’extraélion  des  ra- 
cines quarrées  te  cubiques  à la  fimplc  fouftra&ion  , & 
par  conféqucnt  fans  aucun  tâtonnement  , ce  qui  abrège 
te  facilite  infiniment  le  calcul. 

Enfin  j’ai  remarqué  par  l’ufagc  de  ces  formules  irra- 
tionelles , que  lorfque  a étoit  un  nombre  pair  , &:  b un 
nombre  mefurc  par  34,  la  formule  générale  te  irratio- 


nelle  1 a 


V\ 


1/ 

44  -t-  — devenoit  la  plus  fimple  qui 
fut  pofiiblCjCar  foit  a =4 , te  b = 36,  on  aura  fui- 

vant  la  formule  a 


4 -+-  3 ; de  forte  que  la  formule  £ 4 


V 

\//r \aa-\- 
te  -a-  A — 


7/k  i« 

r 4 -+—  Ix  Z 


— fe  transforme  en  celle-ci, 
e -+-  y te^~d=  1 -t-  > ou  i -4- v/y,  c’eft  pour- 

quoi je  pris  en  nombres  l’exemple  fuivant  où  ces  condi- 
tions fe  rencontrent. 


Exemple  en  nombres 

Soit  z,’  = 100 , il  contient  les  conditions  précédentes 
car  100=  6 4-+-  36.  donc  on  aura  fuivant  la  formule 

z,  = t 4 -4—  4 aa  —H  fs 

z.  = z -t-  ^-+-3,  ou  a H—  Vy , puifque 

= 4i d’ailleurs  le  nombre  100  eft  commode  , tant  par 
fa  pctitdïc  , que  parce  que  c’cft  un  nombre  rond  , te  ou 
l’erreur  ou  l’excès  3 6 fur  le  cube  moindre  64,  eft  très 
fenfible,  puifque  36  eft  plus  du  tiers  du  total  de  100. 

Donc  j’ai  par  ma  formule  a -f-  v^~  pour  la  racino 
cubique  de  z, * ==  100=  4*  -4—  b , pour  en  avoir  une 
preuve  te  une  démonftration  fenfible  , j’éleve  a 
racine  trouvée  à la  tioifiémc  puiffancc  comme  il  fuit. 

t 0 ij 


I 
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i 

X Z 


V 7 
V'~7 


z v'  7 -+•  7 


"+“  1 v'  7 

4-+-  4 vT  7 Q.uarré 

x 2 -H  v^T 

8 4-  8 v T -+-  14 

-H  4 /T  -4-  4*  7 ( ==  *8  ) -H  7 v/~ 

8-4-18  -4-  nv'T 

4-14  -4-  7 v/  7 

jo  — h-  19^  ? Cube. 

Enfuite  je  réduis  fous  le  figne  radical  le  binôme  19 
l/T comme  il  fuit,  multipliant  19x19  pour  l’élever  au 
quarré  à caufe  du  figne  V 7 qui  cft  cclui  du  quarré 

s=>  V —,  & multipliant  enfuite  le  produit  3 6 1 par  7 
qui  cft  fous  le  figne  radical  , ce  qui  donne  v'  252.7  que 
j’écris  fous  le  figne  radical,&  qui  égale  19  V 7, de  forte  que 
j’ai  deux  expreflions  différentes , mais  égalés  pour  le  cube 
de  z 4-  v'T  , la  première  cft  jo  -4-  19  V 7 , la  fécondé 
cft  jo  4-^7717. 

Opération  pour  réduire  19  V 7 fout  le  figne  radical. 

*9 
x 19 

’ sT  I 


9 
1 9 
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361 

*7 


417 

n 

- _ -donc  le  cube  eft  jo  -+-  v/iJl7  = 5o-4-i9V  f 

K 1517 

Réflexions  fur  le  cube  de  z -4-  V'fl . 

1°.  Dans  la  racine  z —1—  V~ , la  partie  rationelle  z 
répond  au  { a de  la  formule , c'eft  la  moitié  de  la  racine 
approchée  en  entier  , car  4 = a , puifquc  6 4 = a ’ , fa 
racine  cubique  cft  4 , car  4x4  — = 1 6 j 8c  1 6 x 4 ==64. 

Comme  il  ne  s’agit  plus  que  de  trouver  la  parue  îr- 
rationcllc  v^de  la  mème  racine,  je  crûs  que  j’abrege- 
rois  en  fuppofant  y = z -4-  x ,aulicu  de  4 -f-  x , &c 
imivcrfellemcDt  { a -4-  X , aulicu  de  a -4-  x , comme 

dans  la  formule  générale  du  fécond  degré. 

i".  Dans  le  cube  exprimé  par  50  v/ Mi7,  la  par- 
tie rationelle  50  eft  la  moitié  du  cube  imparfait  propofé 
ioo  ; or  50  = 4z  -4-  8,  mais  8 cft  le  cube  de  i;&4t 
cft  formé  par  11  multiplié  par  le  même  i,  moitié  déjà 
racine  approchée  ,&  zi  eflrformé  par  7 quatre  de  v;  7 
multiplie  par  3 , expofant  de  la  puiffancc  imparfaite 

propoféc^’  = 1 o°  

r La  partie  irrationcllc  de  cecubcvjTTïÿ  > °u  J9  * 7 
qui  eft  encore  une  exprdïion  égale,  furpaffe  l’autremoi- 
tic  jo  du  cube  JO  -f-  v^7I7  . on  dc  10  -+-  v 7 qui 

lui  eft  égale,dc  cette  grandeur  V 1Jl7 JO. 

Or  la  grandeur  50  cft  précisément  le  cube 

du  binôme  négatif  V T 1 4ul  eft  lc  cube  de  la  diffé- 

rence des  deux  parties  du  binôme  pofitif  z -4-  »'  7 » 
d’où  je  tire  ficilcmcnt  mon  Théorème  fondamental  , 
comme  on  le  verra , parce  que  les  cubes  de  ces  deux  par- 

0 0 iij 


Digitized  by  Google 


j jo  Analyse  generale, 
cies  font  fenfiblcment  égaux  , leur  différence  étant  tou- 
jours  moindre  que  l’unité , car  tirant  la  racine  quarréc 
dev/xj^on  trouve  pour  cette  racine  yo  , or 

cette  fraction  eft  bien  moindre  que  l’unité , c’cft  environ 
un  quart , car  ~ eft  jufte  ^ de  l’unité. 

3°.  Dans  le  cube  exprimé  par  jo  -+- 
La  partie  rarionclle  19  du  binôme  19  V~  eft  formée 
par  11  triple  de  4 quarré  de  1.  moitié  de  la  racine  cu- 
bique approchée  4 , augmenté  de  7 quarré  de  qui' 
eft  fous  le  ligne  radical , car  3 x 4=  11,11  -4-  7=-=-.  19. 

C’cft- adiré  qu’en  fuppofant  la  racine  cubique  z.  = 1 
-4-  x = 1 -3-  V~  , j’ai  dans  les  cubes  formez  par  cha- 
cun de  ces  deux  binômes  &c  comparez  enlcmble  une  éga- 
lité exa&e. 

8 -+-  11  x -4-  6 xx  -4-  .y1  = yo  H-  19  V 7 . 

Et  nous  avons  vu  que  j o -t-  1 9 v’T’  eft  fenfiblcment  égal 
au  cube  propofé  100  , & que  la  différence  eft  moindre 
que  l’unité. 

Or  parce  que  x eft  par  hypothéfe  un  irrationel  du  fé- 
cond degré  ou  une  fra&ion  moindre  que  l’unité  , il  fuit 
de- là  néceflairement  que  le  ic.  & le  4e.  terme  1 1 x -4-  x * 
font  irrationels  , mais  le  premier  & le  troifiéme  terme 
du  premier  membre  delà  même  égalité  8 -t-  6xx  font 
rationels,  donc  fi  j'égale  la  fomme  du  deuxième  & qua- 
trième terme  du  premier  membre  de  l’égalité  précédente 
avec  la  moitié  du  fécond  membre, j’aurai  8-f-6  xx=  jo, 
de  même  égalant  la  fomme  du  premier  & troifiéme  terme 
du  premier  membre  de  l’égalité  ci-deflus  avec  l'autre 
moitié  du  fécond  membre,  j’aurai  nx  — 1 — a:  j = 19^“, 
& ces  deux  dernières  égalitez  me  redonnent  encore  la 
même  valeur  de  x==  V~ , mais  la  première  me  donne 
cette  valeur  d’une  manière  plus  firople, comme  on  le  verra 
par  les  opérations  qui  fuivent. 
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Opération  pour  la  première  égalité. 

8 -4-  6 xx  = yo 

donc  6 x x = yo  8 = 41 

divifant  tout  par  6 
donc  x 1 ==  7 
donc  x = Vf 

Opération  pour  la  fécondé  égalité. 

1 1 x -f-  x*  =>  19  Vf 
donc  ôtant  1 z de  part  & d’autre , 
ÿ’aix1  = 7^ 
donc  x = 

Maintenant  puifque  nous  avons  vû,  i°.  que  8 -4-  iz 
x -4-  6 x1  -j—  x*  • — - 100  ,contenoit  une  égalité  fenfible 
entre  fes  deux  membres,  z°.  que  dans  le  premier  mem- 
bre les  fommes  alternatives  étoient  égales,  c’eft-à-dirc 
que  la  fomme  des  termes  pairs , le  fécond  & le  quatrième 
eft  égal  à la  fomme  des  termes  impairs  qui  font  le  pre- 
mier & le  troifiéme  terme. 

Donc  je  puis  égaler  chacune  de  ces  fommes  à yo  moi- 
tié  de  100  cube  imparfait  propofé  , parce  moïen  d’une 
égalité  exa&e  mais  impraticable,  8 -4-  ux  — I -6xl-h-  x ’ 
= ioo.je  tire  les  deux  égalitez  fuivantes  qui  font  fenfi- 
blcment  exaûcsà  moins  d’une  unité  près. 

8-4 - 6 x x = yo.  première  égalité, 
nx-t-x'  = y o.  fécondé  égalité. 

Voilà  l’origine  de  ma  Méthode  des  deux  fommes  al- 
ternatives , j’ordonne  ces  deux  égalitez  mettant  1 inçorv 
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nue  x feule  dans  le  premier  membre , ce  qui  donne 

6 xx  = y o 8 = 41. 

&:  x’  — f—  nx  = yo. 


Je  n’ai  qu’une  feule  inconnue  x,&  j’ai  dcuxégalitez 
dont  les  hautes  puiflances  de  l'inconnue  x1 , & x’  ne  dif- 
férent que  d’un  degré,  donc  le  Problème  cft  plus  que  dé- 
terminé. 

Donc  je  puis  en  tirer  une  troifiéme  égalité  qui  fera 
du  premier  degré,  qui  cft  tout  ce  que  je  cherche. 

Or  je  puis  tirer  cette  troiiicme  égalité  du  premier  de- 
grc  fuivant  la  Méthode  des  Problèmes  phis  que  déter- 
minez en  deux  manières, 

La  première  en  égalant  tout  à zéro , ce  qui  donne  6 xx 

-x—  41  =0 , x*  — f-  iz  x y 0=0;  car  6xx yo 

-+-  8 = 0,  donne  6 x* 41  =o,ainfidivifantcnfuitc 

la  plus  haute  égalité  par  la  plus  petite  , & négligeant  le 

quotient  qui  eft  ici  inutile, j’ai  pour  reftci?  x y o 1=0, 

comme  dans  l’opéracion  fuivante. 

Pour  divifer  la  plus  haute  égalité  x5  -4-  it  x yo 

= o par  la  plus  petite  6 x1 41  = 0,  je  divife  d’a- 
bord cette  moindre  par  6,ainfi  j’ai  pour  quotient  x1 7 

= o , c’eft  le  Divifcur  préparé  , Sc  pour  Dividende 
x'  -+-  Iix yo  = o. 

Divifcur  ^ Dividende 


-+-  Il  X fO  = o 


I Quotient 

^ x Rcfte  —f-  îfx  — 50  = 01 


x’ yx  icr.  produira  ôter  du  Dividende. 

o -1-  19  x yo  = o.  premier  Rcfte. 


J’ai  donc  pour  rcfte  19  x yo  = o que  je  divife 

par  1 9 , c’eft  x =4?'  fc  réduit  à x = 1-4-77-. 

Or  par  hypochéfe  la  racine  z = i -t-  x donc  z = 4 
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”+77  > îc  f°rme  le  cube  de  cette  racine  pour  connoûre 
fa  différence  du  cube  propofe , ce  qui  me  donne  la  preuve 
<5 C la  démonftration. 


x z. 


4 -*”77 
4 “H  H 


i6  -i-n-i- 


4_l 

*9 

11 
I 9 


144 

361 


-*-H  -+*Hf  Quarte. 


X Z. 


4 ■+*  77 


I , 4X»«  4XH4 

* = 64  -+-  -+~ 


ou 


1»  ~ 
n x is 


ou 


is  x 19 


ou 


ou 


J « I 


ou 


«7>8 
48  19 


Cube  x,} 


64  lü  . ÜL?  ,71, 

^ ^ 7777 

Préfeneemcnt  il  faut  trouver  la  valeur  de  ce  cube  en 
entier  pour  le  comparer  au  cube  propofe  100  , ce  qui 
fe  fait  en  d.vifanr  chaque  fradion  par  fon  dénominateur 
ÔC  reduilant  tous  les  relies  à un  même  dénominateur 
commun  pour  les  ajouter  enfemble,  comme  il  fuir 
Le  premier  terme  eft  rout  réduit,  c’cft  Rentier  ’ 6 a. 
le  fécond  terme  eft  la  fradion  •!£.,  divifant  le  numéral 
teur  j76  par  le  dénominateur  i9  , le  quotient  eft  30 


6 

19* 


Divifcur  Dividende^  Quotient. 


19 


576 

17 
o 6 


?! 


Analyfe. 


3 Analyse  ghnïhaie, 

Le  troifiérae  terme  donne  au  quotient  4 

Bivifcur  ^ Dividende  5 Quotient, 


»»4 

»*«• 


3^1 


1728 


. iü. 
4 ‘ J 6 i 


4 . . . 1444 

2S4 

« 

J'ai  déjà  deux  reftes  £ & . je  les  réduis  au  même 

dénominateur  en  multipliant  en  croix  ce  qui  donne 

6 X ;«i  19  X 184  7<<l 

19  X }6i  68J9  6859. 

Je  les  ajoute  à la  dernière  fra&ion  qui  a un  même  dé- 
nominateur , ( car  il  faut  les  réduire  au  même  dénomi- 


nateur du  dernier  terme)  j’ai  donc  = 

' 1 «8j9 


9190 

*859 


oojy  Bojjr 

or  divifant  le  numérateur  par  le  dénominateur , le  quo- 
tient eft  1 -4-  Î77-J. 

J’ajoute  dans  une  fomme  tous  ces  quotients  en  entiers 
avec  le  même  refte. 

64 


-4-  30 


La  fomn*:  eft 


-t-  I — H 


»4)  ■ 
<8  19 


99 


14)  I 
6*19 


qui  diffère  de  100  cube  propofe  de  moins  d’un  tiers  , car 
divifant  les  deux  termes  de  lji  fradion  reliante  par  3 , 
j’ai  qui  eft  environ  un  tiers. 

On  peut  aufli  former  le  cube  de  4 -4-  7;  réduifant 
l’entier  en  fradion  , en  multipliant  l’entier  4 par  19  , 
dénominateur  de  la  fradion  , or  4x19  = 76  -4-  11 
= 88  , ce  qui  donne  z,  = , & formant  féparément 

le  cube  de  ces  deux  termes  , on  aura  le  cube  du  nu- 


* 
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roérateur  88  681472.  & le  cuba  du  dénominate  ur 

19  = 6859.  ÔC  divifant  enfuite  le  numéra- 
teur par  le  dénominateur  , on  trouvera  le  meme  quo- 
tient ci-dcffus  99  -+- 

Divifeur  ou  f Dividende  ou  T Quotient, 
dénominateur  3 numérateur  3 

<58  J 9 C <5  8 1 47  i C 99  H-  ££ 

I 

9 . . . 6 1 7 3 1.  Premier  produit. 

6 4 1 6 t Premier  refte. 

9 . . . 61731  Second  produit. 

1431  Second  Refte  & dernier. 

La  féconde  Manière  commune  aux  Problèmes  plus  que 
déterminez  pour  tirer  des  deux  égalitez  précédentes  une 
troifiéme  égalité  qui  foit  du  premier  degré , confifte  à 
multiplier  tout  également,  afin  de  rendre  égaux  entre 
eux  le  premier  membre  des  deux  égalitez  &c  de  pouvoir 
par-là  abaifler  d’un  degré  ces  deux  égalitez  , en  com- 
parant feulement  leur  fécond  membre  enfemblc. 

Les  deux  égalitez  font 

X * = JO  I X X 

Et  6 xl  = 41. 

Je  multiplie  la  première  par  6 , coefficient  de  x dans  la 

fécondé,  ce  qui  donne  6 x ‘ = 300 ji x. 

Je  multiplie  la  fécondé  par  x qui  eft  l’excès  de  x ’ de 
la  première  fur  x1  de  la  fécondé  ,cc  qui  donne  6 x ' =* 
41  x. 

J’ai  donc  6 xr  = 300 71  x 

ic  6 x = 41  x 

ft  0 
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Donc  en  négligeant  le  premier  membre  , & compa- 
rant le  fécond  membre  de  ces  deux  égalitcz  , j’ai  une 
troifiéme  égalité 

300 72.x  =4,  2 x qui  eft  du  premier  degré. 

Il  n’y  a plus  qu’à  la  réfoudre  comme  il  fuir. 

J’ai  d abord  par  tranfpoficion  300=  1 14X  , ou  1 14* 
= 300,  qui  donne  x=  7^-  en  divifant  tout  par  1 14, 
qui  donne  x ==  2 -4-  777-,  & divifant  les  deux  termes 
de  cette  fraélion  par  leur  commun  divifeur  6 , 
j’ai  x = i -+-  comme  ci  deffus. 

Or  par  l’hypothéle  la  racine  z,  = 2 -4-  x , donc 
r,  = 4 —H  {7 , dont  le  cube  = 99  H—  ^ qui  dif- 
fère de  moins  d’environ  un  tiers  du  cube  propofé  100, 
comme  on  le  voit  par  la  démonftration  fcnfible  de  l’o- 
pération précédente. 

Théorème  premier  fondamental* 

Soit  un  binôme  quelconque  a b , dans  lequel  je 
fuppofe  que  le  binôme  pofitif*  -4-  b=  c , repréfente 
en  général  la  racine  exa&e  de  toute  puiffance  parfaite  , 
& le  binôme  négatif  a b = d y repréfente  en  géné- 

ral la  racine  de  toute  puiffance  imparfaite. 

Suppojition.  On  fçait  d’ailleurs  que  tous  les  nombres 
font  réellement  &:  tout  enfemblc  toute  racine  quel- 
conque, & toute  puiffance  quelconque  à l’infini , ainfi  il 
ne  leur  manque  rien  de  leur  part,  ils  ont  réellement 
dans  la  divifion  infinie  tout  ce  qu’il  leur  faut,  mais  par 
rapport  à nous  nous-diftinguons  ces  puiffances  , & nous 
nommons  puiffance  parfaite  celle  dont  les  racines  nous 
font  connues , &:  peuvent  être  exprimées  en  nombres  or- 
dinaires tels  font  les  quatrcz4,s>,  16  , &c.  dont  les  ra- 
cines font  2,  3,  4,  & ainfi  des  autres  puiffances  donc  les 
racines  s’expriment  en  nombres  : mais  nous  appelions 
puiffance  imparfaite  celle  donc  la  racine  quoique  réelle 
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ne  peut  s’exprimer  en  nombres , quoiqu’elle  foit  réelle- 
ment comprife  dans  l’intervale  d’une  divifion  poufl’ée  à 
l’infini , ce  qui  nous  eft  impoffible;  ainfi  la  raéine  quar- 
rée  de  z , de  3 ,'dc  j , de  7,  de  8 , 8cc.  que  nous  ne  pou- 
vons exprimer  exactement  en  nombres , nous  fait  nom- 
mer ces  nombres  des  quarrez  imparfaits  , il  en  eft  de 
même  des  autres  puiftances  à l’infini.  De- là  vient  la 
difficulté  qui  fe  trouve  dans  l’Analyfe  pour  tirer  les  ra- 
cines fécondes  ou  troifiémes  d’un  nombre  qui  eft  un 
quarré  ou  un  cube  imparfait. 

Ces  nombres  font  les  plus  frequens.car  entre  1 8c  ioo,il 
n’y  a que  10  quarrez  parfaits  en  y comprenant  l’unité, 
il  y a 90  quarrez  imparfaits  , il  n'y  a que  quatre  cubes 
parfaits  , donc  il  y a 96  cubes  imparfaits  , à mefure  qu’on 
va  à des  puiftances  plus  élevées,  on  trouve  que  le  nom- 
bre des  puiftances  parfaites  décroît  , &c  celui  des  puif- 
fances  imparfaites  augmente, ce  qui  montre  la  néceffité& 
l’importance  d’une  Méthode  d’approximation,  pour  trou- 
ver ces  iracines  approchées  autant  qu’il  eft  poftîble  , de 
l’exa£titude  à laquelle  il  eft  impoffible  de  parvenir  , par 
la  nature  de  l’infini  qui  fe  mêle  avec  le  fini  dans  ces  puif- 
fances , ce  qui  empêche  qu’on  ne  puiffe  exprimer  leurs  ra- 
cines exactement. 

Préfentement  fi  on  élève  le  binôme  pofrtif  a -4-  b 

c=  c,  8c  le  binôme  négatif  a b = d fcparément  à 

une  puiftance  quelconque fcmblable, dont  l’cxpofanten 
général  foit  p. 

Je  dis  i°.  que  chacun  de  ces  deux  binômes  a tous 
les  mêmes  produits  égaux  & femblables  chacun  comparé 
à foncorrcfpondant,  avec  cette  feule  différence  que  tous 
les  produits  du  premier  font  poficifs,&:  ceux  du  fécond, 
binôme  font  alternativement  pofitifs  8c  négatif,  d’où  il 
fuit  que  la  fomme  totale  du  binôme  pofitif  fera  plus 
grande  que  celle  du  binôme  négatif,  car  tous  fes  termes 
pairs  font  négatifs,  8c  les  termes  impairs  font  pofitifs  , 

n "J 


Analyse  gen.erale, 
ce  qui  eft  évident  par  leur  formation  qui  fuit  , puif- 
qu’on  retranche  dans  ce  dernier  &:  non  pas  dans  le 
premier. 

a -J-  b 
x a -+-  b 


4*  -+- 

a b -4—  bb 

—f" 

Ab 

41  -f- 

Z a b -4-  bb.  Quarré 

X 4 -+- 

. . b 

4'  -+- 

z a1  b — h-  a b b 

H- 

. 4*  b -+-  z a b b Hr*  Æ* 

4*  -+“ 

3 41  1 -4-  l A b1 

• 

En  nombres. 

t -+- 

4 

X 1 -+- 

4 

4 •+* 

8 -+-  1 6 

-f- 

8 

4 -f-  16  -+-  1 6 = )6.  Quarrc 
x z -4-  4 


8 —H  3 1 — t—  J l 

— f—  1 6 — 1—  64  ~+"  ^4 
g — i—  48  — i—  6 4 s=s  ii$  Cube. 
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' 4 — b 

X 4 b 

4*  — 4 b + b b 

— a b 

41 z 4 b -+-  b b Quarrré 

x 4 ..  b 

4* z a1  b -f-  a b b 

' . . a1  b I z 4 b b — b* 

4* J 41  b -h-  3 4 b>  Cube 

En  nombres. 

* 4 

x z 4 


4 — — 8 —4—  16 
8 

4 1 6 -4-  16  = zo  — 

x z — 4 

— 1 6 Quirré 

8 jz  -+-  3Z 

— — 1 6 — H 64  64 

8 48  — J—  96  — — 64  Cube 

Je  dis  i°.  que  fi  je  range  dans  une  colonne  à part 
tous  les  termes  pairs  qui  ont  tous  le  ligne & font  né- 
gatifs de  la  puiflance  de  a b , fçavoir  le  fécond  , le 

quatrième,  le  fixiéme , &c.  & que  je  nomme  leur  fonune, 
première  fomme  alternative. 

Si  d’un  autre  côté  je  range  dans  une  colonne  tous 
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les  termes  impairs , le  ier.  le  y~.  le  je.  le  7e.  &cc.  qui  font 
tous  pofitifs , que  je  nomme  leur  Comme  , féconde 
Comme  alternative. 

Alors  fi  de  ces  deux  Commes  alternatives  , j’ôte  la  plus- 
grande  de  la  plus  petite,  l'excès  ou  la  différence  fera  égale 

à la  valeur  de  a.  b , &c  pour  abréger  je  nomme  cette 

valeur  d T , c’eft  à-dire  la  valeur  de  la  puiffance  de  d* 

La  démonftration  eft  évidente  par  la  formation  pré- 
cédente du  cube  de  d = a b , car  ce  cube  a autant 

de  produits  que  le  cube  du  binôme  pofitif  a -4-  b,  Sc 
ils  font  tous  égaux  chacun  à fon  correfpondant,  la  feule 

différence  eft  que  dans  le  cube  de  a b , les  termes 

pairs  ont  le  figne &c  font  négatifs , & les  feuls  termes 

impairs  font  pofitifs  ^ au  lieu  que  dans  le  cube  du  bi- 
nôme pofitif  a -4—  b , tous  les  termes  font  pofitifs. 

Ainfi  fi  je  fubftituë  des  nombres  en  la  place  des  lettres, 
dans  le  cube  a ’ 3 a1  b -f-  3 a b1 b*. 

Soit  a = 1 8c  b = 2.  J’aurai 

I 6 -+-  12 8=  13 

Or  de 14  ôtant  -f-  1 3 refte 

Si  a = z &c  b = 3, j’aurai 

1X1X1  3X4X}  -f-  JX1X  9 3 X 3 X 3 

8 3 6 -+-  y 4 27 

Ce  qui  donne  6 1 6 3 , qui  donne  pour  refte  —77 

tous  ces  reftes  font  négatifs,  parce  que  b furpafle  a. 

Mais  fi  a = 3 8c  b = 1.  comme  a furpaffe  b , 
on  aura  des  reftes  pofitifs  qui  donneront  une  valeur  po 
fitivc  du  cube  4}  = a b * , car  on  aura 

3x3x3  3x9x2  H—  3x3x4 2x2x2 

*7  J4  -+-J6 8 

Les 
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Les  termes  pairs 
& négatifs  font 

j4 

8 


36t 


donc  la  irc.  fomme  alterna-  donc  la  i<fc.  fomme  alterna- 
tive eft -+-  6 3 tiveeft 6i 

de  la  irc.  fomme  6 3 


j’ôte  la  ide.  fomme 6z 


Le-refteeft  ....  —■ 

Ou  bien  je  divife  la  plus  grande  fomme  63  par  la  plus 
petite  , le  quotienc  eft  1 -f-  j-.  Je  néglige  l’entier  1 qui 
eft  ici  inutile  , &:  j’ai  jj  pour  la  valeur  pofitive  de  d 1 
==  a b \ 

Donc  1 excès  ou  la  différence  des  deux  fommes  alter- 
natives eft  égale  à la  valeur  de  la  puiflanee  de  d , ou  du 

binôme  négatif  a b fon  égal.  Ce  qu’il  falloir  démon- 

trer. 

Autrement.  Soit  a b z 4,  donc  a 1 = 1, 

SC  b = 4 , donc  a b «=  j. 

J’ai  dans  le  quarréd*  -4-  b1  = 4 -f-  16  to  & 

1 ab  == 1 6 , or  divifanc  -4-  10  par 16  y 

Je  quotient  eft  1 -4-  ou 

J’ai  dans  le  cube  4*  -4-  3 a bx  = S -f-  96  J04 , 

& 3 4*  b b'  = 48 64=  III. 

Or  divifanc 111  par  -4-  104  , le  quotient  eft  1 

cnfuitc  divifant  ut  par  8 , le  quotient  eft  14. 

& divifant  104  par  8,  le  quotient  eft  13  , donc  les  deux 
fommes  alternatives  111  &:  104  différent  de  j qui  eft  le 

cube  de  i. 

% 

Corollaire  f renier. 

Puifque  d eft  la  valeur  de  la  différence  des  deux  par- 
A nalyfe  q q 


I 


.Analyse  generale, 

tics  du  binôme  négatifs  b , je  dis  que  fi  d = i , 

toutes  Tes  puifiances  à l’infini  dl , dx , di , d 4 , &c.  = i. 

donc  fi  la  différence  des  deux  parties  du  binôme  * b 

= i , la  différence  des  deux  fommes  alternatives  fera 
toujours  = i dans  toutes  les  puifiances. 

Mais  fi  d cft  moindre  que  l’unité , ce  fera  pour  lors  une 
fraélion  qui  décroîtra  continuellement  dans  toutes  les 
puifiances  de  d , &c  qui  deviendra  d’autant  plus  petite 
que  1 unité,  à mcfurc  que  fa  puifiance  fera  plus  élevée, 
donc  fi  d = j . d1  = j , di  = -j , a 4 = — , &c.  donc 
dans  ce  cas  la  différence  des  fommes  alternatives- fera 
toujours  moindre  que  l'unité. 


Corollaire  fécond. 

Dans  tout  binôme,  foit  pofitif  comme  a -f-  b,  foie 

négatif  comme  a é , fi  le  premier  terme  a furpafic  le 

fécond  b , la  première  fomme  alternative  compofécdes 
termes  impairs  furpafic  la  fécondé  fomme  alternative 
compofce  des  fculs  termes  pairs , ce  qui  cft  évident  parce 
que  je  viens  de  démontrer  que  l’excès  de  cette  première 
fomme  fur  la  fécondé  cft  égal  à la  valeur  pofirive  de  la 
puifiance  de  <^f,oudu  binôme  négatif  a b fon  égal. 

Donc  fi  a > b on  peut  conclure  dans  lequarré,  que 
a1  — f—  bx  ^ i a b. 

Et  de  même  dans  le  cube  que  a*  — f-  3 a b1  > 3 a1  b 
-f-  é* , mais  c’eft  le  contraire  lorfquc*  < b. 


PROBLEME  I. 


Trouver  les  formules  far  défaut  four  ré  foudre  les  égal it  ex. 
& les  fuijfances  imfarfaites  du  fécond  degré. 

Pour  réfoudre  ou  trouver  les  racines  des  égalitez  fie 
des  puifiances  imparfaites  du  fécond  degré  fans  aucune 
extra&ion  ni  divifion , ôc  par  confcqucnt  fans  aucun  râ- 
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tonncmcnt  par  une  Méthode  indéfiniment  plus  courte 
Sc  plus  approchée  que  la  Méthode  ordinaire  , je  me  fers 
de  la  formule  fuivante. 

Pour  trouver  ces  formules  d’approximation,  foit  une 
égalité  ou  une  pu i (Tance  imparfaite  du  fécond  degré , 
i‘  =ax  —H  b. 

Donc  z = V 

Régie  générale.  * 

i°.  Je  fuppofe  la  valeur  approchée  de  cette  racine 
quarréc  connue  &c  égale  à a , il  faut  connoître  le  refte 
contenu  dans  b , qui  doit  fournir  deux  produits  ôc  un 
quarré. 

Je  fuppofe  z = x H-  7 a ,\&c  j’éleve  cette  valeur  à la 
fécondé  puiflàncc. 


z = x a 
x z = x -4-i  a 

z1  *=xl-t-  ;4  x-h  $ a a 

z 1 = xl-h  a x -h  $ a a. 


Je  féparc  les  produits  de  ce  quarré  en  deux  fommes 
alternatives,  la  première  fomme  contient  les  termes  im- 
pairs le  premier  &c  le  rroifiéme  , la  féconde  fomme  al- 
ternative contient  les  deux  termes  pairs , le  fécond  &le 
quatrième. 


Première  Colonne 
des  termes  impairs. 

i«-  terme  -4-  x * 

3e.  terme  +1  « 

itc-fomme-t-*»-*-7  aa 


Seconde  Colonne 
des  termes  pairs. 

2d.  terme -\^~ax 

4e.  terme  4-^.v 


aA.  fomme  -+-  ax. 

MU 


3^4 

3 

par 

» > _ 


Analyse  generale, 

°.  Je  fubftituë  ce  quarré  de  la  valeur  de  z,  , forme 
l’opération  précédente  dans  l’égalité  propofée 
- - a1  -+-  b , ce  qui  donne  z,1  = x 1 —H  4 * -4-  i ■* 


b. 


4°.  J’égale  la  fécondé  fomme  alternative,  -4 -ax ,avec 
la  moitié  du  fécond  membre  de  l’égalité  propofée, ccd 

a x = , &:  divifant  tout  par  a pour  dégager  l’in- 

connue x ^ , or  par  l’hypothéfc  *.  = x -4-  i 
donc  z,  =4  ^ •*+“  > que  îe  féduis  à fa  plus  fimplc 

expreffion  , puifque^-—^  ={  a -b-  — , j ai  donc 

* = \ a -4-  î * -4"  ~ > qui  rcduit  à z ==  4 -4-  . 

voilà /4  itc.  formule  rationelle  d’ approximation  trouvée. 

y0.  Si  je  veux  une  féconde  formule  encore  plus  appro- 
chée, je  fuppofe  la  première  formule  rationelle  que  je 

b 

viens  de  trouver  a —H  — y- 

Je  prépare  y & fa  valeur  pour  la  fubftitiicr  dans  la 
première  formule  trouvée , comme  il  fuit. 

Puifque  a -4 =/• 

i b 

donc  ix;,oui;=  -+~  ~ 

pour  avoir  la  valeur  de  / , je  quatre  ici  y & fa  valeur. 

y =4  ■+"  77 

h 

X y =4  -+-  — 


Z 4 * 4*1 

*b 


, 14&  , 4* 

donc/  = * -t-  — 
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Or  le  fécond  terme  du  fécond  membre  — — » b. 

X* 

donc  y1  = a'-  -+-  b -+-  ~ Quarré  de  y & de  fa  va- 
leur, je  compare  ce  quarré  avec  le  propofé. 

= **  -1-  é , & je  trouve;  que  le  quarré  de  la  va- 
leur de  y excède  le  propofé  de  -t — ~ , je  nomme  cet 
excès  la  formule  d’excès. 

6°.  Préfentemcnt  je  fubftituë  y à la  place  de  a , & je 
fubftituë  la  formule  d’excès  —dans  la  première  for- 
mule d’approximation  trouvée  * , ce  qui  donne 

bb 

y -H  — 

Dans  cette  nouvelle  expreflion  , à la  place  de^  , Sc 

de  2,  y , je  fubftituë  leurs  valeurs  trouvées  ci-defliis  , ce 
. . b b* 

qui  donne  a h 1 

* X * A a a 

1 b 

Z a H 

1 a 


Comme  cette  expreftion  eft  fort  compoféc , je  la  ré- 
duis à fes  moindres  termes,  comme  il  fuit. 

i°.  Je  cherche  d’abord  le  dénominateur  commun,  en 
commençant  par  la  féconde  fra&ion  qui  eft  la  plus  com- 
pofeCjje  multiplie  fon  premier  dénominateur  par  fon 
fécond  444x14  — 8-1',  ce  qui  me  donne  cette  frac- 
tion compoféc  réduite  à la  fra&ion  fimplc  -+-  ~ 

Or  8 4’  eft  le  dénominateur  commun  trouvé. 
z°.  Je  divife  ce  dénominateur  par  1 4,  dénominateur 
de  la  première  fra&ion  , le  quotient  eft  -+-444,  par  le- 
quel je  multiplie  les  deux  termes  de  la  première  fradion, 

b 4 *jb 

or  -+-  4 44  X — ==  —J  . 


(l(îtiJ 
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J’ai  donc  déjà  les  deux  premières  fractions  réduites  à 

-~7 H ^7  , ainfi  j’ai  la  première  expreflion  qui  écoit 

compoféc  réduice  à 4+  ' 


** 


8«* 


Pour  réduire  la  dernière  fra&ion , puifquc  ~h 


je  multiplie  le  numérateur  par  le  dénominateur  -4-  1 a 
ce  qui  donne  4 ab  que  j’ajoute  au  dénominateur  8 a’,  ce 

qui  me  donne  enfin  a -4-  4 A~—  , c’eft  la  féconde 


8 a*  4 *1  b 

formule  rationclle  d’approximation  qui  efl:  encore  plus 
approchée  que  la  première. 

Par  la  meme  Méthode  on  peut  trouver  de  fuite  au- 
tant de  formules  qu’on  voudra  qui  feront  toujours  plus 
approchées  les  unes  que  les  autres  &c  cela  à l’infini. 

Ainfi  pour  trouver  une  troifiéme  formule  rationclle 
encore  indéfiniment  plus  appprochée  que  les  deux  for- 
mules prccédences. 

i°.  Je  fuppofe  la  fécondé  formule  rationelle trouvée, 

A fl  4 b — f— 

— V* 


A 


8 a 


■ ûf-ib 


Je  prépare  les  valeurs  de  y fur  cette  hypothéfe  pour 

les  fubltuüer  dans  la  a c.  formule  comme  nous  le  verrons. 

...  8 Ai1  b -+- a b1 

Amli  a y = u + 


8 4’ 


. ab 


Je  quarré^  & fa  valeur  pour  comparer  fon  quarré  avec 
le  quarré  propofé  a,1  = a1  -f-  b. 

4 a ab  -4-  £l 
*4>  +4^ 
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4 a a b -f- 
8 4*  '4~4-j b 


3*7 


y1 


44’’  b -4 -ab1  ■+•  lg44^-f-8  4^-f, 

S ^+44^+  64  4 '’-i-  644^^-4-16  4-^ 
4 4*  ^ -4-.  a b1 
8 4 -4-  4 j b 


71‘ 

OU/c 


8 45  ^ -4-  2 4 ^ 
= 4-J- 


I64^l4'84’  A5-4-i  + 


845-4.44*  644<-j-64rf- b-^i6alb1- 

a1  -f-  * -4.  — _•  16 a*  b -f- 8 4z*’-4-*+ 

1 « 

64  *4^  64  <f4  £ *4-  \G  îT 


Je  forme  le  quarré  de  la  fécondé  formule  d’approxima- 
tion ou  troifiémc  racine  approchée  pour  le  comparer  avec 
le  quarré  propofé  a1  -4-  *. 


Numérateur. 

44^  + i1 

X 4 41  b -f-  bx 
16  a*  b1  -f-  441*5 
-4-  4 a1  b* 

*4-  b* 

16  a*  b1  -4-  8 41  *’-4-*4. 


Dénominateur. 

8 4’  -4-  4'4* 

X 8 a}  -4-  4 ab 
644*  -H  3 1 4+  £ -t- 


16  41  ** 

64  46  -4.  64  44  Hh  I 6 41  *l. 


4 -4 


X 4-4- 


4 44  b -4-  *l 

8 a-*  -+•  4 ab 
4 44  £ -l-  *l 
8 4}  -4-  4 ab. 
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b -+-  abl 


368 


*'  -4- 


4J 

8 4’  “H  4 

4 A **4- 
8 45  +4^ 


JOuarre. 

4l-4- 


%aH- 


abl 


16a 4 P -h  î,  a1  P -h  b* 


g 4)  -4-44^  * 644*  -4- 64  4+ £-+■  1 641 

qui  réduit  À moindres  termes  donne 

ii  . 1 b1  -4-  I b1  *4-  b1 

14 


r 10 

H-  b *+■  71  “i_ 


44 


1 —H  8 41  -+-  1 6 41 


dont  j’ôce  a1  b quarré  propofé.  Le  refte  cft  l’excès  du 
quatre  de  la  formule  fécondé. 

Donc  l’excès  où  la  formule  d’excès  cfl: 


y 1 1 6 44  b1  -H  84-  b * -h  b* 

im  ^ 644*  -4-  644+  b -4-  1 6 or  b~. 

i°.  Préfentement  je  fubftituë/  à la  place  de  4,  ic  la 
formule  d’exces  qui  précédé , a la  place  de  b.  Dans  la 

4 aab  —H  P . . 

z<fc.  formule  4 ■+■  — -rr — r , ce  qui  donne 

5 4’  — r*  4 4P 

i -4- I 64+ ^ -H  8 4l  P -b  b* 

y “+■  4/7  X 1 • 6^at  _J_  Xé4l  ^ 


8/-4-1  /vi.  -^lg4*^-4-84^1^-^ 
14  64  46  —H  64  4+  -4“  I 6P  P» 

Remarque  1.  Cette  exprcflïon  efttrcs-compofée  ; avant 
de  la  réduire  à une  exprcflïon  plus  (impie  , il  faut  fnbfti- 
tucr  à la  place  de  / , de/1  & de  />  leurs  valeurs  , ce  qui 

augmente 
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augmente  les  termes  &:  rend  l’exprefllon  encore  plus  com- 
pofee  j c’eft  pourquoi  il  vaut  mieux  continuer  l’approxi- 
mation par  les  nombres  , puifqu’i!  s’agit  de  trouver  en 
nombres  une  racine  approchée.  Et  pour  lors  la  première 
formule  d’approximation  fuffit,  car  apres  avoir  employé 
cette  première  formule  dans  une  première  opération  , il 
fuffit  de  fubftitucr  c es  nombres  aux  lettres  de  la  formule 
pour  continuer  indéfiniment  l’approximation  tant  de  fois 
qu’on  voudra  la  réitérer  , car  chaque  operation  donne- 
ra toujours  une  racine  de  plus  en  plus  approchée  que  la 
précédente.  D’ailleurs  comme  il  faudroit  poufler  l'ap- 
proximation à l’infini,  pour  trouver  la  racine  exade,  ce 
qui  eft  impoffible,  il  eft  inutile  dans  la  pratique  d’aller 
au-delà  d’une  féconde  approximation  , puifque  dès  la 
première  , on  eft  parvenu  à des  parties  moindres  que 
toute  grandeur  fcnfible. 

PROBLEME  IL 

Trouver  les  Formules  d’approximation  par  excès , pour 
refondre  les  égalisez.  & les  puijfances  imparfaites  du 
fécond  degré. 

Toute  égalité  & puifiance  imparfaite  du  fécond  degré 
peut  s’exprimer  en  général  par  z.1  = a1  + b.  Ce  qui 
renferme  deux  cas. 

Le  premier  cas  eft  , lorfque  je  compare  z.1  avec  un 
quarre  moindre,  ce  que  /exprime  ainfi,  x.1  = a'-  -4-  b 
= zy  -f-  1 = i 6.  Dans  ce  cas  je  cherche  une  racine 
approchée  par  défaut.  C’eft  le  fujet  de  ce  Problème. 

Le  fécond  cas  eft  lorfque  que  je  compare  z,1  = 2 6 
— 3 <5  _Tô  avec  le  quarré  3 6 qui  eft  immédiatement  plus 
grand.  Et  pour  ôter  tout  équivoque  au  lieu  de  l’ex- 
primer par  41 b , je  me  fers  d’autres  lettres , & j’écris 

z,r==cc d=  36  10  = z 6 ; dans  ce  cas  je  cher- 

Analyfe . rr 


37°  . Analyse  generale, 
chc  une  formule  approchée  par  excès. 

Comme  î.6.  ne  diffère  de  zy  que  de  t , la  formule  par 
défauc  eft  la  plus  prompte  dans  ce  premier  cas  ■,  mais  lorf- 

que  j’ai  x1  = ce d = 3 6 1 = 3 y . comme 

l’excès  eft  1 & le  defaut  où  la  différence  de  î5  ns 
= 3 y eft  plus  grande  5 il  faut  dans  ce  fécond  cas  pré- 
férer la  formule  d'excès  qui  fuit  parce  qu’elle  eft  plus 
prompte  & plus  approchée. 

On  trouvera  les  formules  d’excès  comme  on  a trouvé 
cy-deflus  les  formules  d’approximation  par  défaut  , en 
changeant  ( fi  l’on  veut  confcrvcr  les  memes  lettres  de  la 
formule  par  défauc  ) feulemenc  le  ligne  -h  en  — ; ainfi 
on  aura  pour  première  formule  approchée  par  excès, 

x = a — & pour  féconde  formule  a — *-a"1  * 

la  r 8*» 

ou  bien  x = r — _i  &:  c — 4 ceJ en  fe  fervant  des 

1 c Sfl 4 cd 

lettres  de  la  formule  par  excès  xl  = cc d , dans  la- 

quelle et  repréfente  le  quarré  parfait  plus  grand  , & d 
fon  excès. 

PROBLEME  III. 

Trouver  les  limites  d’approximation  , ou  déterminer  la 
valeur  de  l’approximation  dans  chaq  ue  formule  du  je - 
cond  degré. 

Il  s’agit  ici  de  déterminer  Terreur  par  excès  ou  par  de- 
faut dans  chaque  formule  d’approximation  du  id.  degré. 

1°.  Je  la  déterminerai  dans  la  puiffance.  a°.  Dans  la 
racine  ; & la  Méthode  fera  générale  pour  toutes  les  puif- 
fances  imparfaites,  & pour  toutes  les  égalitez  en  géné- 
ral ; car  les  égalitez  affectées  de  termes  moïens  fe  rédui- 
fent  aux  formules  des  égalicez  pures  qui  font  les  mêmes 
que  celles  des  puiffances  imparfaites. 


r 
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Principe . Il  faut  remarquer  que  ce  n’cft  ni  par  la  plus 
grande  ni  par  la  plus  petite  erreur,  que  l’on  doit  juger 
de  la  valeur  d’une  Méthode  ou  d'une  Formule  d’approxi- 
mation , de  meme  que  dans  les  jeux  de  hazard  on  juge  de 
l’avantage  ou  du  défavantage  des  joiieurs  par  la  fomme 
des  avantages  & des  défavantages  de  chaque  coup  , di- 
vife  par  le  nombre  de  tous  les  coups,  & non  point  par 
le  coup  fcul  ouïe  plus  favorable  ou  le  plus  contraire: 
ainfi  pour  juger  fainement  de  la  valeur  d’une  formule 
d’approximation  , il  faut  divifer  la  fomme  des  erreurs 
par  le  nombre  des  cas  poflibles. 

Je  me  borne  à déterminer  l’excès  ou  le  défaut  dans  les 

formules  fimples  Sc.  primitives , comme  a H-  — , & a — i- 

ou  c — — : mais  comme  je  dirai  quelque  chofe  par  oc- 

cafion  des  formules  dérivées,  il  faut  expliquer  d’abord  en 
quoi  elles  confident , fi  j’augmente  ou  je  diminue  de  l’u- 
nité le  numérateur  b -+-  1 , j’aurai  a -f-  b~fl— , ou  a ■+•  b^ZL 

1 M , 

ou  a ■+•  1 , ou  a h-  — qui  font  des  formules  déri- 

X»  — 1 14  I 

vécs  de  la  formule  primitive  a -4-~. 

On  peut  de  même  tirer  des  formules  dérivées  de  toutes 
les  autres  formules  primives  dans  les  cas  où  ces  dérivées 
peuvent  être  plus  exaftes  que  les  primitives , dont  la  fim- 
plicité  eft  préférable  à une  plus  grande  cxaâitude  que  les 
dérivées  peuvent  avoir  en  certains  cas. 

i°.  Pour  déterminer  l’erreur  par  excès  ou  pardéfauc 
da  is  le  quarré  ou  la  fécondé  puifiance. 

Premier  Exemple.  Soit  le  quarré  imparfait  , & 

fa  formule  d’approximation  a -+-  i-  qui  eft  la  première 

racine  approchée. 

rrij 
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J’éleve  au  quaré 


GENERALE, 
b_ 
la 
b~ 
la 


A — I — — - 


x a -+-  — 


«4 
la 
a b 
1 a 


b_ b_ 
+" 


41 


i-4.  , 4» 

“T“  — 

x-  4« 


ou  4l  H-  i 4-  il  Quarré 

444 


Enfuite  je  compare  ce  quarré  de  la  formule  avec  le 
quarré  propofe  . ...  a1  -+-  b 

o o 

ôtant  le  plus  petit  du  plus  grand , le  refte  eft  -4- 
Donc  le  quarré  de  cette  première  formule  excède  le  quarré 
propofé  a1  -+-  b , univcrfellemcnt  de  ....  — que  je 
nomme  formule  d’excès. 

Maintenant  pour  juger  de  la  valeur  de  cette  formule 

d’excès  ü-,  j’examine  toutes  les  valeurs  pofliblcs  de  b-, 
4-1 

or , nous  avons  démontré  que  a1  la  -+-  x cft  la  va- 
leur du  quarré  plus  grand  que  a1  qui  le  fuit  immédiate- 
ment, & que  tous  les  quarrez  imparfaits  contenus  entre 
deux  quarrez  qui  fc  fuivent  immédiatement  , étoient 
compris  dans  l’intervale  exprimé  en  général  par  za,  qui 
cft  le  double  de  la  racine  du  moindre  des  deux  quarrez 
que  l’on  compare;  d’où  il  fuit  que  b peut  en  général  va- 
loir fucceflivcment  i , z,  5,4,  &c.  jufques  à za,  enforte 
que  dans  le  quarré  la  fomme  des  erreurs  de  tous  les  cas 

poflibles  eft  JL  -i-  _i  -+-  JL,  &c.  jufqu’à  — , 

444  444  44*  4»* 
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dont  la  racine  cft  — . 

1 « 

Dans  ces  fra&ions , le  dénominateur  eft  confiant  c’cft 
4^  ,1e  numérateur  cft:  le  quarté  de  la  fuite  naturelle  des 
nombres  , il  n’y  a donc  qu’à  trouver  la  fommede  ces  nu- 
mérateurs quarrez  1.4.  9.  1 6.  &CC.  jufques  à 4 aa  qui  cft 
le  dernier. 

Or  , par  ce  qui  a été  démontré  par  Wallis  & plufieurs 
autres , cette  fortune  cft  égale  à 8*'  ?***"*.  Je  divife 

J 

cette  fomme  par  le  nombre  des  cas  pofliblcs  4 aa , ce  qui 
fc  fait  en  multipliant  le  dénominateur  3 x 4 aa  , & j’ai  pour 
la  fomme  des  erreurs  dans  le  quarté  de  cette  première 

formule  &;  divifant  tout  par  a pour  avoir 

u «4 

une  expreflion  plus  fimplc,  j’ai  8**~t'**T *".I. 

Il  a 

Mais  puifquc  le  nombre  des  cas  pofliblcs  cft  jj,  je  di- 
vife encore  cette  fraétion  par2_?>  cn  multipliant  à cet 
effet  fon  dénominateur  par  , ce  qui  donne 

, ou  i + f*"*"1  pour  l’erreur  moyenne 

14  aa  9 14  aa 

ou  d’eftimation. 

Mais  comme  la  fraétion  *'*~*~-  diminue  à l’infini  à 

14  a a 

proportion  que  la  valeur  de  a augmente  ; il  fuit  encore 
de  là  que  l’cftimacion  générale  &:  univcrftllc  de  l’erreur, 
cft  feulement  de  } dans  le  quarré  de  la  première  formule 
d’approximation. 

Ce  qui  fc  concevra  plus  facilement  par  les  nombres. 
Exemple.  Entre  les  quarrez  9 &c  1 6 , qui  fc  fuivent  im- 
médiatement, & dont  les  racines  font  3 & 4 , il  y a fix 
quarrez  imparfaits  ; fçavoir , 10 , 11,11,  13,  14,  iyr 
dont  les  racines  approchées  font  37,37, 3<,36»3z«3«> 
dont  les  quarrez  font  107;,  1 1 tz  , 1 1 1 3 77,  *47ï> 1 1 TX> 

rr  iîj 
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lefquels  furpaffent  les  quarrez  propofez  imparfaits , 
io,  il , 12,  1}  , I4>  l5  »,  de  r* > •£>  &cLa  fommedes 
numérateurs  cft  ÿ i , ce  qui  donne  f-j-  pour  la  fomme  des 
erreurs , le  produit  en  frattion 

Or  , comme  on  peut  également  avoir  befoin  de  tirer 
la  racine  quarree  des  tous  ces  quarrez  imparfaits  j pour 
avoir  l’erreur  moyenne , je  divife  la  fomme  des  erreurs 

~ par  le  nombre  des  cas  poflibles , c’cft  91 


}6  X 6 


9 t 
1 l 6 


i — j—  Voila  l’erreur  moyenne  en  nombres  dans 

ce  cas  particulier  pour  la  première  formule  primitive 

d’approximation  a -+-  t-, 

Par  la  meme  Méthode  , on  trouvera  que  l'erreur 

moïenne  de  la  formule  primitive  a — qui  eft  par 

excès,  ou  de  la  formule  dérivée  qui  lui  cft  égale  , a 


i » i 


•eft  — , &par  conféquent  cette er- 

rcur  eft  moindre  que-j,ainfi  ces  deux  formules  , la  pri- 
mitive & la  dérivée  font  un  peu  plus  exaftes  que  la  pre- 
mière qui  précède  a — , mais  elles  font  un  peu  plus 

compofées  d’un  autre  côté  , l’erreur  cft  donc  toujours 
moindre  que  l’unité  dans  le  quarré. 

Dans  la  première  formule  primitive  a -j-  —,1a  plus 

grande  erreur  eft,  lorfque  b = i<*,car  alors  le  quarre 

de  cette  erreur  eft  — = i. 

4«* 

Et  la  plus  petite  erreur  eft  lorfque  b = i , car  alors 
le  quarré  de  cette  erreur  cft  — x b = —, 

Au  contraire  dans  la  formule  dérivée  a -4-  1 
l’erreur  la  plus  grande , eft  lorfque  b = i » ce  qui  donne 

4 «« 

pour  l’erreur  dans  le  quarre  4 4. 
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L’erreur  la  plus  petite  eft  lorfquc  b = i a 

donne  pour  l’erreur  dans  le  quarré  44a_4J8<I_^_'4 
Si  l’on  fe  fert  de  la  formule  dérivée  a h — - 

i * H-i  > 

l’erreur  fera  toujours  en  deffus  & moindre  que 

La  plus  grande  erreur  eft  lorfque  b = 4,  ou  b = a 


1,  alors  l’circur  dans  le  quarré  eft 


aa  -f-  « 


4 »•  -H  4«  -+•  *• 


& la  petite  erreur  eft  lorfque  b = 1 , ou  b = a , 

dans  ce  cas  l’erreur  dans  le  quarré  eft — -r~r 

donc  l’erreur  moïenne  dans  cette  formule  dérivée  eft 


de 


8 *’  — H aa  — 4 a 


. . . . , — , elle  eft  donc  univerfellcmcnt  de  7. 

Ainfi  l’erreur  moïenue  dans  cette  dernière  formule 
dérivée  eft  précifémcnt  de  la  moitié  plus  petite  que  dans 

la  formule  primitive  4 -4-  — ovj  l’erreur  moïenne  eft 

d’un  tiers  : elle  a encore  ceci  de  particulier  , que  l’erreur 
eft  égale  & toujours  par  défaut  dans  les  deux  cas  où  le 
quarré  imparfait  eft  également  éloigné  de  deux  quarrex 
parfaits , l’un  plus  grand  & l’autre  plus  petit , dans  l’in- 
tcrvalc  defqucls  il  eft  compris. 

Par  exemple.  La  racine  de  11  eft  3 j,Sc  la  racinede 
14  eft  jÿ;  or  n furpafle  9 de  z,  SC  14  eft  furpafle  par 
1 6 aufli  de  z. 

De  même  le  quarré  de  3 7 eft  10™,  qui  eft  furpafle  par 
1 1 de^f , &c  le  quarré  de  3 £ eft  1 3 qui  eft  furpafle  par 
14  auifi  de  &c. 


2°.  Pour  déterminer  les  limites  dans  la  racine. 


Il  eft  plus  difficile  de  déterminer  l’erreur  foit  par  dé- 
faut foit  par  excès  dans  la  racine  que  dans  le  quarré,» 
caufe  de  l’irrationalité  qui  fe  trouve  dans  la  racine. 
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Voici  la  Méthode  qui  m’a  paru  la  plus  fimplc  & la  plus 
naturelle.  Je  confidcre  en  particulier  chacune  des  ra- 
cines trouvées  par  chacune  des  opérations , Se  je  fuppofe 
que  celle  qui  fuit  cft  cxaûe  par  rapport  à celle  qui  la  pré- 
cédé, & que  la  différence  de  ces  deux  racines  cft  l’er- 
reur dé  la  première  qui  précédé  immédiatement. 

Ainfidans*1  -4-  h,  la  première  racine  approchée  eft  a, 

la  fécondé  cft  a -4-  — _ 

b l* 

La  troifiéme  cft  4 h-  — 

La  quatrième  cft  4 -h  — — 

M • 

' il  8 47-+-  191a'  h •+■  8 s*  b1  — 8 a b* 


La  cinquième  cft,  Sec. 

Je  dis  i°.  que  l’erreur  de  la  première  racine  eft  un  peu 

y r 

moindre  que  — qui  eft  l’cxccs  de  la  fécondé  racine  fur  la 
première. 

z°.  L’erreur  de  la  fécondé  eft  d’un  peu  plus  de 
bx  * 

I 4 4 

30.  L’erreur  de  la  troifiéme  eft  un  peu  plus  de 

% ainfi  fuite  à l’infini. 
D’où  il  fuit,  i°.  que  l’erreur  de  la  première  racine 

4 , eft  précifement  — 

cn  continuant  cette  pro- 


greffion  à l’infini. 

1 Que  l’erreur  de  la  fécondé  racine  4 h — _ eft 

precifcment  g-)  _l_4-i  llt  j -+.  in< .»  b+to»> 

— — Sec.  cn  continuant  de  même  la  progreflion  à l’infini. 

Formation 
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Formation  de  la  progrejfion  des  formules  des  limites 
d'approximation  , qui  fervent  à trouver  les  formules 
d"  approximation. 

Chaque  formule  d’erreur  par  defaut  ou- par  excès  eft 
une  fraction. 

Les  numérateurs  font  des  puiflances  de  b non  pas  prifes 
de  fuite,  mais  en  fautant  toujours  auquarréde  la  précé- 
dente b ,b1  ,b*  ,b* , &c.  à l’infini , c'eft  la  multiplication 
de  l’excès  b précédcnt,multiplié  continuellement  par  lui- 
même, ce  qui  fefait  en  doublant  toujours  l’cxpofantde  b. 

Les  dénominateurs  viennent  de  la  multiplication  con- 
tinuelle du  double  du  numérateur  de  la  racine  précé- 
dente, réduite  auparavant  en  frattion  , ic  enfuite  mul- 
tipliée par  le  double  du  dénominateur. 

Ces  formules  d’erreur  fervent  à trouver  les  formules 
d’approximation  fuivantes  , &c  réciproquement  chaque 
formule  d’approximation  fert  à trouver  la  formule  d’er- 
reur fuivante. 

Ainfi  pour  avoir  la  fécondé  racine  a -+-  — , je  le 


double  , c’eft  ~ , je  multiplie  ce  doublez  4parfon  dé- 
nominateur i , c’eft  z4xi  = z a , c’eft  le  dénominateur 

b 

delà  fraélion  qui  a b pour  numérateur  — *,  c’eft  la  pre- 


mière formule  d’erreur  ou  des  limites. 

J’ajoute  cette  fraétion  à la  première  racine  a , j’ai 

pour  fécondé  racine  & fécondé  formule  a H — 

Pour  avoir  la  troifiéme  racine  ou  troifiéme  formule 

d’approximation  a -t-  8 > ou  fon  égale  a 

jdont  j’ai  expliqué  la  formation  dans  le  Pro- 


Analjfe. 


ff 
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blcme  premier  j je  peux  encore  la  former  de  la  manière 

qui  fuit,  quieft  plus  fimplc  & plus  facile. 

Je  forme  à ccc  effet  la  fécondé  formule  d’erreur  , 
comme  il  fuit , fon  numérateur  cft  él , c’eft  le  numéra- 
teur b de  la  première  fra&ion  multiplié  par  lui-même , 
b x b ==  b1.  • 

Pour  avoir  le  dénominateur,  je  réduis  la  fécondé  ra- 
cine , a -4—  — en  fra&ion,  multipliant  l’entier  a par  le 

dénominateur  i a,  or  a x a a = i aa  que  je  joins  à la  frac- 
. 4 „ t *«  -f-  s 

tion  — , c cft 

Je  prends  enfuite  le  double  de  ce  dernier  numérateur 
a «a,  -4-  b , c’eft  4 aa  -4-  a b , que  je  multiplie  par  le  pre- 
mier dénominateur  précédent  a a , or  4 a a -4-  a b x a 4, 
donne  8 <*»  -4-  44  é,  c’eft;  le  dénominateur  de  la  deuxième 

formule  d’erreur  g<t,  + 

Et  4 4 4 -H  é x d donne  4 a a b -4-  b 1 pour  le  numéra- 
teur de  la  troifiéme  formule  d’approximation  qui  a le 
même  dénominateur  de  la  troifiéme  formule  des  limites; 
ainfi  la  troifiéme  formule  d’approximation  cft  * 

A**  4-4- b* 

Pour  avoir  la  quatrième  racine  approchée,  & la  troi- 
fiéme formule  des  limites  ou  d’erreur,  le  numérateur  de 
celle-ci  é4  cft  le  numérateur  de  la  troifiéme  formule 
précédente  b1  multiplié  par  b1,  or  blx  bl  = b*. 

Le  dénominateur  fe  trouve  ainfi,  je  réduis  la  troifiéme 

formule  d’approximation  a -4-  en  une  feule 

fra&ion,  multipliant  l’entier  a par  le  dénominateur  en- 
tier , or  a x 8 4’  Ht-  4 4 b =”8  a 4 -4-  4 a1  b , je  joins  ce 

produit  à lafra&ion  entière  Hh  ce  qui  donne 

i -4-  4 * 4 • 
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Je  double  ou  je  multiplie  pan  ce  dernier  dénominateur, 
j ai  1 6 4+  — f—  1 6 ax  b —4—  1 b~ 

enfuite  je  le  multiplie  par  le  précédent  dénominateur 

8 4*  — f—  4 a b. 

16  a*  -f-  16  Ml  b 1 b1 
x 8 4*  -4-  Ait  b. 

______ ' • 

1 18  <* 7 — 4—  1 1 8 41  £ —H*  16  4* 

- [■  64  4*  ^ "l*  644*  b1  |“  8 a b * 

Produit  1 1 8 47  -4-  1 91  4*  b 8 cf4’  b1  -f-  8 a b*. 
c’eft  le  dénominateur  de  la  troiûémc  formule  des  limites, 
ainfi  la  troilîéme  formule  des  limites  d’approximation  cft 
b* 

118  * 7 — f»  191  **  b— f-  Soi**  b%  —4" 8 s bi 

Enfuite  pour  avoir  la  quatrième  racine  ou  formule 
d’approximation,  je  lui  donne  le  dénominateur  trouvé, 
118  47,  &c. 

Pour  former  le  numérateur, je  multiplie  par  bt le  déno- 
minateur précédent  doublé  1 6 a 4 -4-  1 6 a1  b -4-  i b1  x b. 
ce  qui  donne  16  a*  b -4-  1 6 aL  b-  -4-  1 b 5 -4-  b 4. 
y ajoutant  b + numérateur  de  la  formule  d’erreur 

Ii8  47  —H  191  a'  b —f—  804’  b 1 -+-  8 a b\ 

& ajoutant  4 ,‘j’ai  la  quatrième  racine  ou  formule  d’ap- 
l(!  *4  h -4-  '«  4*  i*  -4-  X b'  -4-  44 

proxxmatron  4 *+■  ^ 4>  h l0  4,  ^ g4  i5 . 


Formation  de  la  quatrième  Racine. 

ni  a7  -î-  i$i  a*  b -+~$o  a}  bx  ■+•  8 44  b * 

X 8 4’  -+•  4 ab 

64  — H 16  a*  b — 640  a6  b 1 •+*  64  ^ ^ 

16  710 

8 . a 1 0 —H  8 00  . • . -+*  ....  *+■  • • . 

H-  $1  a*  b *+• . . 8 a6  bl-+-  3 zo  a*  b'  -h  J141  bA 

48  . . . 360 •+■••• 

• 40 

ioz4<»10h-  j 48  4*  ^ -h  1408  a*bl-h  3844*^  dénomin. 

H-  3 1 a1  b*  Commun. 

8 a}  —4~  4 *tb. 
x b* 

$ a'  b^^-h^ab'.  ie.  numérateur. 

118  a7- f-  i9Z4’£-H  80  4>^l-4-  8 

x 4 41  b -4-  b'~ 

31  .aïb-Jt-  S47//  -4-  310  45Æ;-4-  31 4*£4 
8 . . 36 

4 • • • 4 

•+•  iz8  47  -4-' 1914’  b'~0r  8o45.£4-4-8  4^’. 

j 1 1 a9  b -h-  $96  a7  b1  -H  5 11.  a'  b'  -4-  1 1 z 4*  Æ4  zd.  num. 

t-f-8  ab1  . .-4-  8 4*^+4  4 i’.  Ie.  num. 

j iz  4*  Æ-4-  896  a7  b1-*-  j iz  4*  Hs  -4-  I Z0  41  b*  -4-  I Z ab'. 

PROBLEME  IV. 

Appliquer  les  Formules  d’approximation  du  fécond  degré 
à des  Exemples  en  nombres. 

Premier  Exemple.  Soie  le  cècc  du  quarré  = 1 , le 
quarré  de  la  diagonale  = z.  Donc  pour  avoir  la  valeur 
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de  la  diagonale  il  faut  tirer  la  racine  quarrée  de  2. , qu’on 
ne  peut  trouver  exa6lcment,mais  dont  on  peut  approcher 

à l’infini  par  la  formule  <*-+-  — 

Dans  ce  cas  j’ai  a = 1 , première  racine  approchée 
de  1 = 4-4-  b.  Donc  b = 1. 


Subftituant  la  valeur  de  4 & b dahs  la  formule  a -4-  — , 

1 « 

j’ai  1 -4-  { Pour  féconde  racine  approchée,  ou;. 

Enfuitc  je  fubftituë  les  valeurs  de  4-4-  — = 1-4-7  dans 

1 4 


la  fécondé  formule  a -4-  bb  ce  qui  donne 

’ H-  4 »b 

! 1 -H  rr  ou  fr 


1 -4- 


4x1x1  •+■ r 


I -4- 


4 •+■  I 


8x1  * H 8 ^ 4 

8X1  4x1  XI 

c’eft  la  troifiéme  racine  approchée,  on  en  trouvera  d’au- 
tres à l'infini  par  la  même  Méthode. 

Autrement.  Ayant  trouvé  la  fécondé  racine  a'-+~  — 


— — j a ; — i — ? c , je  quarre  c = 7 fon  quarré  cft  f 
que  j’ôte  d e/  + i = z quarré  imparfait  propofé  , ôtant 
le  plus  petit  nombre  du  plus  grand  , je  fuppofe  le  relie 
-f-  d ; c’eft-à-dirc  , je  prends  pour  fécondé  racine  ap- 
prochée r — qui  donne  1 = ; qui  ôcé  de  \ le  relie 

1C  i - • r 

, 2 . d.  Or  c — donne  | -i  , qui  étant  ré- 
duit à fa  plus  {impie  exprelïion  , donne  H = 1 “H  A » 
&c.  à l’infini , & ainfi  des  autres. 

Second  Exemple.  Soit  propofé  le  quarré  imparfait  zoo, 
dont  on  demande  la  racine  approchée,  pour  trouver  par 
exemple  la  corde  du  quart  de  cercle  dont  le  raion  ell 
10,  ou  ce  qui  cft  la  meme  chofc  pour  trouver  la  gran- 
deur de  la  diagonale,  dont  le  quarré  zoo  eft  double  du 
quarré  100,  dont  le  côté  10  eft  donné. 


381  Analyse  generale. 

J’ai  donc  **  =/«*  -+-  b = xoo. 
or  a = 14,  14  x 14  ==  1 96  =4», 

6c  zoo  1 96  = 4 , donc  Æ = 4. 

1°.  Subftituant  14  à la  place  de  a , &C  4 à la  place  de 

b dans  la  première  formule  a -h  — , j’ai  pour  fécondé 

racine  approchée  14-4-^j  quife  réduit  à 14  + ÿ,  divi- 
fant  les  termes  de  la  fraftion  par  fon  commun  divifeur  4. 
2,0.  En  me  fervant  de  la  féconde  formule  d’approxi- 

. ...  -rr 

matton  a -+■  ^ ^ ^~b , j ai  une  troilieme  racine  encore 
plus  approchée  14  -h  4 x l9lî  x 

‘ rr  T «Xi744-h4XJ< 


14 


• r 6 


14-+-  li— — = 14-hill 

^ 11176  I}84 


11751  114  . _ 

en  divifant  les  deux  termes  de  la  fraftion  par  leur  com- 
mun divifeur. 


Il  n’eft  pas  néceffairc  de  pouffer  plus  loin  l’approxi- 
mation , il  fuflfit  de  quarrer  cette  racine  pour  la  compa- 
rer avec  le  quarre  donné  2,00,  comme  il  fuit.  i°.  En 
nombres.  t°.  En  lettres  de  la  formule. 

i°.  Pour  quarrer  l’approximation  trouvée  en  nombres, 
je  réduis  d’abord  l’entier  14  en  fraftion  en  le  multipliant 
par  le  dénominateur  , & j’ajoute  le  produit  au  numéra- 
teur 197. 

1 9404  14 

+ 197  x 1 3 8 6 


19601  J î 44 

I } 8 6 

J’ai  donc  à élever  au  quarré  19404 

la  fraftion 


19601 
x 19601 


1386 
x 1 3 8 6 
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19601 
I I 7 6 o 6 . . 
176409.... 
19601  
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8316 
1 1 o 8 8 

4M*- 
1 386... 


384199101 
Jjhtarré  du  numérateur. 

Divifeur.  \ Dividende. 
1910996 / 384199101 


1 9 1 o 9 9 6. 

£htarré  du  dénominateur. 
Quotient. 


1 o : 0-4- 


lf.  10.  9ft 


1.0  ...  38419910.  Premier  produit. 

000000:1.  Reftc. 


10:0  . . 


D'où  il  fuit  que  la  racine  trouvée  par  la  fécondé  ap- 

• I97  9 

proximation  14  7^7  cft  fuffifantc  , &c  qu’il  n’eft  pas 

néccffaire  de  pouffer  plus  loin  l’opération  pour  en  appro- 
cher, puifquefon  quarré  ne  furpaffe  le  quarré  imparfait 

propofé  que  de  ,yl.  0^,  "~é~  qui  eft  une  grandeur  plus  pe- 
tite qu’aucune  grandeur  fcnfible. 

a0.  Je  forme  auffi  le  quarré  de  la  formule  pour  le  com- 
parer avec  le  quarré  propofé  pour  avoir  l’approximation 
exprimée  en  général  par  des  lettres. 

4 »*  4 — f-  44 


d "T“  g -4-  4 » b 
4 ««  b —f»  bb 
* d -+~  i -f  4-4 

8 m1  4-+  1 • b1 


16  4»  -4-8  4>-4-44 


Quarre  a1  -f  * 4 „ h ~r~  <4  <n  b + u 4> 

4 4‘ -H  *l  4* -4-4* 


OU  a1  -+-  b H h 

X 4 


64  *6— f-  64  *4  £ — \*l6axbx 


8 A * -4-  4 a b 

X 8^  — f-  4 a b 


or  4 

X 4 £ -4- 


tf 
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644*4-^44^+  16  a1  b'\  16  4+  fr  •+*  8 a1  b'  -4-  b*. 

Ce  qui  donne  pour  le  quarré  de  la  troifiéme  formule. 

t 16  a*  b1  -f-  8 a1  b1  — f-  1+ 
a ' t " 8 «'-f- 4 *b  ^ «4«<-4-«4*4t-4-16*ltl 

r 1 , 1 b1  -f-  I t1  -{-b* 

ou  a-  -+-  b -h-  ^3-  40t  _|.u  *»_4.14«- 

PROBLEME  V. 


Trouver  les  formules  d’approximation  pour  les  racines  des 
troifiémes  puijjances  imparfaites. 

C’eft  dans  le  cube  imparfait , ou  la  troifiéme  puiflance 
imparfaite  , que  ma  nouvelle  Méthode  commence  à fe 
développer  dans  toute  fon  étendue, elle  s’applique  enfuite 
de  la  même  forte  à toutes  les  pui  (Tances  fupérieures  ; au- 
licu  que  dans  le  quarré  qui  eft  la  fécondé  puillance , l’é- 
galité de  la  fécondé  fournie  alternative  donne  direâe- 
ment  une  valeur  de  x rationelle,  de  forte  qu’il  eft  inu- 
tile dans  ce  cas  de  comparer  les  deux  égalitezpour  en 
tirer  une  troifiéme  qui  feroit  en  meme  tems  &c  moins 
(impie  & moins  approchée. 

Mais  dans  le  cube  imparfait,  l’égalité  de  la  fécondé 
fomme  alternative  donne  une  valeur  & très-approchée, 
& très-utile  pour  certaines  conftru&ions  géométriques, 
comme  nous  le  verrons  dans  la  fuite  , mais  qui  n’eftpas 
commode  pour  le  calcul  Arithmétique ,,  c’eft  pourquoi 
il  faut  fuivant  l’article  fécond  de  la  régie  générale  de 
ma  Méthode , comparer  les  égalitez  des  deux  fommes  al- 
ternatives pour  en  tirer  une  troifiéme  égalité  du  premier 
degré,  ou  Amplement  d’un  degré  commode  , c’eft  pour 
cette  raifon  que  dans  l’cftai  de  ma  Méthode  , &:  dans 
l’abrégé  que  j’ai  publié  en  1661  , je  n’ai  point  donné 
d’exemples  pour  la  fécondé  puiflance  , mais  feulement 
pour  la  troifiéme , parce  que  c’eft  dans  la  troifiéme  puif- 
fance  où  cette  Méthode  s’applique  dans  toute  fon  étendue. 
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Soit  en  général  , une  ttoifiémc  puiflance  imparfaite 

quelconque  z,5  = a'  b.  donc  z.  =K  a ’ b. 

Régie  générale. 

Pour  trouver  les  formules  d’approximation  , foit  la 
puilTance  imparfaite  z,5  = 43  -4-  b.  dont  a eft  la  ra- 
cine approchée  en  nombres  entiers,  donc  2,  eft  entre  « 

& 4 -4-  1 ou  entre  a & 4 1 . 

i°.  Je  fuppofez.  =x  -4-  î 4. 

Je  fubftituë  cette  valeur  de  z dans  l’égalité  propofée,  ce 
qui  fc  fait  en  l’élevant  d'abord  à la  troifiéme  puiflance, 
comme  il  fuit. 


- *.==  x -f-  { a 
x z,  = x —H  j 4 


z,1  = x1  -f-  J 4 x -J-  i a a 
ou  z.1  =3  x 1 — f-  4 .v  -4-  544 
x z.  ==  x -4-  7 4 

Z.3  : — ■ X 3 — H ^ 4 AT1  -f-  " 41  X “H  j 43 
+ i4Xl+|4îAT 

2,’  = x’  -4-  i 4 x1  4-  £ 4l  x -H  J a\ 


La  fubftitution  donne  l’égalité  transformée  qui  fuit 
x’-f-i  4 X1  -H  I 41  X -Ht  4’  ==  43  -H  é. 

l 4 » 


2e.  Je  fépare  le  premier  membre  de  cette  égalité  en 
deux  fommes  alternatives,  que  j’égale  à la  moitié  du  fé- 
cond membre. 


lrc.  fomme  alternative  compofée  du  tcr.  3e.  termes. 

« v | 2.  - 4,5  ~+“"  ^ 

x3  -4-  -r  a1  x = 

4 1 • 

2dc.  fomme  alternative  compofée  du  îA  ôc  4e  termes 

*!-4 -b 


a x 


I 4’ 

g a . 


Analyfe. 


tt 
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3°.  Pour  tirer  une  valeur  rationelle  de  x , je  compare 
ces  deux  égalitcz  félon  la  Méthode  des  Problèmes  plus 

que  déterminez, comme  il  fuit. 

D’abord  j’ôte  les  fra&ions , ce  qui  donne 

4 .v'  -+■  3 a1  x = 2,  a 5 ■+•  2 b. 

ou  tranfpofant 

4 .Y’  = 2 43  -+~  2 b J 41  Jf 


x 3 a 

1 2 4 x»  = 6<I++6(I  b'" 9 4;  x. 

Et  x1  -+-  i a'  = — — 


ou  12  4 x1 
x x 


6 4' 


- 6 £■ 
X 4 


I 4’ 

x 9 x 


I 2 4 x'  = 6 4+  -+-  6 4 — 9 4!  X. 

Je  fais  dans  ces  deux  égalirez  le  premier  terme  égal  , 
8c  dans  les  autres  termes  j’obferve  l’homogénïté,  comme 
b eft  du  troifiéme  degré  , je  lui  fuppofe  un  expofant  en 
chifres  romains  £"',ainfi  tous  les  termes  feront  de  quatre 
dimenfions. 

A cet  effet  je  multiplie  dans  la  première  égalité  tous 
les  termes  par  3 a qui  cft  l’excès  de  12  a x~  fur  4X!j  dans 
la  féconde  égalité  je  multiplie  le  premier  terme  par  xqui 
eft  l’excès  de  x>  fur  x1 , je  multiplie  le  fécond  8c  le  troi- 
fiéme terme  x 4 , & le  dernier  terme  par  9 x , par  ce 
moyen  )’ai  deux  égalitcz  entièrement  égales  &c  femblablcs 
ou  plutôt  la  même  égalité  répétée. 

Voilà  la  première  manière  de  comparer  les  égalitcz 
tirée  des  deux  fommes  alternatives  , qui  me  donne  la 

première  égalité  réduite  12  4x'=  6 4+-t-é  a b 9 4'x 

qui  donne  une  valeur  de  x trop  petite  ; puifquc  félon  mon 
T héorcme  je  de vrois  égaler  la  première  fomme  x5-+-  i a1  x , 

à une  fomme  plus  grande  que  * , mais  je  fçai  aufli 

que  l’erreur  cft  moindre  que  l’unitc,  car  par  le  premier 
corollaire  fijegalc  la  première  fomme  alternative  x5  *4-| 
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a1  x , avec 


Mt-+b 


387 


+-  f , j’aurai  une  valeur  de  x un  peu  trop 


grande  , mais  fi  je  l’cgalc  avec  ■'*  - , j’aurai  une  valeur 

de  x un  peu  trop  petite  , mais  toujours  d’une  fraélion 
moindre  que  l’unité. 

4'.  Ainfi  je  compare  la  première  fomme  alternative 
avec  la  moitié  du  fécond  membre  augmenté  de  f , c’eft 

x]  +[/  x =*  * 4- î 


je  le  multiplie  x 1 1 a pour  ôter  les  fractions  , j’ai  12. 
a x'  -H  9 x ==  6 4+  -h  6 a b'"  -4-  6 a , & tranfpofant 
j’ai  1 1 a x'  = 6 a*  -+-  6 a b’"  -h  6 a 9 a'  x , c’eft  la  fé- 


conde égalité  réduite,  où  x cil  trop  grand. 

y\  Dans  les  égalitez  précédentes  art.  3.  négligeant 
— — 3 a)  x comme  une  fraélion  infiniment  petite, 
j’ai  6 a.'  4-  6 b 6 1 a\  Second  membre  de  la  fé- 

conde égalité. 

= y a 5 -4-  6 b 6 dont  j’ôte  le  fécond  membre  de 

1 a'  -+-  1 b z la  prcmié.e  égalité. 


le  relie  3 a>  -4-  4 b 4 

x x 


donne  3 a)  x — f-  4 b x — — 4*. 

c’eft-à-dire  de  y 4’  -4-6  b,  fécond  membre  de  la  ze.  égalité, 
ôtant  + fécond  membre  de  la  1 c.  égalité. 

relie  3 a>  -4-  4 b 
qui  multiplié  x x 

donne  3 x -4-  4 b x pour  la  troifiéme  égalité  rc-  " 
duite , où  x cil  trop  grand. 

6 \ Pour  avoir  la  quatrième  égalité  réduite,  3 4?  x-4-4  b x 

4 x , il  fuffit  d’ôter  un  demi  de  la  troifiéme  égalité, 

ce  qui  fe  fait  en  ajoutant 4 x , ce  qui  donne  la  qua- 

trième égalité  réduite. 

3 a>  x -4-  4 b x 4 x , où  x cil  trop  petit. 

ttij 
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7°.  Voici  les  quatre  égalitez  réduites. 
lre.  1 1 a x'  = 6 44  -+-  6 a b — 9 a'  x,  où  x eft  trop  petit. 
ide.  1 2,  a x 5 = 6 a*  •+■  6 a b -f-  6 a — 94’  x , où  x eft  trop 
grand. 

3 e.  1 1 4 x-  =3  3 4’  x -4-  4 £ x , où  x eft  trop  grand. 

e.  ii4  x'=  3 4;x  H-  4 jr,  où  x eft  trop  petit. 

8°.  Enfin  pour  avoir  les  formules  d’approximation 
je  compare  la  première  & la  fécondé  égalité  en  négli- 
geant le  premier  membre  qui  eft  par  tout  égal. 

J’ai  6 a'  -f-  6 a b 9 4’ x - — 3 4:x  -+-  4 b x , 

donc  6 44  — f-  6 a b = 11  4'  x — |—  4 b x , & dégageant 

l’inconnue  x , j’ai  x 


— f”  £ il  ( 


* 


•%*  b 


donc , 


•f- 


IX 

1 ah 


6 4^  -f-  1 


«*>  carn4>  ïa,6c  1 bxia 


v m — | - a v ' - 

= 1 ab,OT$ab — 1 ab—zab  numérateur  de  b fra&ion,  qui 
réduite  à moindres  termes  donne  x = 14  H-  —*b  

• \*  . f 1 J — f- b 

Voilà  la  première  formule  trouvée. 

De  même  comparant  la  féconde  & la  quatrième  éga- 
lité réduites , j’ai 

6 44  -H  6a  b -+-  6 4 9 a}  x =3  4*  .v  -f-  4 b x 4 a* 

ce  qui  donne  par  tranfpofition 

6 4+  -t-  6 a b -b-  6 a = x 2 4’  x -t-  4 b x 4 x , 

& dégageant  x,  j’ai 

„ t *4  -4-  6 a b -b  6 a _ -4*  t 4 4 -+  ? 4 


< «•’  — 1 b — i 


OU  Xi 


{a 


'»*’+ 4*-1 

■ . 1 ai-b  i a l 

~+~ 

car  z b x j 4 3=  i 4 b , 3 4 b 1 a b = 1 4 b,  de  même 

z xi  a ==  1 4 , or  1 4 , ôté  de  3 4 , refte  -+-  1 4 qui  font 
les  deux  termes  du  numérateur. 

Donc  la  fécondé  formule  d’approximation  pour  les  ra- 
cines des  troifiémes  puiflances  imparfaites  eft-  x =*  \a 

_ ^ x a b — f*  t a 

r* 
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Remarque.  La  première  formule  eft  la  plus  (impie  &: 
fuffic  feule  dans  la  pratique,  elle  donne  toujours  une  va- 
leur de  x trop  petite  , mais  elle  en  approche  indéfini- 
ment , ce  qui  vient  de  ce  que  le  dénominateur  cfl  trop 
grand,  6c  le  numérateur  trop  petit. 

Mais  fi  on  compare  la  première  formule  avec  la  fé- 
conde , on  trouve  que  la  différence  des  deux  valeurs 


dex,  eft 


6 44  — f-  ? 4 b 

9 a6  — 6 a i b — b b — — J **  — b* 


donc  l’erreur  dans  la  racine  eft  d’environ  ^ a a au  plus, 
& cette  détermination  eft  plus  exaébe  que  celle  qui  Ce 
tire  à pofleriori  , en  élevant  au  cube  la  racine  trouvée  i 
cette  Méthode  eft  générale  , il  eft  facile  de  l’appliquer  de 
meme  à toutes  les  autres  formules  d’une  égalité  quel- 
conque pure  ou  affettéc. 


PROBLEME  VI. 


Vfage  de  la  première  formule  d’approximation  pour  les 
puijjances  imparfaites  du  troijiéme  degré. 


x* 


î*’ 


Les  régies  précédentes  s’éclairciront  par  les  exemples 
en  nombres  qui  fuivent. 

Soit  z.’  = 100  ==  64  — i—  36  = a.'’  — b.  Donc 


4 = 4 , 6c  b = 3 6. 

Première  racine  approchée  , refte  36. 

Donc  z • V joo  ===  V" 64-+-  3 6 r 

Donc  2,  = x 7 a , or  a = 4.  Donc  z.  = x -f-  x. 

Dans  la  formule  x = 7 a -4-  IJt>  j 4 fubftituant  les  va- 

. 4 x }fi 

leurs  de  a &:  de  b , j’ai  .v  = a -+• 


Donc  x = z -H  1 ■+■  riî  = 1 -+~  *ff' 

Donc  z = 4 H-  77  = 77  ; c’eft  la  féconde  racine  ap- 

tt  iij 
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prochée;  je  cube  ccs  deux  nombres,  & j’ai  99  -f-  iü.' 
cjui  diffère  de  100  de  moins  d une  unité;  cette  différence 
cft  £77?  environ  de  deux  tiers. 

i Pour  avoir  l,ne  troifiéme  racine  encore  plus  approchée, 
je  fuppofe  la  féconde  racine  trouvée  4 -+-  lî  __  a } & j ^ 
différence  trouvée  *■—  = b ; enfuitc  fubfticuant  ccs  va- 
leurs dans  la  meme  formule  a -+-  ~î~j  la  fubftitution 
donne  • * + i 


477' 


A IL  v 4418 

4 TT  * 777*9 


3X4rr 


ou  !f  — f 


44  i t 

61  f ? 


v H 8 

* ïT 


441  % 

66  1 9* 


Pour  continuer  apres  avoir  trouvé  la  troifiéme  racine 
approchée,  je  la  fuppofe  = a,&  fa  différence  égale  à b 
&c  fubfticuant  leurs  valeurs  dans  la  même  formule 


a -“h  .j’approcherai  toujours  à l'infini  de  la  racine 

cherohee. 


PROBLEME  VII. 


Vf  âge  de  la fécondé  formule  pour  les  puijfances  imparfaites 
du  troifiéme  degré. 

Z*  = a) b. 

Une  puiffancc  imparfaite  du  troifiéme  degré  peut  être 
comparée  ou  avec  une  troificme  puiffancc  parfaite  plus 
petite  comme  100  = 64 — h 36 , & dans  ce  cas  je  me  fers 

de  la  formule  z = a , ou  avec  une.troifiéme 

puiffancc  plus  grande  comme  roo  * iij ; &r 

dans  ce  cas  je  me  fers  de  la  formule  z.  = a -, 

■ fp 

femblable,  mais  dont  les  fignes  font  contraires. 

Nous  avons  donné  un  exemple  du  premier  cas  , en 
voici  un  dans  le  fécond  cas. 

Soit  z’  = a> b } ou  z5  ==  100=  I ij ay. 
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Donc  z,  = a ? ti b , fort a y.  Donc,  b = ly  , 

fubftituant  ccs  valeurs  dans  la  formule,  j'ai 


J IL . _i_ 

» > - / ) 1 4 TT 4 TT 

qui  approche  de  iooàmoins 


Il  1 

X 44 


y ( 

1 JXI2  S XJ\ 

dont  le  cub-  ell  ioo 
d’une  unité  près. 

Pour  avoir  une  autre  racine  encore  plus  approchée , je 
fuppofe  la  racine  trouvée  4 = a , & la  différence 

TT4===£,  Ie  fubftituë  ccs  valeurs  dans  la  formule  ~ = 4 

J4i i > fubftitution  me  donnera  une  racine  plus 

approchée  , & continuant  de  même  011  en  approchera 
toujours  de  plus  en  plus  à l'infini. 


Examen  de  l'avantage  des  deux  formules  d’approximation 
du  troijicme  degre  , ou  de  la formule  général^  d'approxi- 
mation du  troijiéme  degré. 

ab 

~ * ± jinp  • • . 

Pour  comparer  l’avantage  des  deux  cas  de  la  formule  , 
donc  le  icr.  a le  figne  — +,&  le  fécond  le  ligne—1— , je  con- 
fédéré le  rapport  le  plus  fimple  que  j’ai  trouvé  pour  la  ra- 
cine cubique  de  1 00  , la  formule  a — + m’a  donné 

if  & la  formule  a jai  m’a  donné ff  je  réduis  ces 

deux  rapports  en  nombres  de  la  dixrne , ajoutant  des  zéros 
au  dividende  & par  la  divifion  je  trouve , comme  il  fuie 


6j.  »y.8  — 
I.  OO.  OO.  O 


& ü 

14 


64. 18.  f -4- 
*'  1.00.  00.  o. 


; » 
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Divifeur.  Ç Dividende.  Ç Quotient. 

1 9 \ 88:0000  (_  4:  éj.iy.8 

4 • • 76 

il  : o 
6 . . Il  4 

— 6:  o 

3 • • • 3 7 

3 :° 

1 ....  I 9 

I I : o 

3  9 5 

I y : o 

8 — . ...  1 y z 

Divifeur.  f Dividende.  Ç Quotient. 

14.  X 6y:oooo  \ 4:64.  z8.  y— + 

4 • • Sg 

5:0 

( ■ ■ 8 4 

6 : o 

4 . . . y 6 

4:0  ' 

x . • . , x $ 

1 x :o 

8 . . . . 1 1 x 

8:0 

y "4 . . . . . 7 °* 

— + 1 o. 

PROBLEME  VIII. 

Trouver  les  limites  dans  chaque  formule  d approximation 
du  troifiéme  degré. 

Première  Méthode.  Puifqu’cn  général  deux  cubes  qui 

fe 
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fc  fuivcnt  immédiatement  font  a & a'  — I-  341  — 3,1 
— h 1 , &c  que  tout  cube  impat  fait  s’exprime  en  général 
par  z.5  = 4'  + b.  Il  fuit  de  là  que  b eft  l’excès  ou  la  dif- 
férence du  cube  45  &:  du  cube  imparfait  z,*  = 4'  b. 
Donc  les  valeurs  de  b dans  4*-+  b croiflcnt.  Exemple. 
Depuis  le  cube  27  au  cube  6 4,  les  valeurs  de  b croiflcnt 
depuis  1 , jufqucs  à 344— H 34  inclufivcmcnt  , car 
344  — f 3 4 — h 1 donne  prccifémcnt  le  cube  fuivant 

au-deflus  ; au  contraire  dans  4' b , les  valeurs  dc£ 

décroiftent  jufqu’à  344 3 a inclufivcmcnt , du  cube 

6 4 dont  la  racine  eft  4 , au  cube  27  dont  la  racine  eft  3 , 
j’ai  4 = 4,  44  = 1 6.  Donc  344  = 3x16  = 48  , or 
48 34  ==  48 1 2 = 36 , or  64 3 6 = 28 


= 27  -4-  1. 

En  général , la  véritable  valeur  de  z dans  z’  =====  4*  — Yb 
eft  entre  [ 4 — *•  V iua  — t-  { 4 — 


; ainfi  élevant  à la  troifiémc  puiflancc  chacune 


des  racines  trouvées , on  trouve  l’erreur  en  les  comparant 
avec  la  troifiéme  puiflancc  propoféc,  ccqui  donne  les  li- 
mites par  excès  ou  par  défaut. 


Seconde  Méthode , pour  avoir  les  formules  d' approximation 
des  troifiémes puijfances  imparfaites. 

Soit  le  cube  imparfait  z>  =*=  4>  7^  b.  dont  la  première 
ft  4 , pour  avoir  la  fécondé  racine 
la  racine  trouvée  a , j’ôte  fon  cube  4 ? 
iropofé  a>  b , ic  je  fuppofe  le  refte 

Enfuite  je  prends  la  formule  c t+1  & fubftituant 

des  nombres  à la  place  des  lettres , j’ai  la  féconde  racine 
cubique  approchée. 

Continuant  de  même  l’opération  , j’approcherai  tou- 
jours de  plus  en  plus  de  la  racine  defirée. 

Analjtfe.  u u 


racine  ar 


approchée  c 
approchée,  je  cube 
du  cube  imparfait  j 
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Enfuite  élevant  à latroifiéme  puiftance la  racine  trou- 
vée par  approximation , &c  comparant  cette  troiiicmc  puif- 
fancc  avec  la  propoféc  , on  connoîtra  l’erreur  par  excès 
ou  par  défaut. 


SECTION  DEUXIEME. 

Méthode  nouvelle  & abrégée  pour  f extra  clion  des 
Racines  des  puijfances  imparfaites  de  tous 
les  dégreva  l'infini. 

Définitions.  i°.  Une  puiftance  parfaite  eft  celle  qui 
contient  le  produit  d'un  nombre  par  lui-même  au- 
tant de  fois  moins  une , que  l’cxpofant  de  fon  degré  con- 
tient d’unitez,  ainfi  4 eft  la  féconde  puiffance  de  1 multi- 
pliée une  fois  ; c’cft  à-dire  deux  fois  moins  une  par  lui-mê- 
me , parce  que  2 eft  l’expofant  de  la  féconde  puiftance. 

De  même  comme  l’cxpofatit  de  la  troifièmc  puiftance 
eft  3 , 8 eft  la  troifiéme  puiftance  de  2 , c’cft  le  produit 

de  2 multiplié  deux  fois  par  lui-même  ou  3 1 fois,  &c. 

20.  Je  nomme  une  puiftance  numérique  complette  -,  par 
exemple  du  fécond  degré,  celle  qui  eft  exprimée  par  un 
nombre  de  chifres  égal  à i’expofant  2 du  fécond  degré, 
ou  à quelqu’une  des  puiftances  de  cet  expofant  2 , tels 
irc.  2dc.  3 e.  4e.  jv.  6e.  puiftance. 
que  font  2,  4,  S,  16,  32,  64,  &:c. 

Ainfi  49.  quarré  rationel  Sc  j 1 irrationcl , font  des  puif- 
fànccs  complettcs  exprimées  par  deux  chifres,  1 3 69quarré 
rationnel;  &c  13.  04.  quarré  irrationcl  font  des  puiftances 
complettcs  exprimées  par  quatre  chifres  , de  même  61. 
66.  96.  09.  quarré  irrationcl , eft  une  fécondé  puiftance 
complettc  exprimée  par  huit  chifres. 

Pareillement  dans  la  troiiicmc  puiftance  dont  l’cxpo- 
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Tant  cft  3 , je  nomme  croificme  puiftance  complctte  celle 
qui  cft  exprimée  ou  par  trois  chifres  ou  par  un  nombre 
de  chifres  qui  cft  une  puiffancc  de  3 , comme 
irc.  z'k.  3 e.  4e.  puiffancc. 

).  9.  27.  81.  • 

Ainfi  343  eft  une  puiftance  parfaite  ou  rationellemais 
complet  te  , exprimée  par  trois  chifres , &c  4 j 3 eft  un  troi- 
fiéme  puiftance  imparfaite  ou  irrationellc  , mais  com- 
plctte exprimée  par  trois  chifres. 

De  meme  iji.  893.  679.  eft  une troifiéme  puiftance 
complctcc,  parce  qu’elle  cft  exprimée  par  neuf  chifres, 
&C  que  9 eft  une  puiftance  de. 3.  &c  ainfi  des  autres. 

30.  Je  nomme  puiftance  incomplette  celle  qui  cft  ex- 
primée par  un  nombre  de  chifres  qui  n’cft  pas  égal  à 
quelque  puiftance  de  l’cxpofant  de  fon  degré.  Ainfi  834 
eft  un  quarté  incomplet  , parce  qu’il  cft  exprimé  par  trois 
chifres,  or  3 n’cft  pas  une  puiftance  de  fon  expofant  z. 
De  meme  343  3 z cft  une  féconde  puiftance  incomplettc, 
car  elle  eft  exprimée  par  cinq  chifres , &C  3 n’cft  pas  une 
puiftance  de  l’expofant  z. 

Première  formation  des  Tranches  de  chifres. 


40.  Je  coupe  les  puiftanccs  completrcs  par  des  tranches 
de  chifres  preportionelles  de  gauche  à droite  , au  lieu  que 
dans  la  Méthode  ordinaire  on  coupe  les  tranches  des 
chifres  en  commençant  de  droite  à gauche  ; or  ces 
tranches  proporcionelles  contiennent  un  nombre  de  chi- 
fres qui  font  dans  la  proportion  géométrique  de  l’expo- 
fant  du  degré  de  la  puiftance 

Dans  le  fécond  degré  où^=  z. 

La  première  tranche  qui  cft  la  plus  à gauche  aura  deux 
chifres  , car  p = z. 

La  féconde  tranche  aura  encore  deux  chifres , fuivant 
la  formule  pp p = 4 z s=  z. 

#«  ij 


Z : — - Z. 


jj )6  Analyse  generale, 

La  troifiéme  tranche  aura  quatre  chifrcs  , fuivant  la 
formule  f ■ pl  = 8 4 = 4. 

La  quatrième  tranche  aura  huit  chifrcs  , fuivant  la 
formule/»4 /»5  = 16 8=8. 

La  cinquième  tranche  aura  feizc  chifres  , fuivant  la 
formule />s /»4  = 31- — 16  = 16. 

La  fixicme  tranche  aura  trente-deux  chifrcs , fuivant 
la  formule/»4 /»’ = 6 4 31  = 31- 

La  fepciétnc  tranche  aura  foixantc-quatre  chifres  , 

fuivant  la  formule/»  /»‘  = 12-S 64  ==  6 4,  & 

ainfi  de  fuite  à l’infini. 

Ainfi  fi  j’avois  un  nombre  compofé  de  foixantc-quatre 
chifrcs  , au  lieu  de  le  couper  en  31  tranches  de  deux 
chifrcs  chacune  de  droite  à gauche  comme  dans  la  Mé- 
thode ordinaire  , au  contraire  je  le  couperois  en  com- 
mençant de  gauche  à droite  en  fix  tranches  feulement,  # 
fuivant  la  progreflion  fuivante  qui  exprime  le  nombre  des 
chifres 

tranche. 

I=<>4  chifres. 

Exemple.  Soit  propofé  de  trouver  la  racine  quarréc 
du  nombre  qui  luit,  je  le  coupe  par  cinq  tranches. 


lre.  tranche 

2dc. 

3e. 

4e. 

ÎC- 

6e. 

2. 

2. 

?• 

4- 

y- 

6 • 

nombre  6j:  83  : 7173  : 9000  8151  : 307J.  9498.  9304. 
tranches  irc.  2dc.  3e.  4e.  j°.  tranche 

chifres  2.  2.  .4.  8 ....  . 16  chifres. 

Enfin  la  dernière  tranche  dans  les  puilTanccs  com- 
plétées aura  le  nombre  de  chifrcs  déterminé  par  cette 

formule/»'1 pq  1 dans  laquelle  formule  je  fuppofe  , 

que  z»4  exprime  la  fomme  du  nombre  des  chifres  propo- 
fé, c’eft-à-dire  que  le  nombre  ej  eft  une  puiflance  quel- 
conque de  l’cxpofant/»  de  la  puiflance  propoféc. 

En  général  dans  les  puiflances  complctrcs,  j’obfervc 
dans  la  divifion  des  tranches  la  proportion  géomc- 


Digitized  by 


Livre  second.  397 

trique , ainti  dans  le  cube  , la  première  tranche  a trois 
chifres , la  fécondé  Gx  chifres , la  troifiémc  tranche  a dix- 
huit  chifrcs  ; ainfi  la  première  contient  trois  chifres  , les 
deux  premières  neuf  chifres  , les  trois  premières  vingt- 
fept  chifrcs  ; ce  qui  fait  cette  progreflion  géométrique, 
3.  9.  27.ee  qu’il  faut  obferver. 

Dans  le  troificme  degré  ou  larroifiémepuiftancedont 
l’cxpofant  cft  3 = /,  je  prends  les  puiflanccs  de  3 que 
je  (ubftituë  dans  la  formule  en  la  place  des  puilTanccs 
de  p. 

AinG  la  première  tranche  à gauche  aura  trois  chifrcs 
puifque/»  = 3. 

La  féconde  tranche  aura  Gx  chifrcs,  fuivant  la  for- 
mule p- p = 9 3 = 6. 

La  troifiémc  tranche  aura  dix-huit  chifres  , fuivanc  la 
formule  />' p 1 = 27 9 = 18. 

La  quatrième  tranche  aura  cinquante-quatre  chifres, 
fuivant  la  formule  p+ p 5 =’8 1 27  = 34,  Sec. 

Exemple.  Dans  le  cube  fuivant  j’ai  les  tranches  comme 
il  fuit. 

cube  71 1.  806.  343.  800.  374.  9 43.  812.  914.  303. 

tranches  ire.  . . 2JC 3e.  tranche. 

nombre  des 

chifres.  3 6 18.  chifres. 

Pareillement  dans  la  quatrième  puiflance,  dont  l’ex- 
pofant  cft  4 = p. 
irc.  tranche  p =4  chifrcs. 

2'<e.  tranche^»1 p=  \ 6 4=  12  chifrcs. 

3e.  tranche  p > ^=64 16  = 48  chifrcs,  Sec. 

De  même  dans  la  cinquième  puiflance  dont  l’expo>- 
fant  eft  3 — p , on  fubftituë  cette  valeur  & fes  puif- 
fanccs  dans  la  formule  , ce  qui  donne  pour  le  nombre 
des  chifres  de  chaque  tranche  ; fçavoir , 

La  première  tranche  p = j chifrcs. 

u n iîj 
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La  féconde  tranche/»’ / = iy y = 10  chifrcs. 

La troificmc  tranche  p' pl  = i iy M = 100 

chifrcs. 

Total  ny  chifrcs  partagez  feulement  en  trois  tranches, 
au  lieu  de  zy  tranches  de  y chifrcs  chacune  dans  la  Mé- 
thode ordinaire. 

Remarque.  La  dernière  tranche  qui  eft  vers  la  droite 
contient  beaucoup  plus  de  chifres  que  celles  qui  font 
vers  la  gauche,  &c  il  eft  indéfiniment  plus  difficile  d’en 
trouver  la  racine  que  des  tranches  précédentes  à gauche 
par  la  Méthode  ordinaire  , mais  dans  cclle-ci.il  eft  plus 
facile  d’en  trouver  la  racine,  & on  peut  même  négliger 
cette  dernière  tranche  toute  entière  , Se  c’cft  un  vrai 
paradoxe,  car  elle  eft  moindre  que  l’unité. 

Divfton  des  tranches  de  chifres  pour  les  puijfances 
imparfaites  incomplcttcs. 

» 

y°.  Dans  les  puiftanccs  incomplcttcs , qui  font  celles 
qui  font  exprimées  par  un  nombre  de  chifres  qui  n’cft 
point  une  puiftance  de  l’expofant  du  meme  degré,  lorf-  % 
que  le  nombre  des  chifres  furpafte  une  puiftance  de  l’cx- 
pofant  du  même  degré  , comme  une  fécondé  puiftance 
3S4  , qui  eft  exprimé  par  trois  chifrcs  , or  3 furpafte 
l’cxpofant  z de  la  féconde  puiftance  ; alors  la  première 
tranche  contient  ou  autant  de  chifrcs  que  cet  expofanc 
z contient  d’unitez,  ou  bien  la  première  tranche  con- 
tient autant  de  chifres  qu'il  en  refte  après  avoir  di vife  le 
nombre  des  chifrcs  de  la  puiftance  propofée'par  l’expo- 
fant  même  de  cette  puiftance. 

Les  tranches  fuivantes  contiennent  autant  de  chifres 
que  dans  les  puiftanccs  complcttcs  ci-deflus,  excepté  la 
dernière  tranche  qui  en  contient  moins. 

Par  exemple  , le  quarré  yz.  38  y 3.  46.  86.  14.  yÿ. 
eft  une  féconde  puiftance  incomplette,  puifqu’ellc  eft  ex- 
primée par  14  chifrcs  , Se  que  14  n’eft  pas  une  puif- 


Digitized  by  Google 


Livre  second.  399 

fancc  de  l’expofant  i=p  , qui  eft  celui  de  la  féconde 
puiflance. 

Sa  première  tranche  proporrionellc  cft  32,  de  deux 
chifrcs  &:  les  autres  comme  dans  l'opération  fuivante. 

Quarré  incomplet  32.  38.  3346.  861439. 

tranches  . . . irc.  . 2‘)e.  3e.  . . 4e.  tranche, 

chifrcs 1 . . i.  4 . . 6 chifres. 

Au  lieu  que  dans  les  puiflanccs  complettcs  la  qua- 
trième tranche  contient  huit  chifrcs. 

De  même  dans  le  quarré  fuivant  exprimé  par  13 
chifrcs. 

Quarré  incomplet  2.  38.  334 6.  861439. 

tranches  . . . irc.  z<*c.  3e.  4e.  tranche, 

chifres  . . . 1.  . 2.  . 4 ...  6 chifrcs. 

Parce  que  1 3 nombre  des  chifrcs  étant  divifé  par  2 , 
expofant  de  la  féconde  puiflance , il  relie  1 , & les  autres 
font  comme  dans  l’exemple  précédent. 

Pareillement  dans  le  cube  incomplet  39.  983236.  la 
première  tranche  36  contient  deux  chifres  , &:  la  fé- 
condé contient  fix  chifres. 

En  général  dans  toute  puiflance  incomplctte,  c’cft-à- 
dirc  dans  laquelle  le  nombre  des  chifres  n’eft  pas  une 
puiflance  exaéte  du  même  degré  que  la  racine  cherchée, 
il  faut  dans  la  divilion  des  tranches  obfcrvcr  la  propor- 
tion géométrique  la  plus  approchante. 

Par  exemple  , foit  une  troifiéme  puiflance  propofée 
exprimée  p r 24  chifres  , comme  24  n’eft  pas  une  puif 
fance  de  3 qui  cft  l’expofant  de  la  troificmc  puiflance  , 
mais  fc  trouve  compris  entre  deux  puiflanccs  confécu- 
tives  de  3 qui  font  9 & 27,  &C  que  24  approche  plus  de 
27  qu  'dc9  > K divife  le  cube  propolé  en  rrois  tranches 
comme  s’il  avoir  27  chifres,  alors  la  première  aura  trois 
chifres , fie  la  fécondé  tranche  fix  chifrcs , ainfi  elles  fe- 
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ront  compîcttces , mais  la  troifiéme  tranche  feraincom- 
plctte , & n’aura  que  les  i y chifrcs  fuivans , au  lieu  qu’elle 
devroic  avoir  18  chifrcs  pour  être  complccte. 

Si  le  cube  propofé  n’avoir  que  12.  ou  ry  chifrcs,  je  le 
divilcrois  feulement  en  deux  tranches , . comme  s’il  n’a- 
voit  que  9 chifrcs , parce  que  12&:  iy  font  plus  proches 
de  9 féconde  puiflance  de  3 , expofant  de  la  troificmc 
puiflance,  que  de  27  qui  eft  la  troifiéme  puiflance,  &c 
dans  ce  cas  je  donne  6 chifrcs  à la  première  tranche , &c 
la  fécondé  tranche  contient  les  autres  derniers  chifrcs, 
üx  ou  neufreftans  ; mais  alors  il  faut  fuivre  la  Métho- 
de ordinaire  pour  tirer  la  racine  de  la  première  tranche. 

Enfin  fi  le  cube  propofé  contient  18  chifres , je  peux 
le  divifer  ou  en  deux  tranches  félon  cette  progreflion  géo- 
métrique double  6.  12.  ou  en  trois  tranches  félon  celle- 
ci  , 3.  6.  9.  parce  que  18  eft:  également  éloigné  de  9 , 
fécondé  puiflance  de  3 , 6c  de  27  qui  eft  fa  troifiéme 
puiflance. 

La  première  divifion  6.  12  eft  plus  commode  &:  plus 
abrégée. 

Mais  fi  le  nombre  des  chifres  de  la  puiflance  propo*' 
fée  n’cft  pas  précifémcnt  un  multiple  de  3,  il  faut  alors 
ou  le  rendre  multiple  en  le  multipliant  par  9.  27.  &c. 
ou  prendre  pour  la  première  tranche , trois  chifrcs  de 
plus,  ce  qui  eft  plus  commode  que  la  multiplication  , ce 
qui  eft  général  pour  toutes  les  autres  puiflances  fupé- 
ricures. 

Seconde  Manière  de  divifer  par  tranches  une  puiffance 
imparfaite  & incomplette. 

Il  y a encore  une  autre  manière  de  couper  par  tranches 
les  puiflances  incomplettes , elle  confifte  à prendre  la  pre- 
mière tranche  un  peu  plus  grande , & à augmenter  les  au- 
tres dans  la  meme  proportion  , enfortc  que  la  dernière 

tranche 


1 
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tranche  Toit  la  plus  grande  qu’il  foie  pofliblc , Se  qu’il  y aie 
aufli  le  moins  de  tranches  qu’il  fepeut. 

Autrement.  Dans  le  quarré  , par  exemple,  au  lieu  de 

prendre  la  dernière  moitié  pour  en  trouver  la  valeur  par 

Ample  divifion , on  peut  ne  prendre  que  le  dernier  tiers  , 

fuppofé  que  la  première  tranche  foit  plus  petite  que  1 y. 
1 

Ainfi  dans  Ÿ 00. 00.  &c.  où  la  première  tranche  du 
quarré  cft  feulement  3 , qui  cft  bien  moindre  que  1 y , après 
avoir  trouvé  les  feize  premiers  chifres,  on  trouvera  les 

huit  derniers  fuivant  la  formule  a — h h-^.  Se  a —fr 1 ‘“t* 

la  za. 

6°.  Je  nomme  première  tranche  proportionelle  complette , 
celle  qui  cfl  telle,  que  la  racine  étant  augmentée  d’une 
unité  , Se  élevée  enfuitc  à la  même  puiflance , il  fc  trouve 
au  moins  une  unité  franche  de  plus  dans  le  dernier  chifre 
de  cette  première  tranche  , par  exemple,  dans  le  cube 
958.  585156. 

La  première  tranche  938  eft  complette,  parce  que  la 
racine  de  ce  cube  étant  986  , h je  l’augmente  de  l’unité 
j’aurai  987,  dont  le  cube  961  : 504803 , a pour  fa  pre- 
mière tranche  961  qui  furpafle  l’autre  première  tranche 
9 5 8 de  plus  d’une  unité  franche , a iant  égard  aux  chifres 
fuivans. 

Mais  dans  le  cube  6 4 : 964808  , la  première  tranche 
<>4n’cft  pas  complette,  quoique  dans  le  cube  immédiate- 
ment fuivant  65  : 450817  , la  première  tranche  65  fur- 
pafle dune  unité  l’autre  première  tranche  64,  parce  que 
les  chifres  qui  fuivent  64  font  plus  grands  que  ceux  qui 
fui  vent  65. 

On  verra  dans  la  fuite  l’ufage  de  ces  définitions. 
ihéorcme  fécond  & fondamental. 

Si  on  élevé  deux  nombres  confécutifs  a Se  <-f-  » à une 
puiflance  quelconque  dont  l’expofanc  foit  p , Se  que 
Analyfe.  x x 
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f.  Toit  égal  ou  plus  petit  que  la  première  tran- 
che proportionelle  de  la  puiffancc^}  je  disque  la  première 
tranche  proportionelle  de  ar  furpaffera  de  plus  d une  unité 

franche  la  première  tranche  proportionelle  de  a • H i\ 

* ^ 

Soit  m=  10, &/>  = 2,  on  aura  = J- 
dis  que  dans  tout  nombre  dont  la  première  figure  eft  y , 
ou  au-deffus,  & par  confisquent  dans  tout  quarré  dont  la 
première  tranche  eft  zy  , ou  au-deffus  jufqu’à  99  inclufi- 
Ycment,  la  première  moitié  eft  furpafféc  au  moins  d une 
unité  franche  par  la  première  moitié  du  quarré  prochai- 
nement plus  grand. 

Par  exemple.  Le  quarré  de  yo  cftzy.  00.  celui  de  yi 
eft  16.  01  , dont  la  première  moitié  des  chifres  16  fur- 
paffe  d’une  unité  franche  la  première  moitié  zy  des  chi- 
fres dans  z y 00. 

De  même  dans  le  quarré  de  y 8 3 3 ,qui  eft  3 40 1.  3839. 
le  quarréde  3831. qui  eft  3401.  Z2.2.4.  La  première  moitié 
3401  du  premier  quarré,  (urpaffe  d’une  unité  francheJa 
première  moitié  3 40 r. du  fécond  quarré. 

Mais  les  quarrrz  du  premier  exemple  de  yo  & y r font 
les  premiers  & les  plus  petits  nonrbres  où  cette  différence 
fc  trouve  , car  le  quarré  de  49  eft  1401.  & celui  de  yo  eft 
2,  y.  00  ; il  y a moins  d’une  unité  franche  à caufe du  dernier 
chifrc  1.  qui  eft  le  quatrième  dans  1401. 

10 

Dans  la  quatrième  puiffancc  , la  formule  eft  ÿ — 


10.00 


— y Jjo  = 6.  300  — L & 6301 . 


La  quatrième  puiffance  de  6.  300.  eft  1 374 
celle  de  6301  eft  1373  , tranche  cherchée. 


& 
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Dans  la  3e.  puiflancc,  Toit  encore  m = 10 , Rep  = 3 
l’on  aura 


*7 


370.37  = 191-4-OU193— 


— Ÿ H ül-ü,&:c,=  y,77M03— 


c=  3 , &c.  l’on  trouvera  ==  nî  = iy*,ou  16. 

Dans  le  cube  c’cft  ^ iooo.ooo 

^ 17  *7 


quarre  = V'  37°.  37  ■+*«=»  191  -+ & 193 , tranche 

cherchée. 

3e  dis  que  dans  tout  cube,  donc  la  première  tranche 
eft  y ou  au-deflus  jufqu’à  999  inclufivcment  , le  premier 
tiers  eft  furpafle  au  moins  d’une  unité  franche  par  le  pre- 
mier tiers  du  cube  prochainement  plus  grand. 

Par  exemple.  Le  cube  de  377  eft  191.  100.033.  Rc  le 
cube  de  y7$  eft  193.  100.  y y r. 

Le  premier  tiers  à gauche  du  fécond  cube  193  furpafle 
le  premier  tiers  192,  du  premier  cube  d’une  unité  franche, 
&c  ces  deux  cubes  font  les  premiers  & plus  petits  nombres 


10 

où  cette  différence  fc  trouve  , puifque  • ZZ  t.  77 -H 

V ) 

ou  j.  78 , car  le  cube  de  57  6 = 191.  101.976.  dans 

lequel  ce  rapporc  ne  fe  trouve  point. 


4°4 


Analyse  generale, 

L E M M E. 

Elever  tout  d'un  coup  un  binôme  quelconque  a 7*2  b 4 une 
puijfunce  d'un  degré  quelconque  dont  l’expofant  foit  p. 

Pour  démontrer  le  Théorème  précédent,  j’ai  befoin 
de  ce  Lemmc. 

Pour  élever  tout  d’un  coup  un  binôme  quelconque 
w+l  b à une  puiffance  dont  l’expofant  eft  p.  Sans  paffer 
par  les  puiffances  inférieures  &:  fans  le  fecours  de  la  table 
des  puilfances  , je  me  fers  de  cette  forme  générale , 

d H-  pd~l  b'  -4-  d~ 1 b 1 H-  *'  a'—'  b\ 

&c.  & ainfi  de  fuite  jufqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  la  pre- 
mière moitié  des  termes  dans  les  puiffanccs  impaires , ou 
la  plus  grande  moitié  dans  les  puiffanccs  paires , c’cft-à- 

dire , jufqu’à  ce  que  a9  n bA.  foie  égal  à a1  b 1 dans  les 
puiffanccs  paires, & dans  les  puiffanccs  impai- 

res , car  alors  on  reprend  dans  un  ordre  contraire  les 
mêmes  multiplicateurs  pour  les  termes  de  la  puiffancedc 
u quifont  également  éloignez  des  deux  extrêmes  d,  & br. 
Exemple.  Pour  avoir  la  feptiéme  puiffance  de  a — j-  b , 


alors  p = 7.  Il  y a huit  termes  dans  cette  puiffance  puik 

3u’il  y en  a toujours  un  de  plus  que  fon  expofanty.  Il  faut 
onc  trouver  feulement  quatre  termes  dans  lefquels  , je 
fubftituc  7 à la  place  dc^ , & les  puiffanccs  de  7 à la  pla- 
ce des  puiffanccs  de  p , ce  qui  donne 


I a' 


’ 70*  b 1 


3 


il  a’ 


35 a*  b\  pour  former  les 


quatre  derniers  termes , j’écris  les  mêmes  nombres  dans 
un  ordre  contraire , en  même  tems  je  diminue  de  l’unité 
les  puiffanccs  de  a &:  j’augmente  de  l’unité  les  puiffanccs 
de  b , ce  qui  donne 

y:.  6e.  7e.  8f.  &C  dernier 

3 J4'  b*  11a1  b*  -+-  yd  b*  -t-  167.  terme. 
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Voilà  cous  les  termes  dclafcptiémepuillancc  de  a -\-b 
que  Ton  peut  ranger  de  fuite. 

Les  puiflancesdc  a & de  b fe  trouvent  facilement,  dans 
le  premier  terme  l’expofant  de  a cil  fcul  &c  fans  b , il 
ell  égal  à l'cxpofant  7 de  la  puilfancc  délircc,-  toutes  les 
autres  puiffanccs  de  a décroiffcnt  de  l’unité  d’untermeà 
l'autre  jufqu’au  dernier  terme  ou  a ne  fc  trouve  plus. 

Au  contraire  b ne  fe  trouve  pointau  premier  terme , 
dans  le  fécond  terme  fon  expofant  ell  1 , qui  croît  de 
l’unité  d’un  terme  au  fuivant  jufqu’au  dernier  terme  où  b fe 
trouve  feul  &c  fon  expofant  ell  égal  à celui  de  la  puiflance. 

La  difficulté  conliflc  à trouver  les  nombres  qui  multi- 
plient les  termes  moiens , qui  font 

p pp — lf  pi — îpp-i-1p  P 4 — 6 pi  -4-  H pl  — 6 p- 

* 1 ’ x * 6 * 14 

Or  ces  numérateurs  font  formez  par  la  multiplication 

continuelle  de  1 xp=p  , de pxp 1 =pp 1 p , 

de//>  — 1 xp  — z =/>’ — jpp  -H  ipy  de /— 3/1  ■+-  ipx  p — 5 . 
î=/4  — <S/>'  -+-  11  p1  — 6p. 

Ainli  les  multiplicateurs/ — 1 ,p — i,p — 3 ,p — 4,  &rc. 
font  la  fuite  des  nombres  naturels. 

Le  multiplié  du  terme  fuivant  ell  toujours  le  terme  pré- 
cédent tout  entier.  . . 

Les  dénominateurs  fc  forment  par  la  multiplication  des 
nombres  pris  dans  la  fuite  naturelle  ix  i==i.  1x1=1, 
1x1x3  = 6.  1 x 2 x 3 x 4 = 24.  1x2x3  x 4 x y 
— - 1 20  , &c.  ou  Amplement  1.  1x1  = 2.  2x3  =6. 
6x4=24  24x5=110,  &cc. 

Demonf ration  du  fécond  Tb  tore  me  fondamental. 

Si  b=i , alors  les  termes  moïens  de  laformulc  générale  des 
puilfances  contenues  dans  le  Lemme  précédent  n’aura  plus 
de  é,  puifquc  l’unité  ne  multiplie  point , cette  formule 

fêta  réduicc  à cette  exprclfion  plus  Ample /ap  1 H-- 

XX  | ÜJ 
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a> — 1 &c.  Or , afin  que  la  Comme  de  Ces  termes  moïens , 
c’eft-à-dirc  , la  différence  des  puiffanccs-de  a &c  de  4-i- 1 , 
faffe  dans  le  cas  le  plus  fimplc  qui  foit  poffiblc , une  unité 
de  différence  dans  la  pénultième  tranche  proportionelic 
de  la  puiffance  *r.  Il  faut  fuppofer  a exprimé  par  une  feule 
figure  fignificativc , fuivic  d'un  nombre  de  zéros  quelcon- 
que : car  fi  dans  ce  cas  la  puiffance  de  a -H  i excède  d’une 
unité  dans  la  tranche  pénultième  la  puiilance  fcmblable 
de  a ; il  cft  évident  que  dans  tous  les  nombres  au-deffus , 
la  différence  étant  plus  grande,  il  y aura  toujours  plus 
d’une  unité  de  différence.  Il  faut  donc  égaler  la  Comme 
des  termes  moïens  de  *H-  i avec  io,  ou  généralement 
avec  m , &:  on  aura  l’cgalite  univcrfcllc  à réfoudre 


paT — 1 _f_  fp~l  a\  * Scc.  = m.  Enfuite  négligeant 
* a 

tous  les  termes  excepté  le  premier,  parce  que  ce  font  des 
infiniment  petits  qui  n’ont  aucun  rapport  fenfiblc  avec 
ce  premier  terme.  Il  fuflîc  donc  dcgalcr  pa*~~ * — m. 

m 


ce  qui  donne  a 


t—y 

— y P'  comme  nous  l’avons  trouvé 

ci-dcffus.  Ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Remarque.  i°.  Cette  détermination  de  la  valeur  de  4, 
eft  la  feule  qui  puiffe  fatisfaire  univcrfellemcnt.  Mais  fi 
on  veut  la  déterminer  en  nombres  rationaux  , on  trou- 
vera que  4==  y dans  le  quarré , que  4 = 6 dans  la  troi- 
fiéme  puiffance , que  a = 7 dans  la  quatrième  puiffance, 
&c.  Ce  qui  revient  au  même , &:  ce  qui  cft  plus  commode 
pour  chaque  cas  particulier. 

Remarque.  z°.  Comme  la  puiffancè  eft  toujours  don- 
née , &:  qu'il  s’agit  d’en  trouver  la  racine  , il  fera  plus 
utile*  & plus  exaft  de  trouver  dircacmenc  les  limites  de 
cette  première  cranche  proportionelic , car  on  la  trouvera 
i°.  par  cette  formule  générale  = zy  dans  la  féconde 
puiffance. 
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4®  Par  ccllc-ci  1 æ *ooo.  ooo  — — ï / 

i . iar  ceiie-ci  y — _ _ y j.  7037  -h 

ca  192. -t-  ou  193 dans  la  troifiémc  puiflance! 

Par  celle-ci  |/ ~ [/J  soC.Mooo. 

E=  I j74  , ou  I y7y dans  la  quatrième  puiflance. 

40.  Par  celle-ci  ]Y i 22222  H i 3 374  -t-,  i 3 37  J.  — 
jïij 

dans  la  cinquième  puiflance. 

Enfin , on  la  trouvera  généralement  par  cette  formule 


PROBLE' ME  GE'N  E'R  AL. 

Tirer  U racine  d'une  fuijjance  quelconque  far  une  Méthode 
plus  courte  que  U Méthode  ordinaire. 

îa.  Je  divife  les  chifrcs  de  la  puiflancc  propofee  en 
tranches  proportionellcs , comme  il  eft  expliqué  ci- 
dclTiis. 

t1.  Je  tire  la  racine  approchée  de  la  première  tranche' 
feulement , par  la  Mc’hnde  des  formules  rarioncllcs  ex- 
pliquées dans  la  première  feélion  de  ce  livre. 
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3°.  J'a'outc  au  numérateur  de  la  fra&ion  trouvée  au- 
tant de  zéros  que  la  tranche  fuivantc  doit  contenir  de 

chifres  dans  la  racine  , c eft-à-dirc  , autant  que  p i 

„ contient  d’unitez,  je  divife  ce  numérateur  par  le  déno- 
minateur ; la  divifion  (impie  donnera  tout  d’un  coup  tous 
les  chifres  de  la  fécondé  tranche  en  entiers. 

4”.  Je  tire  la  racine  approchée  des  deux  premières 
tranches,  j’ajoute  au  numérateur  de  la  frattion  trouvée 
par  cette  opération  , autanc  de  zéros  que  la  troiliéme 
tranche  proportionelle  doit  contenir  de  chifres  dans  la 

racine , c’cft-à-dire  autant  que pp p contient  d’unitez, 

enfuitc  je  divife  ce  numérateur  par  le  dénominateur  6C 
la  divifion  , donne  tout  d’un  coup  tous  les  chifres  de  la 
troifiéme  tranche  , 6c  ainfi  de  fuite  jufqu’au  dernier. 

Les  plus  grands  nombres  qui  tombent  dans  la  prati- 
que, n’ont  que  trois  ou  quatre  tranches  dans  le  quarré 
6c  dans  la  troifiéme  puifiance  , 6c  tout  au  plus  deux 
tranches  dans  les  puifiances  plus  élevées. 

Je  fuppofeque  la  première  tranche  eft  complette , 6c 
que  l’approximation  foit  telle  que  l’erreur,  foit  de  moins 
d’une  unité  près  dans  la  puifiance-,  or  il  eft  toujours  fa- 
cile de  donner  cette  forme  à la  puifiance  propoféc , foit 
par  une  (impie  multiplication,  foit  en  prenant  un  chifre 
de  plus  pour  racine  de  la  première  tranche,  lorfqu’on 
ne  veut  point  faire  de  multiplication  ; foit  enfin  en  ajou- 
tant ou  en  retranchant  quclqu’unité  dans  le  dernier 
chifre  , félon  que  l’approximation  eft  en  deflbus  ou  en 
deflus. 

Dcmorjîration  de  cette  Méthode. 

Puifque  la  racine  trouvée  par  les  formules  d’approxi- 
mation contenues  dans  la  première  fcélion  , diffère  par 
conftruftion  de  moins  d’une  unité  dans  la  puifiance  , 
d’avec  la  première  tranche  proportionelle,  6c  que  félon 
rhypothéfc  la  puifiance  femblablc  d'un  nombre  pro- 
chainement 
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chainement  plus  grand  ou  plus  petit  , diftérc  de  plus 
d’une  unité  dans  cette  même  tranche  proportionelle  , il 
fuit  de-là  évidemment  que  la  valeur  trouvée  par  la  Mé- 
thode fera  moïenne  entre  la  racine  cxaâe  & celle  qui 
eft  plus  grande  ou  plus  petite  d’une  unité  , donc  cette 
valeur  différera  de  moins  d’une  unité  , ce  qu’il  falloir 
démontrer. 

Premier  Exemple  pour  la  racine  quarrét. 


Soit  un  nombre  de  feize  chifres , dont  on  demande  ta 
racine  quarrée  , i°.  Je  divife  ce  nombre  en  quatre  tran- 
ches proportionelles,  comme  il  fuit. 


ire.  iie.  3e.  4e.  tranche. 

31.  . . 6 2.  . . 2.777.  • • 00000000. 


P 

a°.  Je  me  fers  de  la  formule  d’approximation  a -+-  — 

qui  donne  la  racine  trop  grand» , ou  bien  de  celle-ci 

a — qui  donne  la  racine  trop  petite , ce  qui  fert  à 

me  régler  pour  les  derniers  chifres  du  quotient.* 

30.  Je  tire  la  racine  approchée  de  la  première  tranche 
3 1 = aa  -f-  b , c’eft  y <=  a , or  y x y = 2 y *=  * * > 
& 3 1 — • z y , refte  6 <=  b , j’ajoute  zéro  à 6 , c'eft  60 

Je  double  y t=  a , c’eft  10  = 2 a par  lequel  je  di- 
vife 60 , c’eft  ^ ou  , le  quotient  eft  6 qui  eft  la  fé- 


condé partie  de  la  racine  renfermée  dans  la  fécondé 
tranche,  enfuitc  je  quarre  6,  c’eft  6x  6=  3 6 = a a 
que  j’ôte  de  la  fécondé  tranche  62,  refte  16  = b , juf- 
qu’ici  ma  Méthode  s’accorde  avec  l’ancienne:  Voici  ce 
qu’elle  a de  particulier. 

y°.  A ce  refte  2 6 j’ajoute  deux  zéros,  c’eft  2.600  que 
je  divife  par  m 3=3  za  = ytfxa , le  quotient  eft  23 
Analyfe.  y y 
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qui  cft  la  troific  me  partie  de  la  racine  , & il  reftc  14  que 
j’ajoute  aux  deux  premiers  chifres  de  la  troifiéme  tranche 
17  , ce  qui  donne  pour  cette  troificmc  tranche  ji  77, 
dont  j’ôte  le  quarré  de  zj  qui  cft  519  , & il  reftc  4648 
e=  b , auquel  j’ajoute  quatre  zéros , ce  qui  donne  4648. 
00.  00.  ==£. 

6°.  Je  divife  4648  00  00.  =====  b par  11146  =====  i a> 
«=  ix  j6zj,&  je  prends  le  quotient  4131  pour  la  4™.  par- 
tie de  la  racine  renfermée  dans  la  4™=.  tranche , & la  ra- 
ire.  zc.  3 e.  4e. 

cinc  cherchée  cft  5.  6.  13.  4131. 

J’ai  extrait  par  cette  Méthode  en  une  après  dîner  la 
racine  quarrée  d’un  nombre  de  64  chifres,  St  j’ai  trou- 
vé les  trente-deux  derniers  par  neuf  additions  Amples, 
& 31  fouftradions  (impies  fans  aucune  extradion  ni  di- 
vifion , c’cft  un  paradoxe  , mais  il  cft  ai(é  d’en  démon- 
trer la  vérité,  j’en  effaçai  d’abord  d’un  coup  de  plume  les 
31  dernières  figures  comme  inutiles,  ce  qui  abrège  beau- 
coup , &c  je  divifai  les  trente-deux  chifres  reftans  en  fix 
tranches  proportionelles. 

U/Sr^ç  de  cct  Exemple.  11  fert  à trouver  le  Logarithme 
du  nombre  9 ,1e  Logarithme  de  l’unité  étant  o.  0000. 
0000.  &c  celui  de  10,  étant  10.  0000.  0000.  il  faut  trou- 
ver vingt-fix  nombres  moïens  géométriques  , dont  les 
deux  premiers  extrêmes  font  1.  0000.  000.  & 10.0000. 
000.  & le  premier  moïen  cft  3.  i6zz.  777  qui  eft  trop 
petit  j c’eft  pourquoi  on  continue  l’opération  dans  la  Mé- 
thode ordinaire  , &:  on  multiplie  ce  premier  terme  3. 
l6zz.  777.  par  10.  0000.  000.  & du  produit  3.  i6zz. 
77 7.  oooo.oooo.il  faut  tirer  la  racine  quarrée,  &:  c’cft  ce 
que  nous  venons  de  faire. 

Second  Exemple  pour  le  cube. 

Soit  le  cube  propofe  819.  98  y z 36. 

i°.  Je  le  divife  en  deux  tranches,  la  première  a trois 
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chifrcs , &c  la  fcconde  fix  chifrcs. 

z°.  Je  cherche  la  racine  de  la  première  tranche  par  la 

formule  d’approximaciçn  4 H or  la  racine  cu- 

bique de  819  eft  9 =*  a , dont  le  cube  eft  719  = «*’ , 
qui  ôté  de  819,  il  relie  90  = é. 

j°.  Je  multiplie  90  par  9 , a par  b , ce  qui  donne  a b 
= 810,  auquel  j’ajoute  deux  zéros , c’cft  8 1 o.  00,  = ab 
que  je  divife  par  3 a * b = 1 x 77.  le  quotient  3 y eft 

la  fécondé  partie  de  la  racine  contenue  dans  la  fécondé 
tranche,  donc  la  racine  approchée  de  ce  cube  imparfait 

. ... 

Il  eft  facile  de  le  vérifier  par  la  multiplication  en  éle- 
vant au  cube  cette  racine  933  , car  fon  cube  eft  817. 400. 
373  , qui  étant  ôté  du  cube  propole  , il  relie  1384,  881. 

Remarque.  On  doit  toujours  faire  la  preuve  d’une 
tranche  avant  de  palier  à celle  qui  fuit  , mais  on  peut 
négliger  la  preuve  dans  la  dernière  tranche , parce  qu’elle 
eft  inutile  daDs  les  puilfances  imparfaites  ou  irratio- 
ncllcs  qui  font  les  plus  fréquentes , & dans  lcfquellcs 
il  fuffit  d’avoir  la  racine  à moins  de  l’unité  près , &C 
c’eftceque  l’on  trouve  toujours  par  les  premières  tran- 
ches en  fc  fervant  de  la  première  formule  d’approxi- 
mation. 

Troifiéme  Exemple.  Soit  le  cubepropofé  696.  356483. 
31864.  003307.  3641037.  qui  a xj  chifrcs  , &:  dont  la 
racine  doit  avoir  neuf  chifres. 

i°.  Je  le  divife  en  trois  tranches  proportionellcs  , la 
première  contient  les  trois  premiers  chifres  de  gauche 
à droite , la  fcconde  contient  fix  chifres,  & la  troifiéme 
contient  dix-huit  chifrcs  , lcfqucls  je  néglige  entière- 
ment comme  inutiles  dans  ma  Méthode. 

i°.  Je  tire  la  racine  cubique  approchée  des  deux  pre- 
mières tranches  comme  dans  l’exemple  précédcntTuivant 

la  formule  a -+-  ^ - , ce  qui  donne  pour  les  deux 
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premières  parties  de  la  racine  les  trois  chifrcs  8.  86. 

| ÿ»t-  <Q).  9ti. 

io.  87.  j+y.  }>;. 

30.  Pour  trouver  les  fix  derniers  chifres  de  cette  ra- 
cine approchée  , j’ajoute  fix  zéros  au  numérateur  de  la 
fra&ion  reliante  911.  603.  911.  000.  000.  &c  je  le  di- 
vife  par  fon  dénominateur  1087.  345».  393  , je  trouve 
le  quotient  437.  166  pour  la  troifiéme  partie  de  la  ra- 
cine que  j’écris  après  les  trois  premiers  chifres  trouvez 
8.  8 6 , ce  qui  donne  pour  la  racine  cubique  du  nom- 
bre propofé  8.  86.  437.  166.cn  nombres  entiers. 

J’ai  pris  ce  nombre  au  hazard  , il  cil  un  des  moins  fa- 
vorables qu’on  puiffe  choifir  fur  un  pareil  nombre  de 
chifrcs , on  peut  comparer  dans  cet  exemple  ma  Méthode 
avec  la  méthode  ordinaire  , & l’expérience  fera  juger 
quelle  cil  celle  qui  mérite  la  préférence  ; je  pourrois  en- 
core apporter  pour  exemple  l’extradion  de  la  racine  cubi- 
que d’un  nombre  exprimé  par  8 1 chifres,  où  je  néglige  en- 
tièrement la  quatrième  tranche  qui  contient  les  34  der- 
niers chifres,  où  l’avantage  de  ma  Méthode  paroîtra  en- 
core plus  grand;  mais  l’exemple  précédent  fuffit  pour  ju- 
ger de  fes  avantages. 


SECTION  TROI  SIE'ME. 

Réjolution  des  équations  irrationelles  par  les 
formules  rationelles 

LEs  équations  rationelles  de  font  qu’une  partie  in- 
finiment petite  dans  la  férié  infinie  des  équations  po£ 
fibles  dans  chaque  cas  particulier,  car  entre  deux  homo- 
gènes quelconques  de  deux  équations  confécutivcs,  il  y a 
toujours  eji  nombres  entiers  autant  d’homogènes  poflibles 
qu’il  y a d’unitez  dans  la  différence  de  ces  deux  homo- 
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gènes.  Par  exemple , entre  les  deux  homogènes  confécu' 
tifs  104  & 309  , dont  le  premier  eft  l’homogène  de  z* 
= 100  z.  104,  qui  eft  une  équation  du  fécond  de- 
gré, dont  la  racine  pofitive  eft  -4-  iox,&  la  racine  né- 
gative   x , Sc  le  fécond  qui  eft  l’homogène  de  l’équa- 

tion prochaine  zl  = 100  z —H  309,  dont  les  racines 
font  -I-  103  , & 3 , il  y a 103  homogènes  en  nom- 

bres entiers  compris  entre  les  deux , parce  que  c’eft  la 
différence  ( fans  parler  des  fractions  ) de  X04  à 3 09;  or  ces 

10  y homogènes  ont  leurs  racines  plus  grandes  que  -4-  iox 

& x,  mais  moindres  que  -4-  103,  & 3 , lcfquellcs 

racines  ne  différent  que  de  l’unité,  par  conféquent  les 
deux  racines  de  ces  10  y homogènes  font  irrationcllcs , 
c’eftà-dirc,  qu’elles  ne  peuvent  s’exprimer  cxaûement 
par  aucun  nombre,  foit  entier  foit  rompu  ou  mixte  , il 
s’agit  d’en  approcher  par  excès  &c  par  défaut  à l’infini , 

11  eft  évident  qu’on  peut  trouver  une  férié  Infinie  de  nom- 
bres qui  donnent  cette  racine  approchée  de  plus  en  plus 
par  défaut , & une  autre  férié  de  nombres  qui  donnent 
cette  racine  approchée  de  plus  en  plus  par  excès , de  telle 
forte  que  le  dernier  terme  dans  l’une  & l’autre  de  ces 
fériés,  qui  eft  l’infiniticme  terme  auquel  il  eft  impoffible 
d’arriver,  donneroit  exactement  cette  racine,  s’il  croit 
poffible  de  le  trouver , parce  qu’alors  le  défaut  ou  l’excès 
feroit  nuL 

Ainfi  comme  il  eft  impoffible  à l’efprit  humain  de  trou- 
ver l’infinitiémc  terme  de  ces  fériés,  ce  qu’on  peut  faire 
de  mieux  eft  d’en  approcher  continuellement  par  une 
loi  confiante  & égale  fondée  en  démonftration  , &:  de 
pouffer  cette  approximation  auffi  loin  qu’on  voudra  afin 
que  l’erreur  foit  infenfiblc  ; c’eft  tout  ce  que  l’on  peut 
défirer  fur  cette  matière,  mais  auffi  on  ne  doit  pas  fc  con- 
tenter de  moins. 
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Rcfolution  des  équations  irrationelles jures  & ftmplcs  dans 
le  fécond  degré. 

Les  équations  irrationcllcs  pures  &:  (impies,  font  celles 
qui  n’onc  que  deux  termes  , &:  dont  l’homogénc  cft  un 
quarré  irrationcl , ou  le  produit  de  deux  racines  irratio- 
nelles , comme  ces  équations  font  aflez  fcmblables  aux 
fécondes  puiflanccs  irrationellcs  ou  imparfaites  du  même 
degré,  leur  réfolution  fc  fait  de  la  même  manière  &:  par 
les  memes  formules  expliquées  ci-dcflus  ; ce  qui  cft  gé- 
néral pour  toutes  les  équations  irrationellcs  pures  & (im- 
pies de  tous  les  degrez  fupéricurs  à l'infini. 


Ier.  Exemple  pour  la  formule  d’approximation  par  défaut. 


Soit  une  équation  irrationclle  pure  & (impie  du  fécond 
degré  zé  = zoo. 

i°.  Par  la  première  formule  d’approximation  par  dé- 
faut , j’ai  zé  = 41  —H  b = 196  H—  4 = 100. 

i°.  Je  trouve  que  196  = a a cft  le  quarré  moindre 
contenu  dans  îoo  , fa  première  racine  cft  a = 14,  &: 
ôtant  196  de  zoo , le  refte  eft  4 = b. 

30.  Je  fubftituë  14  = a , &:  4 = b , à la  place  deces 
lettres  dans  la  première  formule  d’approximation  a 

H-  — , ce  qui  donne  1 4 ^ , qui  fc  réduit  à 1 4 -+-  ÿ 


en  divifant  les  deux  termes  de  la  fra&ion  par  leur  com- 
mun divifeur  4.  Voilà  la  racine  approchée. 

40.  Pour  avoir  une  troifiéme  racine  plus  approchée , 
je  me  fers  de  la  fécondé  formule  d’approximation 


a~\ ■ g**^^*fr  dans  la  quelle  je  fubftituë  en  nombres  les 
valeurs  des  lettres , j’ai  une  troifiéme  racine  plus  appro- 


chée 14  -+- 


4 x iÿ6  x 4 -4-J< 
8 X 1744-4-4  Xfi 


I4“f- 
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4if 


14 


= 14  — — = 

1117s  “ ij*< 


z , en  divifant  les 


deux  termes  de  la  fra&ion  par  leur  commun  divifeur  16. 
comme  cette  approximation  eft  immenfe , & que  l’erreur 
eft  moindre  qu’aucune  grandeur  fenfible , il  eft  inutile 
de  la  pouffer  plus  loin  , il  fuffit  de  quarrer  cette  valeur 
der.,  & de  fubftituer  cette  valeur  dans  l’équation  pro- 
posée, pour  la  comparer  avec  le  fécond  membre  aoo. 
y°.  Pour  quarrer  cette  valeur  de  z,,=  14 

, *97 

*4  ■+■  ^ 

*97 

x 14  7^7 


1 97 
lil<) 


196 


38809 

I 91499* 


& 4 u.) 

l)8«  \ T-  44/ 


J.OO  


î* 

44 


}88o» 


*9  14  9gS 

ou  bien  , il  faut  ajouter  en  une  fomme  l’entier  arec  la 
fra&ion,  ainfi  je  réduis  d’abord  l’entier  14  en  fraûion 
qui  ait  le  mêmedénominateur,en  multiplant  14  par  1}  86, 
ce  qui  donne  au  produit  19  404, auquel  j’ajoute  le  numé- 
rateur 197 ,1a  fomme  donne  pour  le  numérateur  19601. 

Ainû  j’ai  la  fra&ion  ~~  à élever  à la  féconde  puif- 

fance. 


H 

x i}86 


H 44 
1386 


I94°4 
H-  197 


1 9 601 


An'àltse  GÉNÉRALE, 

y0.  Je  quatre  la  valeur  trouvée  de  z.  , & je  la  fubftituc 
dans  l’équation  propoféc,  z.l=  2.00. 


*4 
* 14 


197 

I)S  6 

»97 

1386 


^96  7^7  ■+" 


»7f8 

Ij8<f 

17<8 

«JM 


JJItf 


?8toj 
l>  1499* 


38809 

I9‘499* 


ou  1 96  Ht-  4 = zoo , je  néglige  la  dernière  fra&ion  qui 
cft  infenfible.ainû  j’ai  zl=  zoo.  à très-peu  de  chofe  près. 

Autrement.  Pour  élever  à la  fécondé  puiflance  la  ra- 
cine approchée  14  *4-  que  nous  venons  de  trouver 
par  l’opération  précédente  fur  la  première  formule  d’ap- 
proximation par  défaut , je  réduis  l’entier  en  fra&ion , 
en  le  multipliant  par  ce  dénominateur;  or  14  x 1386 
donne  1 9404 , auquel  j’ajoute  le  numérateur  1 9 6 , ce  qui 

donne  la  fradion  dont  le  quarré  = ÜiifLUJ, 

X J 8 6 . 1 ij  to  99S 

enfuite  je  divife  le  quarré  du  numérateur  par  le  quarré 
du  dénominateur. 

Divifeur  \ Dividende 
19.  zo.  99  6/  38.  4r.  99.  zo.  1. 


ao  ....  38.  41. 99.  zo. 
o « relie  o : 1 

Le  Quotient  cft  100  -+•  ,77—7 

Ainfi 


Quotient 


zoo 


lj.  10.  9j i. 
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Ainfi  fubftituant  cc  quotient  qui  cft  la  valeur  du  quarte 
z,z,  dans  l’équation  propoféc  11  = 100. 

La  frattion  infcnfible  . . . . 7777777 


eft  la  différence  des  deux  membres  de  l’équation , donc 
la  racine  trouvée  I4iyfs  cft  très-approchée. 

Second  Exemple.  Sur  la  formule  d’approximation  par 
excès  an b. 

Soit  encore  zr  = ioo.  = aa b. 

i°.  Pour  me  fcrvirdcla  formule  d’approximation  par 

excès  aa b , je  prends  le  quarré  prochain  n^=aa 

plus  grand  que  l’homogéne  100,  fa  racine  cft  1 y ==*> 
or  zi  j = zoo  refte zy  = b , donc  la  première  ra- 

cine approchée  cft  iy  = a. 

z°.  Pour  avoir  une  féconde  racine  plus  approchée  , 
je  fubftitue  les  valeurs  trouvées  ry  ==  a , &c  zy  ==  b 
dans  la  première  formule  d’approximation  par  excès  a 

, ce  qui  donne  1 y ii,  c’eft  la  fécondé  racine 

approchée;  je  l’élcve  à la  fécondé  puiftance  pour  la  com- 
parer à l’équation  propofée,  en  la  fubftituant  a la  place 
de  zE. 


—77 

* 15 


Multiplication. 


zzy 


fil 

900 


zzy  - 
ou  zzy 


m 

!° 

750 

3° 

-zy 


fil 
$00 
J _ 


ZOO 


T* 


Analyfe. 
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Subfiitution . 

zz  = 1 200  =100  -+-  t , or  la  différence  des  deux 
membres  de  cette  équation  cft  d’environ 

3°.  Pour  avoir  une  troifiéme  racine  encore  plus  ap- 
prochée , je  me  fers  de  la  fécondé  formule  d’approxima- 

4 ** k ~~~j  > dans  laquelle  je  fubftitue  à la  place 


tion  a 


8 a> 


A X lif  X lf  — Clf 


des  lettres  leurs  valeurs,  j’ai  1 y j 

qui  donne  ty 7vj,s-~oxlf 

qui  fe  réduit  a iy  — ==  iy 


X H7J — 4-xijxij  » 

XlfOO Ci  J 

IJ 


lui} 


17IJÎ  — «joo 

z-  , c’eft 


la  troifiéme  racine  approchée. 

Préfentement  j’éléve  au  quarré  cette  valeur  , & je 
fubftitue  fon  quarré  dans  l’équation  z 1 ==»  100  pour  con- 


1 quarré 
noître  la  différence. 


{ 1015  { z*zyo  { zy  (7)  *>»>&•"- 

- Û .. 


z . 


zoyo 
57S-o 
• Ji*  5 
6 z y 


{ { loyoff  6 y 


1 

o 


775^ 
19^0:6.  y 


x iy 


iZi  Multiplication. 

ioiy 


«7/ 

IOif 
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zz! 1^7 


7 

lojoéfj 


ou  11  j i s { = ioo 1 , l’erreur  par  excès  eft  de 

i , & le  quarré  du  numérateur  & du  dénominateur  eft 
d’environ  moins  d’une  unité,  ainfi  l’erreur  n’eft  pas  dans 
le  quarré  de  ^ , par  conféquent  il  eft  infenfible  dans  la 
racine. 

On  peut  trouver  une  quatrième  racine  encore  plus 
approchée  en  continuant  fur  une  troifiéme  formule  d’ap- 
proximation , & ainfi  de  fuite  à l'infini, 

Réfolution  des  Equations  irrationclles  du  fécond  degré  , 
compojees , ou  ajfettées  de  termes  moïens. 

Je  réduis  toutes  les  équations  composées,  ouaffc&ces 
de  terme*  moïens  aux  trois  formules  fuivantes, 

i°.  . . z1  mz  h " = o 

z°.  . . z1  mz  h"  = o 

j°.  . . z1  mz  -f-  h"  = o 

dans  lefquellcs  l’inconnue  eft  z.. 

m eft  le  nombre  qui  multiplie  l’inconnuë  linéaire  , qui 
fc  nomme  improprement  le  coefficient. 

h"  eft  l'homogène  , ou  le  dernier  terme  de  l’équation  , 
fon  expofant  en  chifre  romain  marque  fes  deux  dimen- 
fions  &c  non  pas  une  fécondé  puiffance. 

J’employe  deux  Méthodes  pour  réfoudre  ces  équa- 
tions. 

La  première  confifte  à transformer  d’abord  l’equation 
propolée  dans  une  équation  pure  & fimple  yl  = h",  en 
faifant  évanouir  le  fécond  terme,  pour  la  réfoudre  com- 
me les  autres  équations  pures  Sc  (impies  par  les  formules 

z z ij 


4io  Analyse  cenerale, 

générales  pour  trouver  la  valeur  de/  , que  l’onfubftituë 

enfuite  dans  la  valeur  de  z , ce  qui  donne  fa  valeur  defirée. 

La  féconde  Méthode  confifte  dans  des  formules  par- 
ticulières pour  opérer  direftcmenc  fur  l’équation  pro- 
pofée.  — 

PREMIERE  ME'THODE. 

Réfoudre  par  transformation  & fubfituticn  les  Equations 
irrationnelles  du  fécond  degré  qui  font  compofécs , ou  af- 
fectées de  termes  moiens. 

Premier  Exemple.  Dans  la  première  formule  du  fécond 

degré  zl}  H—  mz h"  =■  o.  Soit  l’équation  propofée 

z1  -t-  loo z 300  = o. 

Préparation.  D’abord  pour  faire  évanoiiir  le  fécond 

terme , je  fuppofe  z =y iEÜ-  & zz  =/1 iSS? 

— 1-  10°'  °f , &:  fubftituant  ces  valeurs  à la  place  de  z 8c 

4 

de  zz  dans  l’équation  propofée , je  trouve  unc*équarion 
pure  &:  fimple  qui  n’a  plus  de  fécond  terme  comme  il  fuit. 

Sulfitation. 


y 


aoo y | 100. 00 

» 4 


H—  1 00a  = . . . -+-  i ooy  • — 

300  = ■.  300 


Transformée/1  oy  100~ 00  = o 

4 

300 

ce  qui  donne/1  = zy.  00  300 , ouf  = z8.  00. 

C’eft  l’équation  tranformée  où  il  n’y  a point  de  fécond 
terme.  L’homogénc  z8.  00  eft  un  quarré  irrationel  com- 
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pris  entre  les  deux  quarrez  prochains , fçavoir , le  moin- 
dre 1704  dont  la  racine  eh  y z , ic  le  plus  grand  z 809  donc 
la  racine  eft  y j. 

Donc  la  racine  irrationclle  de  1800  cft  plus  grande  que 
y z,  mais  plus  petite  que  y y.  Si  je  prends  la  moindre  ra- 
cine y z qui  cft  trop  petite , je  me  fervirai  de  la  formule 
d’approximation  par  défaut  aa  -4-  b\  mais  fi  je  prends  la 

racine  y 3 qui  eft  trop  grande , je  me  fervirai  de  la  for- 
mule d'approximation  par  excès  aa b. 


Première  opération  par  la  formule  d’approximation 
par  defaut  aa  H—  b. 


i°.  J’ai  fuivant  cette  formule^1  = z8. 00  = aa  -4-  b 
= z7.  04 -4— 96.  Donc  b = 96  &c  a ==  y z.  C’cft  la 
racine  par  défaut  approchée  à moins  d'une  unité  près. 

i°.  Pour  trouver  une  féconde  racine  plus  approchée,  je 
me  fers  de  la  première  formule  d’approximation  par  dé- 
faut a -4-  — , &:  fubftituant  à la  place  des  lettres  leurs 

2 4 

valeurs  trouvées , j’ai  yz  -4-  ~ qui  fc  réduit  à yz.  -4-  -jy 
( en  divifant  les  termes  de  la  fraftion  par  leur  divifeur 
commun  8 ) Voilà  la  fccovdc  racine  plus  approchée. 

Je  l'éleve  à la  féconde  puiffance  pour  la  comparer  par 
fubftitution  dans  l’équation  propofée. 


- = yz 
= x yz 


z7°4 


ZZ  t=  Z704 


T 1 

1 J 


1 1 
I i 


{ .i  { .1,8 


6 14 
I } 

* * 4 
l $ 


114 

X 69 


il 7 

7=8 
7 8 

O O 


1148 

* i 


■tî5  = z7o4-i-s>«-+-  fri  = 1-800 


1 4 4 
1 69 


Donc  la  différence  entre  les  deux  membres  de  l’égalité 

zz  iij 
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cft  Üf  dans  le  quarré,  qui  cft  leur  différence  par  excès. 
Donc  l'erreur  dans  la  racine  cft  de  moins  de  7^. 

j°.  Pour  avoir  une  troifiéme  racine  plus  approchée , je 
fubftituë  les  valeurs  des  lettres  dans  la  fécondé  formule 

d’approximation  par  défaut  a -t-  ce  d°nnc 


S2- 


8«  s -4-  4.1I 

4 x 1704 x g6-4-s>6xp6  qUi  donnc  j t 


8 x 140608-4-  4 x Jixp<S 

10.  38.  336-4-  9*16  _ 

11.  24.  64-+-4JÏ1 


ou  51 


10.  47-  1S*" 

11.  25.  8j  6. 

îüL.  C’eft  la  troificme 
1 76 


-f-  !2£3’,  qui  donne  enfin  yz 

racine  approchée  ou  troifiéme  valeur  de^  que  j’éleve  au 
quarré  pour  la  fubftitucr  dans  l’équation  transformée 
comme  il  fuit. 

{ 17«  { <»4  { hî  2>/w>"- 

* 14^4 
178:4 

6 . .. . 6 


I z 8 


.T 


x yz 


276 

276 

2£tf 

276 


Multiplication 


yy  = *7°4 


MP* 
2 76 
ijj'* 
276 


76176 


Z7°4 


26624 

276 


76176 


Donc  /"  = Z704  + ?S  = z 8.  00.  Mais  il  y a le 
qnarrc  de  la  fraction  qui  eft  1 excédent , 7<l -76  qui  eft  la 
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différence  des  deux  membres  de  l’équation , que  l’on  peut 
diminuer  à l’infini  en  continuant  les  approximations. 

4°.  Puifque  la  troifiéme  valeur  de^eft  yz  -t-  je 

fubftituë  cete  valeur  dans  l'égalité  z.  = y pour 

trouver  la  valeur  de  t,  & la  fubftitution  me  donne  z. 

= TTi ~T“  ce  qui  donne  z,  = jo  -+-  jz 

ï7«  -7—  2 ~ H rfï  & fubflituanc  cette  valeur 
Ion  quarré,dans  l’équation  propoféez,1  xooa 300 

Subjiitution. 

s = z -f - 1ÏÊ 
176 

x z.  = z -h-  ±1? 

17  6 


ziL  = 4 -+-  I£ 14  6m6 

Z76  76176 

ou  S = 4 4-  J + I6=g. 

-I-  IOO  -4-  HÉ  X IOO  = zoo  ■+■  92.  = zoi. 

176 

Donc  Zj  z*  . — 1 —[ ■ 3 

-+"  I OO  Zj  = -4-  251 

300  c=  300. 

= o = o.  Les  deux  membres  de 

l’équation  font  égaux  , donc  la  racine  eft  trouvée  j c’cft 
la  petite  racine  dans  cette  opération. 

Seconde  opération.  Suivant  la  formule  d’approxima- 
tion par  excès  aa b , i°.  je  prends  dans  l’équation  tranf- 

formée y1  = z8.  00  , la  racine  y 3 = a du  quarré  pro- 
chain plus  grand  , z <.  09  >=aa  ; donc  le  refte  7 b 3 

fuivant  la  formule  aa b.  J’ai  ainfi  pour  première  ra- 

cine approchée  par  excès  33  =a. 

1°.  Pour  avoir  une  fécondé  racine  , je  fubflituc  les  va- 
leurs trouvées  des  lettres  dans  la  première  formule  d’ap- 


414 


Analyse  generale, 


proximation  a i- , ce  qui  donne  j 5 n«.  Ccft  la 

féconde  racine  approchée , dont  le  quarré  eft  18.  09  — 9 
j 18.00 — '777  Donc  l’erreur  par  excès  eft 

de  yî^dans  le  quarré  , Se  par  confisquent  Bien  moindre 
dans  la  racine.  -, 

, o.  pour  avoir  une  rroifiéme  racine  encore  plus  appro- 
chée ic  fubfticuë  encore  la  valeur  des  lettres  dans  la  troi- 

fie  me  formule  d’approximation  par  excès  a ■ 


4 x 2805  x p ■ 


8*’  -4-4 

sx9;=:qui  fe  ré- 


4xjî  xp 

— 10  ,10'  quife 


ce  qui  donne  y ==  J3  g x 
duit  a y } npzpi4 

réduit  enfin  à y = î 3 " +TT7  ou  H rrr  > c 
rroifiéme  racine  approchée  , que  j’éleve  au  quarré  pour 
le  fubftitucr  dans  l’équation  transformée  , c eit  18.  09 

"■  qui  donne  z8.  09  , ou  x o environ 


44Î  X 


t 7<S4 


' ■ • 1 - . — yi  m « V J 

à caulc  de  la  deuxieme  fraûion  qui  eft  pofitivc , c’eft  donc 

z8.  09-  9 4-,  ou  z8. 09 xo .Donc!  erreur  dans 

le  quarré  de  la  racine  eft  à moins  de  l’unité  près , Se  on 

peut  encore  en  approcher  à l’infini.  . , 

40.  Subftituant  enfuitc  cette  valeur  de;-  dans  1 égalité 
, on  trouvera  2.  = - — 5°  5 5 4»ir 

ou  2,=  3 7TT-S  & parla 


*=_; 
ou  2, 


42 


fubftitution  la  valeur  de  2. , qui  étant  fubftituec  avec^fon 
quarrédans  l’équation  propoleC2,1  -4-  100  2.— 300  — o, 
on  trouvera  quelle  eft  la  différence  entre  les  deux  mem- 
bres de  l’équation. 


zz  — - 1002  -4-  300 

5>— £ 3°°  — Ht  ■+ 

ou  enfin  9 -1-  300 — 9 — 300. 
ZL  -4-  IOO  Z 

différence  qui  n’cft  pas  fcnfible. 


300 


Les  fra&ions  étant 
évaluées  donnent  la 

Second 
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Second  Exemple,  Dans  la  fccondc  formule  du  fécond 
degré  zr mz h"  = o. 

Soit  l’équation  dans  la  fcconde  formule  du  fécond  de- 
gré z,1 roox, 300=^0.  » •’  ’ '■ 

Préparation.  D’abord  je  fais  évanoüir  le  fécond  terme 
en  fuppofant  z — -y  Sc  fon  quarré  zz  = ÿ- 

-+-  ioo_/  -+-  -1-°-  — , Sc  fubftituant  ces  valeurs  à la  place 

4 

de  z Sc  de  zz , dans  l’équation  propolce , je  trouve  l’équa- 
tion transformée  pure  Sc  fimple  fans  fécond  terme,  com- 
me il  fuit. 


zz  =s  y~  — ioo y -f- 


IOO.  00 

4 


1 002,  = ..*  X OO y — - r 

300  = -•  300 


Transformée  y 1 o y 


qui  donne  y1  iy.00 300  = 0 ' 

ou  y1  = zj.  00  -4—  300  = iS.oo. 

Voilà  l’équation  transformée  qui  n’a  point  de  fécond  ter- 
me Sc  dans  laquelle  il  faut  trouver  la  racine  quarree  de 
18.  00  qui  eft  compris  entre  les  deux  quarrez  parfaits  S& 
rationcls  ; fçavoir , le  moindre  1704  dont  la  racine  eft 
yi>  Scie  plus  grand  prochain  1809  dont  la  racine  eft  5-3. 

Première  opération . Par  la  formule  d’approximation 
par  défaut  aa  -+-  b , i°.  j’ai  fuivant  cette  formule^1 
= 18.  00  = aa  -h-  b , = 1704  -4-  96.  Donc  b — 96 
* = y 1 » c’eft  la  première  racine  approchée  à moins  d’une 
unité  près. 

z°.  Pour  trouver  une  féconde  racine  encore  plus  appro- 
chée, je  me  fers  de  la  première  formule  d’approximation 
Analyfe,  aaa 


42.6  Analyse  cenerali, 


a -+-  — dans  laquelle  je  fubftituë  les  valeurs  trouvées 

Z * 

de  a & b , ce  qui  donne  yi  -+-  qui  fe  réduit  en  divi- 
fant  les  termes  de  la  fraftion  par  leur  commun  divifeur 
8,  à j£  -+-  ~.  C’eft  la  fécondé  racine  approchée.  Je 
l’élevc  à la  fécondé  puiffance  pour  la  fubftituer  dans  l’é- 
quation propofée , & j’ai 

Î*  4t 

* y*  H-  TT 

27°4  ■+*  ■i7T  -H  rr,  ou  1704  -f-  96  -f-  = «. 

Or  r.s==i8.oo.  Donc  l’erreur  par  excès  eft  de 
dans  le  quarré.  Donc  l’erreur  dans  la  racine  eft  de  moins 
de  ^ par  excès. 

30.  Pour  trouver  unerroifiéme  racine  plus  approchée , 
je  me  fers  de  la  fécondé  formule  d’approximation 


4Aab-t-h'  jans  iaC|Ueiie  fubftituant  à la  place  des  let- 

8»*  -+-4 Ab  n r 

très  leurs  valeurs,  j’ai  y t _l_  4 x x7°4  x 96 -+-j*xP6 


donne  ji 


8 x 140608  4 x ji  x 96 

10.  }8.  j}6-f-pii6  104733» 


1 1 »4  64  -4-  4yy*. 


y» 


1129836 


qui 
ou  yi 


-1-  ûllî  = y a H-  — c’eft  la  troifiéme  racine  encore 
441}  , ,176  y 

plus  approchée , que  j'éleve  à la  fécondé  puifTance  pour 
la,  comparer  avec  l'équation  propofce. 


^ 166 14  ^ 96 


Divijion. 


9.. .  1484 

178  ;'4 

6 .. ..  1 6y  : 6 
refte  1 a 8 


\ 

i 

1 


l 
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— Multiplication, 

xyi  r 

'Jl  - :i.  j 

176 


4*7 


:r  : : 

y.  • •? 


i7°4 


«»«*  . 
176 

76176 


2-7  °4 


26614 


76176 


76176 


: l800 ■ 


276 

ou  1704-4-  96 

' IO64O  10640 

40.  Je  remarque  dan*  ji  -4-  *7717777- quc  les  deux  Ter- 
mes de  la  fra&ion  fe  peuvent  riduire  à ~ , -car  l’-aatc- 
cédent  a pour  divifeur  exaCt  1 1 , te  le  confeqüénr  ou  dé- 
nominateur fe  divife  aufli  exactement  par  1 } t ainû  j’ai 

y = î2-  “4"  n-  . . 

D’abord  je  fubftituë  cette  valeur  dans  l’équation  (im- 
pie z =7  -t-  —,  ce  qui  donne  x.=a  101  -h-  ,dont 
le  quarré  zz  = 104.  04  -4-  -J—  , qui  fe  réduit  à 

104.  04  -f-  î88  -4-  , endivifant  la  fécondé  fraCtion 

par  fon  dénominateur  13  , ce  qui  me  donne  ioy.  92, 

,4_  ~ 

* 16  9" 

y°.  Je  fubftituë  ces  valeurs  en  nombresdex  & dez& 
en  leurs  places  dans  l’équation  propo&e  xa  =s  xqq  *. 
Hr-  300 , ce  qui  donne  , . . 


zz  ■ 


IOO  Z 


300 


ioj.92  -4-  ^ = 102.52-4-  300==  ioy. 91*. 

{ lîx  { 2.448  { ) 


1 

8 

8 


1 i 

11:4 
10  4 
z 4:8 
104 


'0 
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42.8  Analyse  cenekale, 

La  différence  des  deux  membres  de  cette  équation  eft 
donc  -+-  , c’eft  l’erreur  dans  le  quarré  , donc  l’er- 

reur dans  la  racine  approchée  eft  moindre  que  — par 

excès.  , 

Opération 


joo  z = loi  -t-  fy 
x ioo 


lOl.  oo. 


(=>*■+■) 


donc 

100  z, 


TOI. 


-..j;  • 

Divijïan 


I zoo 


9 • • • I 17 

j : O 

'j  S . . z 6 

4 . 

* = ioz  -f-  77 

Kz,'s=*  xoa  -t-  f|  1 J 


_ r:o 


io4- 04 Hn  •+•  77;  ;; 

« • • Æ 


144  ,H;il  !l> 


■>  ' 


1114 
: ■» 


•t  • 1 1 


2,  = 104.  04 
donc  z 1 = 


itff  (-*§*?**•  ) 


ï°J-  J*  -F'îT 


*44 

T7* 


On  peut  encore  continuer  l’approximation  à l’infini  , 
en  fc  fervant  d’autres  formules  d’approximation  tirées 
des  principes  que  nous  avons  établi  dans  la  première 
Scftion  de  ce  livre. 


0 . i 

■h  o z 


Ï.K. 
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Seconde  opération.  Suivant  la  formule  d’approxima- 
tion par  excès  a a — b , io.  j’ai  fuivanc  cette  formule  dans 

l’équation  propoféc  réduite ÿ~  = z8.  oo,  = aa b 

= z8  09 , où  b — 9.  donc  a = 33.  C’d*  la  pre- 

mière racine  approchée  par  excès  à moins  d’une  unité 
près. 

z°.  Pour  avoir  une  fcconde  racine  plus  approchée,  je 
me  fers  de  la  première  formule  d’approximation  par  ex- 
cès a — te  fubftituant  à la  place  des  lettres  leurs  va- 

leurs,  j’ai  33  77J,  c’cft  la  féconde  racine  approchée. 

Je  l’élcvc  au  quarré  pour  la  comparer  avec  l’équa- 
tion pure  te  fimplc  réduite. 

n — rb 

x 53 rfr 

8*  477  1 SK 

• -T-  1 1 X 34 

477  • % 

106 

O „ 9 54  1 * 1 

2,0.  09  - lo6  “T*  ni  j* 

ou  3,809 9 ==  z8oo  -f-  voilà  l’erreur  par  ex- 

cès dans  le  quarré. 

^ 10 6 954  { 9 

9 954 

| 81  { lliî*  { U8 

I ...  81 

31:5  - 

3 • • • l4  i 
70 : 6 

8 ...  54  S 

4 

/ 

iij 
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3°.  Préfcntcment  pour  avoir  une  troifiéme  racine  en- 
core plus  approchée  , que  les  deux  précédentes , je  me 
fers  de  la  fcconde  formule  d'approximation  par  excès  , 

— 4 *ab~^47t’  ^ans  ^a9uc^c  )c  fubftituë  les  valeurs 


84*  . 


& des  lettres  a & b & de  leur  puiflances  trouvées  dans 
les  opérations  précédentes  , &c  la  fubftitution  de  leurs 
valeurs  donne  î3  4 *x8o„x  9-4-»x  , 


qui  donne  j3 


8 x 148877 4 XJJXJ, 
101114  -f-  Si 


IIÿlOl6-|-  1908 


y 3 


y3 


jo6 


y3 


53 


ro  ii  oj 
119  i»  14 

4» 


-iï-  , c'eft 

4«37 


‘ ' 14SIJ 

la  troifiémc  racine  approchée , que  j’éléve  au  quarré pour 
la  comparer  par  fubftitution  dans  l'équation  ^szSoq» 

4t 

53  - 


53 


4137 

41 


4*37 


i8.  05 


m£ 


i7<4 


4*37 
m 6 

VU 


171147  69 


o 44fi  f 

l8-  05  — w 


»7«4 


9 HK  = y , c’eft  la 


17114765» 

ou  1809 IO  -f-  OU  1809 

troifiéme  racine  approchée. 

40.  Enfuitc  pour  avoir  la  valeur  de  z & de  z1  dans 
l’équation  je  fubftituc  d’abord  cette  valeur  de  y que  je 
viens  de  trouver  dans  l’égalité  fimple  z = y 


ce  [qui  donne  * = yo  Hh-  53 ~ , ou  a. 


_6_ 

6?  1 y 


I03 


Pareillement  pour  fubftituer  cette  valeur  en  la  place 
de  a1  dans  l’équation  propolee  , j ’élcve  au  quarré  cette 
valeur  trouvée,  comme  il  fuit. 
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103  — ~ 

* 

xaj==,  103—^ 

z,1  = 10609 ou*=  10609 lotf 

-+-  | environ. 

or  2,1  = 10605? 108  •+■  f , donc  a1  = ior.  01. 

-+-  f 

I OO  Z = I OO  X I o J ■—  = 102.00 ^(I00) 

=s  1 01.  00  ; or  loi.  00  — f—  300=  iojoo  . 
Subfitutien. 

zz  = 100  z -f-  300 

ou  10 y.  01  — f—  | = loi.  00  -+—  300  = ioy.  00. 

La  différence  dans  le  quarré  eft  1 -+-  £ environ,  mais  on 
peut  la  diminuer  en  continuant  l’approximation  à l’infini. 
Dans  la  troijiéme formule  des  équations  du  fécond  degré. 

z1  100  z 300  = 0,  ou  z,1  = 100  z 300, 

comme  elle  eft  prefque  femblable  1 la  première  formule, 
cela  me  difpcnfe  d’entrer  dans  le  détail  de  l’opération 
qui  eft  la  même. 

J'ai  par  les  formules  d’approximation  par  défaut 

zz  =s  1002, 300 

8 = 192  300 

Et  par  les  formules  d’approximation  par  excès  je  trouve 
z1  = 100  z — 300 

— 9=  191 300.  avec  une  différence infenfible  qui 

réfulte  de  l’évaluation  des  frayions  , que  je  néglige 
pour  abréger. 

Parallèle  de  l’approximation  fur  un  même  exemple  dans 
les  trois  formules  des  équations  du  fécond  degré. 

Dans  le  réfultat  je  néglige  les  fraftions  qui  font  in- 
fcnfiblcs. 
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j4ji  Analyse  generale, 

i°.  Dans  la  première  formule  z1  —H  iooa  s=  300. 
la  première  operation  donne  8 -4-  291  = 300. 
la  fécondé  opération  donne  9 — f—  291  =300. 

i°.  Dans  la  féconde  formule  z'-  ='  100  z -t-  300. 
la  première  operation  donne  10392  = 10292  -t-  300 
la  fécondé  opération  donne  ioy.  01  -+-  f = 102.  00 
<+■  300. 

30.  Dans  la  troifiéme  formule s‘=ioo2 300. 

la  première  opération  donne 8 = 292 3 00 

la  féconde  opération  donne 9=191  300. 

Ces  équations  irrationelles  font  contenues  dans  l’inter- 
val  des  deux  équations  rationcllcs;  fçavoir,  l’équation 
z1  -4-  1002,  = 204,  dont  les  racines  font  z -if—  102 

c=  o , & z 2 = o,&  l’équation  z1  — f-  1002  = 3 09 

dont  les  racines  font  z -f-  103  = o , z — 3 = of 


Z>  -+- 
X z 

101  as^B  0 
2 = 0 

2.1  “f- 

102  Z 

2 Z 

204  = O 

-f- 

IOO  z" 

204  = O 

Z — t— 
X z — 

IO3  = O 
3 = O 

z~  -4- 

M 

0 

O»» 

H l' 

1 

309  = O 

-4- 

IOO  2 

309  = O 

z 102  = o 

x z -f-  i = o 

Z1  102  Z 204  = O 

-f—  2 Z 

Zx  - IOO  2 204  = O 


Z — — 
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x z —j—  j = O 


ZZ  103  z.  30g  = 0 

H-  3 * 

te.1 

IOO  z 

VM 

0 

Vû 

II 

0 

X. 
X z. 

— t—  1 0 * : 0 

— H * = 0 

<s; 

4-  102.  z 
—f—  z z — f— 

104  = 0 

s1 

-4—  104  z — f— 

204  = 0 

te. 
x z 

-4-  103  t=  0 
-+-  3 

zr 

— f-  103  z — J— 
H-  3 £ 

0 

II 

c\ 

O 

z1 

— H 106  z -4— 

305  = 0. 
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Rcfolution  des  équations  irrationelles  du  tro'tfiétne  degré 
pures  & /impies,  par  les  formules  d'approximation. 

Dans  les  équations  pures  &:  fimplcs  du  troifiéme  de- 
gré,comme  z.'  = i oo.  ooo  = a'  -+-  b , dont  l’homogéne 
n’eft  pas  un  cube  parfaic,mais  imparfait  compris  entre  les 
deux  cubes  parfaits  prochains  5 fçavoir,  le  moindre  973  3 6 
=a'  dont  la  racine  cft  4 6 = a,  qui  étant  ôtée  de  l’homo- 
gène propoféc  = a * -4-  é,  il  refte  -4-  b = 1664-,  & 
entre  le  cube  plus  grand  103.  813  = af  donc  Uracinc 
cft  47  = a,  dont  ayant  ôté  l’homogénc , la  différence  cft 
3.  8*3  == b. 

Donc  la  racine  z.  du  cube  imparfait  propofe  eft  plus 
grande  que  4 6 , Sc.  plus  petite  que  47. 

Soit  z-»  =3  100.  donc  z.  > 4 , dont  le  cube=  64 
Analyfe.  y y y 
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qui  cft  trop  petic  de  36  , mais  foit  2.  = y , Ton  cube 

e=  izy  qui  excède  100  de  zy. 

Fremiére  opération  par  la  formule  d'approximation  par 

défaut  pour  la  racine  a -3-  ■ 

i°.  Suivant  cette  formule,  foitx,*  = ioo  = <1-t-  b 
s==  64  -3—  3 6. 

La  première  racine  cubique  approchée  par  défaut  cft 
4 = a &:  b= s 3 6. 

i°.  Subftituant  ces  valeurs  dans  la  première  formule 

d>  . a b . 4X|( 

approximation  <1 


donne , 


144 


J4’- 

ou  4 


r>)al4-+- 

144 , ic  reduifant  les  deux 


1^1  )6  ^ 118 

termes  de  la  fraftion  à leur  plus  fimplc  expreflion  , j’ai 
4 -3-  t|  , c’eft  la  féconde  racine  plus  approchée. 

z°.  J’élévecctte  racine  à la  troifiéme  puiflance  pour 
la  fubftitucr  dans(l’équation  propofée  , &c  la  comparer 
comme  il  fuit, d’abord  je  réduis  l’entier  avec  la  frac- 
tion 4 -+-  dans  une  feule  fraftion  f|,  multipliant  l’en- 
tier par  le  dénominateur  15>,&  ajoutant  le  numérateur  iz 
au  produit. 


«81471 


= 99  -H  ^ > Iequel  ne 


Or  le  cube  de  — 

«8fj 

diffère  du  cube  propofé  100,  que  de  ,ce  qui  donne 
une  racine  très-approchée. 

3?.  Mais  fi  l’on  veut  une  troifiéme  racine  encore  plus 
approchée  , il  faut  fubftituer  les  valeurs  trouvées  ci- 
deffus  en  la  place  des  lettres  dans  la  féconde  formule  fui- 


vantc , 


..  X 4* 


.*> 


) 4>  -3-4 


d qui  donne  iy  __  j 

}X«4~H« 

I«(*88 -3- 4«*1«  U1Ç44 


ce  qui  donne  — 8 

* I91  — f*  ll96  l£i  “4" 11 9*  1488 

= d=  {,  enfuitc  fuppofer  la  fécondé  racine  trouvée 

« h 


3*’-3-4 


= c , & fubftitucr  ces  valeurs  dans  la 
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fécondé  formule  d’approximation  du  croillémcdegjx  par 

défaut  c -4-  qui  peut  aufli  être  exprimée  d’une 

manière  abrégée  par  les  feuls.  lettres  4 & b k en  rédui- 
fant  le  numérateur  & le  dénominateur  à leur  plus  fimplc 
expreflion. 

■ On  peut  de  même  continuer  l’approximation  à l’infini, 
mais  cette  fécondé  cft  immenfc  , ainfi  elle  fuffit  dans  la 
pratique. 

Seconde  opération  ^fuivant  la  formule  d approximation 
f*r  exc's  4 

i°.  Soit  z.’  = ioo  = 4’ b = i zy zy  , donc 

4=  y , c’eftla  première  racine  approchée  par  .excès , &: 

z°.  Pour  avoir  une  fécondé  racine  plus  approchée,  je 
fubftituc  les  valeurs  trouvées  de  a &c  l dans  la  première 

formule  d’approximation  par  excès  a ■ — . prqrT’  c c^ 

f 5x11  j— h U ^ }7j  — f"  ^ 400'^* 

I,4  qui  fc  réduit  enfinà  4 -4-  c’eft  la  fécondé  ra- 
cine plus  approchée. 

3 o.  Je  cube  cette  racine  4 -4-  rj.,fon  cube  eft  100  , 
_4_  JiL  t qui  approche  davantage  par  excès  que  l’ap- 
proximation par  défaut  4 7*  trouvée  dans  la  pre- 

mière opération. 

Parallèle  des  deux  approximations. 

L’approximation  par  defaut  4 -4-  donne  7* , qui 

étant  réduite  en  partie  décimales  par  l’opération  fui- 

, • <M58  — 

vante  donne  au  quotient  s = 4 : IOOOO- 

L’approximation  par  excès  4 -1-  donne  77  qui  étant 

bbb  ij 
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réduite  en  parties  décimales  comme  il  fuit , donne 

<4*8?  -f* 

* 1 ■"  4 * 10000 

Divifeur.  Ç Dividende,  f Quotient. 

1 9 \ 88:0000  X 4 : 63.  1 y.  8 

4 • • 7* 

11  : o 
6 . . 11  4 

6 : o 

3 • • • î 7 

3:0 

I • • • # I ^ 

I i : e 

f .....  9 y 

I y : o 

8 *"b— * ....  1 y 1 

Divifcur.  Ç Dividende,  f Quotient. 

14.  <>  y : 0000  4 : £4.  18.  y ~f~ 

4 . . y6 

9:0 

* . 84 

6:  o 

4 . . . y 6 

4:0 

1 • m . . X S 

I z : o 

8 . . . . 1 1 z 

8:0 

5 -+" 7 °- 

Or  cette  dernière  donne  un  quotients  =4  -f-  f«  , 
&rc.  qui  cft  beaucoup  plus  approché  par  excès  que  le  pré- 
cédent s = 4 Hr-  ri , &c.  n’cft  approché  par  défaut' 
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Ee fol  ut  ion  des  équations  irrationelles  du  troifiéme  degré 
affeélées  de  termes  motens. 

Régie  générale.  Par  la  différence  des  deux  fommes  al- 
ternatives. 

Exemple.  i°.  Soie  x5  =3-  oo.  oox I.  ooo.  ooo, 

j’ai  par  tranfpolkion  3.  00.  oox—  1.  000.  000. xK 

donc  5.  00.  00*  > j . 000.  000. 

D’ailleurs  x > 3 3,  car  3 3’  = 33.  937.  qui  eft  moin- 
dre que  1.  000.  000.  la  différence  eff  96.  40.  63. 

De  même  x > 34,  car  -34*=  39.  304, mais  x •<  3 3, 

car  33  =41.  87  3 qui  furpaffe  3.00.00X. 

C’eft  pourquoi  luivant  la  régie  générale  expliquée  dans 
la  première  Scélion  de  ce  livre,  je  fuppofe  x =v*+-7> 
c’eft-à-dirc,  = 17  -4-7,  je  fubftituc.  cetre  valeur  à la 
place  de  .v,  & fon  cube  à la  place  de  x?  dans  l'équation 
propofée  , ce  qui  donne  la  transformée  f -4-  31  77 

-f-  8677  -h-  4913  = 3.  00.  007 49.  00.  00. 

Je  fais  deux  équations  des  deux  fommes  alternatives, 
la  première  compofée  des  termes  impairs , la  féconde 
compoféc  des  termes  pairs,  & j’ai 

i°.7}  -t-  8677=130007 143.000. 

i° . 3 1 yy  491 3 = 1 30007 243.  000. 

dans  lcfqucllcs  le  fécond  membre  cft  la  moitié  du  fé- 
cond membre  de  l’équation  transformée  3.  00.00007 
— 49.  00.  00. 

30.  Pour  trouver  la  valeur  de7  ,je  peux  mefervirde 
l’une  ou  l’autre  de  ces  deux  égalitcz.  Je  me  fers  ici  de  la 

première  ,7*  -f-  8677  = 1 30007 243  000 , j’ai  par 

tranfpofition7' = 1 30007 8677 143.000,  qui 

donne  par  fouftraûion  y'> 141337=  143  000. 

D’où  je  tire  la  valeur  de  v=  17  *"  '■*'  v donc  x = 14 

* * 73.  U.  17.'  ? ^ 

f‘”’  fuivant  la  Méthode  des  Problèmes  plus  que  dé- 

75.11.17.  1 1 

blb  iij 
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terminez , cnfuite  je  fubftituc  cette  valeur  & fon  cube 
dans  l’équation  propofce , la  fubftitution  donne  l'homo- 
géne  propolc  à moins  d’une  unité  près. 

SubJHtution. 

„„„  . no.inv 

300.  oox  =a  1.  041.  888.  1<lt7, 

il*.  oi9f 

— *?  = — 41,  888-  ■+• 


= ....  1.  000.  000 
Aulicu  qu’en  fuppofant 
x = 34,  je  trouve  Ç Etx=3f 

3.  00.  oox=i.  ozo,  000.  >.  • 3.  00.  OO  X = I.  O JO.  OOO. 
— . x>  — — 39.  304  c — x>=  — 4L.  87 y 

La  différence  eff--- 19  304$  La  différence  eff  -+-  07. 1 if . 
par  défaut.  £ Par  excès. 

Remarque  première.  11  eff  facile  de  refoudre  toutes  les 
équations  du  troifiéme  degré  &c  des  autres  plus  élevées , 
lorfqu’elles  font  affedccs  de  termes  raoïens  en  les  tranf- 
formant  d’abord  dans  des  équations  pures  &C  (impies  , 

z,’ -V  é pour  faire  évanouir  le  fécond  terme  , S c 

fubftituant  cnfuite  la  valeur  de  la  nouvelle  inconnue  & de 
fes puiffances dans  l’équation  propofce,  pourvu  quelles 
ne  renferment  point  d’imaginaires.  Mais  lorfqu  d y a 
des  imaginaires , on  fe  fervirade  la  Remarque  troifiemc. 

Remarque  fécondé.  Dans  l’Exemple  precedent  on  peut 
tirer  de  l'égalité  de  la  féconde  fomme  alternative  yi  yj 
-4—  49  1 3 ■ ■ — 3.  00007  — — 49»  00. 00.  Une  valeur  irra- 
tionnelle de  y du  fécond  degrc  , qui  pourra  ctre  exprimée 
par  le  cercle  & la  ligne  droite  , dont  on  peut  tirer  des 
conftrudions  très-approchées  & commodes  pour  la  pra- 
tique, pour  la  trifc&ion  de  l’angle  , la  duplication  du 

cube,  par  une  Méthode  trcs-généralc.  • 

Remarque  tro’Jicme.  Dans  les  Equations  fort  élevées  & 


/ 
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affe&ces  de  termes  rao'icns  ; il  cft  toujours  plus  commode 
de  fe  fervir  de  la  formule  générale  , que  des  formules  par- 
ticulières. Cependant  nous  mettrons  ici  quelques  for», 
mules  particulières  qui  fe  tirent  facilement  de  la  formule 

générale  ci-dcffus.  ... 

Pour  l'équation  z,5  = pz>  — q , la  formule  îrratio- 

nelle  pour  la  racine  cft  z = 7 H-  ^ 

1/  TP  A'i-'r*  — > ou  bien  z = { * 

" }6a  II  * 

• , />—  ^ ft — l »d- 


Mais  la  formule  rationelle  de  la  racine  cft , 


= 74 


fai  p- 4-*M "fl  — 9jl  <? 

- 11  2 PP  6 a* P ^ ^ • 

Cette  formule  eft  générale  & s’étend  meme  au  cas  ir- 
réductible , &c  renferme  les  équations  qui  ont  des  racines 
réelles  &c  celles  qui  ont  des  racines  imaginaires.  ( 

Pour  l’équation  z.5  = pp  & -+*  q->  dans  lecasirreduc. 

tible , la  première  racine  eft  z°=jp -+■  y* ■ i PP  -+"  J}- 
qui  approche  par  excès  à ou  environ  dans  les  cas 

les  moins  favorables.  , 

La  fécondé  racine  eft  z.  = 7 p ]/  i pp 


<r 


if- 


qui  approche  à _i — , ou  environ  par  défaut,  & on 

peut  continuer  de  même  pour  en  approcher  a 1 infini. 
Exemple.  Soit  = 69  z,  -+-  2.40903 ^P  racine 

approchée  = 87,  on  trouve  z,  ==  H-  V «764 

qui  cft  un  peu  trop  grande  ; mais  c’eft  le  nombre  entier 
qui  en  approche  le  plus , ce  qui  fuffic  pour  la  pratique. 

Mais  fi  on  veut  en  approcher  indehniment  plus  , on 
trouve  parla  féconde  formule  d’approximation  z = ^ 
j/'—  ill  > dc  telle  forte  que  fi  on  fe  fert  de  ces  der- 
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mefure  qu’elles  font  plus  élevées,  par  le  premier  corollaire 
du  Théorème  fondamental. 

Remarque  Jixiéme.  Il  eft  évident  que  dès  qu’une  racine 
eft  exprimée  univerfellemcnc  par  une  formule  d’un  degré 
inférieur  à l’cxpofant  du  degré  de  pan  équation  , & dont 
les  expofans  font  des  nombres  premiers  entt’eux  ; on  peut 
toujours  exprimer  cette  même  racine  d’une  manière  ap- 
prochée par  une  égalité  du  premier  degré,  comme  dans 
l’exemple  précédent,  l’équation  du  3mc.  degré  fe  réduit 
à une  formule  du  fécond  degré , ou  compofée  du  fécond 
degré } c’eft  pourquoi  elle  pourra  toujours  être  réduite , 
à une  formule  univerfelle  du  premier  degré  moins  appro- 
chée ; mais  les  puiflances  de©  & q , montent  fi  haut  qu’elle 
n’eft  pas  praticable.  Ainfi  cette  vérité  qui  réduiroit  les 
égalitcz  aux  premier  degré  Sc  à la  fimple  divifion , n’eft 
belle  que  dans  la  théorie , & ne  peut  s’étendre  univerfel- 
lementàla  pratique,  comme  on  pourra  s’en  convaincre 
par  l’expérience. 

COROLLAIRE  GE'NE'RAL. 

Pour  continuer  à l'infini  l'approximation  des  Racines  irra- 
tionelles  des  Equations  & des  puijfances  imparfaites  de 
tous  les  devrez. 

En  général.  Dans  toute  équation  d’un  degré  quelcon- 

2ue  qui  a des  racines  irrationellcs  ; apres  avoir  trouvé 
eux  valeurs  approchées  en  nombres  entiers  pour  chacune 
des  racines  , l’une  par  défaut  & l’autre  par  excès  ; on 
pourra  transformer  cette  racine  irrationclle  en  quatre 
fériés  infinies  primitives  & fondamentales  fondées  fur 
deux  formules  exemplaires  tirées  , l’une  de  la  racine 
approchée  par  excès  &c  l’autre  par  défaut ,-  chacune  de  ces 
ferics  contient  la  valeur  approchée  de  la  racine  irra- 
tionelle  cherchée  ; mais  la  meilleure  de  ces  quatre  fériés 
donne  toujours  une  approximation  plus  prompte  & plus 
Analyjc , ccc 
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grande.  Comme  ces  fériés  demandent  un  grand  détail, j’en 
fais  le  fujctde  la  Se&ion  fuivante.  On  y trouvera  le  moyen 
de  transformer  en  fériés  rationellcs  infinies  les  racines. 


SECTION  QUATRIEME. 

Seconde  Méthode  nouvelle. 

Pour  refondre  les  Equations  irrationelles  ft)  1er 
puijj'anccs  imparfaites  de  tous  les  dégreva  l' infini  > 
par  des  fériés  rationnelles  infinies , les  plus 
promtes  gj  les  plus  convergentes  qui  foit  pojfible. 

' Ou  nouveau  calcul  différentiel  & intégral  réduit  à l’cx- 
prejjion  fenjible  des  nombres  naturels. 

L’CJfagc  de  cette  Méthode  s’étend  dans  toute  l’Ana- 
lyfc  générale,  &:  dans  tout  ce  qui  regarde  les  lignes 
courbes , puifqu’clle  renferme  tous  les  problèmes  où  l’in- 
connue a des  valeurs  irrationcllcs  qui  ne  peuvent  s’expri- 
mer exa&ement  en  nombres , & fur  toutes  les  équations 
& les  puiflances  dont  les  racines  fontirrationelles  ; ce  qui 
comprend  les  équations  afFcétccs  de  termes  moyens  , 
comme  celles  qui  font  pures  ôc  fimplcs , car  on  peut  tou- 
jours réduire  ou  transformer  les  équations  affe&ées  à des 
équations  pures  & fimplesen  faifant  évanoüir  le  fécond 
terme  par  les  Méthodes  connues , en  fuppofant  l’incon- 
nue x =s y f , où  je  fuppofe  a = au  coefficient  du  fé- 

cond terme , Ce  l’expofant  p égal  à celui  de  l’équation 
donnée  ; ce  qui  eft  général  pour  les  équations  de  tous  les 
degrez  où  il  n’y  a que  trois  termes  ; le  figne  ^ eft  tou- 
jours contraire  à celui  qui  précédé  le  coefficient  de  l’équa- 
tion propoféc,  que  je  fuppofe  égalée  à zéro  , car  la  fubfti- 
tution  fait  évanoüir  le  fécond  terme. 
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Après  ccttc  préparation  on  trouvera  les  racines  irra- 
tionelles  de  ces  équations  pures  & fimples,  comme  celles 
des  puiffances  imparfaites  & par  la  même  Méthoc^. 

Cette  Méthode  confifte  à exprimer  toute  racine  irra- 
tionelle  propoféc  ou  par  deux  fériés , l’une  par  excès  l’au- 
tre par  défaut  ou  par  une  feule  férié  infinie  de  termes  qui 
expriment  fa  valeur  alternativement  par  excès  & par  dé- 
faut , c’eft-à-dire  par  une  fuite  de  fractions  qui  approchent 
continuellement  de  la  valeur  défirée  à l’infini  avec  la  plus 
petite  différence  qui  foitpoftiblc  , foit  par  excès  foit  par 
defaut  j enlortc  que  dans  l’infinitiémc  terme  la  différence 
foit  nulle,  & que  la  fournie  intégrale  de  cette  férié  donne 
exa&cment , quoique  d’une  manière  inexprimable , la  va- 
leur entière  &:  exattede  la  racine  irrationelle  propofée. 

C'cft-à-dire  que  dans  le  quarré  irrationel,  comme  il 
cft  impoflible  d’exprimer  exa&ement  fa  valeur  en  nom- 
bres entiers  ni  en  fraétion  , on  ne  peut  lui  fubftitucr 
qu’une  férié  de  fractions  rationelles  telles  que  le  quarré 
du  numérateur  , ait  au  quarré  du  dénominateur  un  rap- 
port continuellement  approchant  & le  plus  approchant 
qui  foit  poffiblc&  le  plus  promptement.  C’eftà-dirc  que 
fi  le  quarré  irrationel  cft  z , ou  3 , ou  1 3 , &c.  il  faut  trou- 
ver une  fuite  qui  foit  rationellc  & par  la  Méthode  la  plus 
prompte,  la  plus  courte  & la  plus  fimplcqui  foit  poflible. 
Il  faut  aulfi  pour  la  pcrfc&ion  la  Méthode , que  les  termes 
de  la  férié  foient  alternativement  par  excès  &:  par  dé- 
faut, & qu’on  puiffe  trouver  les  limites  de  chaque  terme 
en  l’élevant  à la  puiffance  propoféc  ; ou  bien  il  faut  que 
l’on  puiffe  former  deux  fériés , l’une  dont  tous  les  termes 
foient  par  excès  & dans  l’autre  par  défaut  5 fi  l’une  de  ces 
deux  fériés  manquoit  , ce  ne  feroit  que  la  moitié  de 
l’ouvrage  de  fait,  l’on  ne  doit  rien  fouhaiter  déplus; 
mais  aulfi  on  ne  peut  pas  fe  contenter  de  moins  pour  trou- 
ver la  valeur  des  nombres  irrationnaux  qui  font  inexpri- 
mables en  nombres  par  leur  nature. 
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On  peut  comparer  cette  Méthode  des  fériés  rationel- 
les  comme  celle  du  triangle  des  rapports  au  calcul  diffé- 
rentiel parce  qu’il  y a une  divifion  continuée  à l’infini  , 
car  chaque  terme  des  fériés  donne  toujours  infaillible- 
ment la  racine  ou  le  rapport  cherché  avec  une  différence 
toujours  décroifTante  d’un  terme  au  fuivant , foit  par 
excès  foit  par  défaut. 

De  même  je  compare  au  calcul  intégral  ; la  manière 
dont  je  compare  ici  les  quatre  fériés  primitives  pour  faire 
choix  de  la  meilleure , & entre  les  termes  de  la  meilleure 
ceux  qui  donnent  le  plus  exactement  le  rapport  cherché; 
à la  rigueur  l’intégration  de  la  férié  eft  un  vrai  calcul 
intégral , nous  en  donnerons  l'intégration  qui  eft  ici 
toujours  poflible  , parce  que  la  ferie  eft  décroifTante  à 
l'infini. 

D’ailleurs  le  quotient  d’un  fcul  terme  eft  le  calcul  in- 
tégral du  même  rapport. 

Or  dans  le  choix  des  quatre  fériés  primitives , quoi- 
qu’il faille  toujours  préférer  la  plus  convergente , il  y a 
cependant  des  cas  dans  lefquels  il  faut  s’écarter  de  cette 
régie,  lorfque  les  termes  des  autres  fériés  étant  réduits 
à leur  plus  fimple  exprcfTion , donnent  un  rapport  plus 
fimple  6c  très-approche. 

SECONDE  ME'THODE  GE'NE'RALE, 

Pour  trouver  les  Racines  irrationelles  par  des 
Formules  rationelles. 

AVIS  € " ^ttc  Méthode  eft  générale  pour  les  racines 
V y de  toutes  les  pui fiances  imparfaites  6c  pour 
les  racines  irrationelles  des  équations  de  tous  les  degrez 
à l’infini.  Comme  elle  demande  un  grand  détail  nous  nous 
contenterons  de  l’expliquer  pour  le  fécond  degré  feule- 
ment. Mais  on  peut  l’appliquer  de  même  au  troifiéme 
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degré , au  quatrième  degré  Sc  à cous  les  degrez  fupérieurs, 
car  la  régie  eft  générale. 

Dans  les  deux  formules  exemplaires  pour  tous  les  de* 
grez,  4 eft  en  général  la  racine  de  l’irrationel  propofe, 

& b 'repréfente  l’unité  confiante  , xeft  la  valeur  de  la  ra- 
cine propoféc  par  excès  ou  par  défaut,  Scy  eft  toujours  le 
nombre  irrationcl  propofé. 

En  fuppofanc/»  l’expofant  d’une  puiflance  d’un  degré 

quelconque , les  formules  exemplaires  générales  font  -i. 

, ax  -h  'a^bxy  , , 

pour  le  premier  terme,  & — pour  le  fc- 

1 x -f-  *y 

cond  terme.  Ainfi  pour  le  fécond  degré  j’ai  SC 
4 x -4-  44  -H  g x 1 
X x a y. 

Des  Séries  rationelles  en  général . 

Définition,  bes  fériés  rationelles  font  des  fuites  de  frac- 
tions réglées  par  une  loi  confiante  fondée  fur  les  racines’ 
rationelles  de  deux  nombres  rationaux  , dont  l’un  eft 
moindre  , & l’autre  immédiatement  plus  grand  que  le 
nombre  irrationel  donné  ; dans  ces  fériés  rationelles , il  eft 
encore  de  leur  eflence  que  Ja  fcrie  des  dénominateurs 
croifTe  toujours  en  raifon  plus  grande  que  celle  des  nu-  J 

méraceurs,  afin  que  chaque  fraûion  diminue  de  valeur 
d’un  terme  à l’autre  à l’infini , de  telle  forte  que  fa  valeur 
devienne  plus  petite  qu’aucune  grandeur  finie  donnée  , 
quand  même  le  premier  numérateur  feroit  fuppofé  plus 
grand  à difcrétion  dans  le  premier  terme,  que  le  déno- 
minateur donné. 

D’où  il  fuit  que  quelque  valeur  qu’on  fuppofe  pour  le 
numérateur  &c  le  dénominateur  du  premier  terme,  la  fé- 
rié formée  fur  l’hypochcfc  la  plus  éloignée  prifc  à.  volonté, 

uc  iij 
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ne  laiflera  pas  d’approcher  dans  la  fuite  de  la  valeur  du 
nombre  irrationel  donné,  &c  en  pourtant  la  férié  à l’infini 
elle  donnêroit  exactement  la  valeur  défirée  en  vertu  des 
•formules  que  nous  donnerons  dans  ce  traité. 

L’ufage  des  fériés  rationelles  eft  très-étendu , puifqu’on 
rencontre  bien  plus  fouventdcs  nombres  irrationaux  que 
d’autres , lcfquels  fc  rencontrent  très-rarement , au  lieu 
que  les  premiers  fe  préfentent  naturellement  par  tout. 
Ainfices  fériés  fervent, 

i°.  pour  trouver  les. racines  des  puiflanccs  imparfaites. 
a°.  Les  racines  des  équations  de  tous  les  degrez  à l'infini. 
3°.  Le  rapport  de  tous  les  nombres  irrationaux. 

4°.  Enfin , ces  lcrics  fervent  généralement  dans  la  réfo- 
lution  de  tous  les  Problèmes  de  géométrie  &c  de  toutes 
les  fcienccs  Phifico-Mathématiques  ; c’eft  une  Méthode 
univcrfelle  pour  réfoudre  en  nombres  entiers  avec  facilité 
& fans  aucun  tâtonnement  tous  les  Problèmes  qu’on  peut 
former  fur  les  grandeurs. 

Deux  Méthodes  four  former  les  Séries  en  général. 

J’employe  deux  Méthodes  pour  former  les  fériés  ra- 
tionelles. 

La  première  Méthode  eft  celle  des  formules  générales , 
qui  eft  la  fécondé  de  ce  Traité, 

La  fécondé  eft  celle  du  triangle  des  rapports , qui  eft 
latroifiéme  de  ce  Traité. 

Ces  deux  Méthodes  concourent  enfemble  à former  la 
{crie  la  plus  parfaite  & la  plus  cxaCte  qui  eft  la  feule  que 
j’ai  en  vue , & ces  deux  Méthodes  fe  prêtent  un  fccours 
mutuel  pour  y parvenir. 

La  féconde  Méthode  qui  eft  celle  du  triangle  des  rap- 
ports donne  directement  la  férié  la  plus  exaCte , mais  elle 
a befoin  de  la  première  Méthode  pour  lui  fournir  des  ma- 
tériaux. Il  y a même  des  cas  où  la  lerie  la  plus  parfaite  SC 
la  plus  exaCte  ne  donne  pas  toujours  le  rapport  le  plus 
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fimple  ; & dans  ce  cas  il  faut  préférer  la  férié  trouvée  par 
les  formules  quoique  moins  exa&e,  mais  plus  fimple  à la 
férié  trouvée  par  le  triangle  des  rapports , lorfqu’clle  don- 
ne un  rapport  plus  compofé. 

Bu  nombre  des  Formules  & des  Séries  pour  exprimer 
chaque  nombre  irrationel. 

Chacun  des  nombres  irrationaux  peut  s’exprimer  en 
général,  ( dans  le  fécond  degré , par  exemple,  ) par 
-va;  -4-  7==  41.  Il  en  cft  de  même  des  irrationaux  de  tous 
les  autres  degrez.  xx  eft  un  quarré  parfait  immédiatement 
ou  plus  petit  ou  plus  grand  que  le  nombre  propofé,  fup- 
polc  = 41.  Donc xx^_y  = 41  = 36-4-5, ou  = 49  — 8. 
Donc  x = 6,  ou  jc  ==7. 

La  première  valeur  de  je  = 6 , donne  xx  = 3 6.  Donc 
xx  -H  y = 36  -+-  y =41. 

La  féconde  valeur  de  jc  = 7 , donne  xx  = 49.  Donc 
xx 7=49 8=41. 

Chacune  de  ces  deux  valeurs  fubftituée  dans  la  formu- 
le générale,  me  donne  une  formule  particulière  pour  cet 
irrationel  41  ; & fubftituant  dans  chaque  formule  parti- 
culière l’une  de  ces  deux  valeurs, puis  l’autre;la  fubftitution 
donne  quatre  formules  qui  fervent  à former  quatre  fériés 
primitives  & fondamentales , dont  on  peut  tirer  une  infi- 
nité d’autres  fériés. 

D’ailleurs  fi  on  prend  arbitrairement  d’autres  valeurs 
pour  x , l’une  moindre  &c  l’autre  plus  grande  à diferétion. 
On  pourra  former  d’autres  fériés  à l’infini , mais  elle  ne 
feront  pas  les  plus  promptes  ni  les  plusfimples. 

Moi  en  de  trouver  promptement  des  termes  fort  éloignez.  ' 
dans  les.  Séries. 

Comme  chaque  terme  de  la  férié  exprime  la  racine  cher- 
chée par  approximation , ou  par  exces  ou  par  défaut , qui 
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décroiflent  dans  les  termes  de  la  férié  à mefure  qu’ils  font 
plus  éloignez  du  premier  terme.  Il  eft  donc  important 
d’avoir  un  grand  nombre  de  termes , ou  d’en  avoir  de  fore 
éloignez  ; c'eft  ce  qui  m’a  engagé  d’employer  trois  genres 
de  progrelTion  dans  la  formation  des  termes  de  chaque 
férié. 

Le  premier  genre  de  progreflion  que  j’employe  dans  la 
formation  des  termes  de  la  férié , eft  la  progrelTion  natu- 
relle des  nombres,  i.  x.  3.  4.  y , &c. 

Je  me  fers  de  cette  progreflion  pour  trouver  de  fuite 
l’un  après  l’autre  tous  les  termes  de  la  férié  en  réitérant 
toujours  l’opération  fur  une  même  formule. 

Le  fécond  genre  qui  eft  un  abrégé  du  premier  genre , 
renferme  toutes  les  autres  progreflions  arithmétiques, 
dont  le  nombre  eft  infini  1 elle  fert  à fauter  un  ou  plu- 
fleurs  termes  tout  d’un  coup  fans  pafler  par  les  termes 
moyens  comme  du  premier  au  4e.  ou  du  ic.  au  6e.  ou  du 
Xe.  au  1 je.  &c.  Et  continuant  ainfi  à fauter  des  termes 
félon  la  progreflion  qu’on  aura  choifi , on  arrivera  en  peu 
de  tems  par  deux  ou  trois  opérations  à un  terme  tres- 
éloigné  fans  pafler  par  les  termes  moyens  qu’on  ne 
pourroit  trouver  que  par  un  très-grand  nombre  d’opéra- 
tions réitérées  de  fuite  félon  la  progreflion  naturelle  des 
nombres. 

Le  troifiéme  genre  qui  eft  encore  un  chemin  plus  abré- 
gé que  le  fécond , confiftc  à fauter  d’un  terme  quelconque 
trouvé  à un  terme  éloigné  en  progreflion  géométrique 
quelconque,  double,  triple,  quadruple,  &c. 

Axiome  x.  Tout  nombre  entier  comme  4, 'qui  eft  une 
fécondé  puiflance  parfaite  dont  la  racine  eft  x , eft  en- 
• core  réellement  & fans  fiétion  toute  puiflance  quelconque 
à l’infini,  dont  les  racines  font  irrationelles,  mais  nefe 
trouvent  que  par  la  divifion  infinie. 

Axiome  1.  Tout  nombre  entier  ou  mixte,  quelque  pe- 
tit qu’il  foit  , pourvu  qu’il  foie  plus  grand  que  l’unité , 

peut 


Digitized  by  Google 


Livre  second.  449 

p.uc  élevé  à une  pui  (Tance  d’un  degré  déterminé  , 
telle  que  cette  puilTancc  furpalTera  tout  nombre  donné, 
quelque  grand  qu’il  foie  , par  exemple  la  traCtion  i peut 
être  élevée  à une  puiflancc  d’un  tel  degré  que  cette  puif- 
fanc-c  fera  plus  grande  que  xo.  00.  00.  que  10000  0000, 
&c. 

Axiome  3.  Dans  toute  férié  de  fraCtions  , fi  la  férié  des 
dénominateurs  croît  en  raifon  géométrique  continue  plus 
grande  que  les  numérateurs , la  fraCtion  diminue  de  va- 
leur à l’infini , & deviendra  plus  petite  qu’aucune  gran- 
deur finie  donnée  , quand  même  le  premier  numérateur 
feroit  fuppolê  plus  grand  à diferétion  que  le  dénomi- 
nateur , c’cft  une  conféquence  nécelTaire  de  T axiome 
précédent. 

Axiome  4.  En  général  toute  pui fiance  cft  parfaite  ou 
imparfaite  , & pour  expliquer  plus  clairement  ce  qui 
convient  à toutes  les  puilTmccs,  je  prends  pour  exemple 
le  quarré  qui  cft  la  fécondé  puififancc. 

Tout  quarré  propoté  en  nombre  entiers  cft  ou  un  quarré 
parfait,  donc  ia  racine  peut  être  exprimée  exactement 
en  nombres  entiers,  ou  un  nombre  compris  entre  deux 
quarrez  parfaits , d’où  on  le  nomme  quarré  imparfait  , 
dont  la  racine  ne  p«uc  être  exprimée  exactement , ni  par 
un  nombre , ni  par  une  fraCtion  , ni  par  un  nombre  mixte 
quelconque  , ain(Î4  tftun  quarré  parfait  donc  la  racine 
ell  1 , 9 c(t  aulfi  un  quarré  parfait  dont  la  racine  eft  3 : 
mais  entre  ces  deux  quarrez  4 & 9 , il  y a y , 6, 7 , 8 , 
qui  font  quatre  quarrez  imparfaits  , donc  la  racine  cft 
plus  grande  que  1 & plus  petite  que  3. 

Cette  racine  cft  irrationellc  , on  détermine  fa  valeur 
en  général  par  le  figne  radical,  ainfi  V~,  I /"T,  Vy, 
VT,  Sec. 

On  ne  peut  exprimer  cette  valeur  que  par  une 
divifion  poufTécà  l’infini  ,ce  qui  cft  impofiible  : mais  on 
y fupplée  pat  une  férié  infinie  de  fractions , dont  l’infi- 
Andlyfe.  ddd 
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nitiéme  terme  eft  lui-même  la  racine  défiréc , & d’ailleurs 
chacun  des  termes  de  la  leric  approche  de  ccccc  va- 
leur alternativement  par  excès  & par  défaut. 

Tout  ce  qu’une  intelligence  bornée,  telle  qu’eft  l’cf- 
prit  humain  peut  faire  de  mieux  pour  approcher  de  la 
valeur  exade  de  cette  racine  ( qui  ne  peut  être  expri- 
mée exadement  que  par  l’infinitiémc  terme  de  cette  fé- 
rié infinie  ) confiftc  à former  régulièrement , ou  une  feule 
férié,  ou  deux  fériés  de  fradions  qui  expriment  cette  ra- 
cine alternativement  par  excès  ou  par  défaut  dans  les 
plus  petits  nombres,  &:  le  plus  exadement  qu’il  cftpof- 
ftble  par  approximation  ; fçavoir  , l’une  des  fériés  qui 
donne  la  racine  par  excès , & l’autre  qui  donne  la  meme 
racine  par  défaut , dont  la  différence  foit  toujours  moin- 
dre que  l’unité,  Unième  lapins  petite  qui  foit  pofïible 
avec  des  limites  précifes  & (impies . 

Or  les  limites  d’approximation  les  plus  fimplesqu’on 
puifte  donner,  foit  pour  l’exccs , foit  pour  le  défaut,  eft 
lorfquc  leur  différence  dans  ces  deux  cas  eft  une  partie 
aliquote  de  l’unité  entre  les  deux  fermes  de  la  (cric  qui 
ne  différent  entre  eux  que  de  l’unité  au  dénominateur, 
par  exemple , lorfque  les  limites  d’approximation  font 
entre  £ &c  ± , ou  entre  ^ ^ , Arc. 

Ainfi  la  perfedion  de  la  Méthode  d’approximation 
des  racines  irrationcllcs  demande  deux  conditions. 

i°.  Qu’il  y ait  deux  fériés  , l’une  qui  approche  par 
excès, l’autre  qui  approche  par  défaut  de  la  racine  dé- 
firéc. 

Une  férié  feule  & unique  par  excès  ou  par  défaut  ne 
fuffit  pas , car  puifqu’on  ne  peut  trouver  exadement  la 
racine  irrationcllc  , on  peut  également  délirer  ou  avoir 
befoin  d’approcher  par  excès  ou  par  défaut  -,  on  ne  doit 
pas  fe  contenter  de  moins  , mais  aufli  on  ne  peut  rien 
demander  de  plus. 

a°.  Que  chacune  des  fériés  foit  formée  régulièrement. 
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U fige  de  cette  Méthode  d'approximation. 

Cette  Méthode  nouvelle  fert  généralement, 

i°.  Pour  trouver  les  racines  irrationellcs  de  toutes  les 
puiflances  à l’infini , c’cft-à-dire  les  racines  de  tous  les 
nombres  irrationaux  polfibles. 

i°.  Pour  trouver  les  racines  irrationelles  de  toute 
équation  numérique  quelconque. 

La  préparation  conlifte  à trouver  pour  chaque  racine 
deux  valeurs  approchées  en  nombre*  entiers , l’une  par 
excès , &:  l’autre  par  défaut,  qui  donnera  deux  formules 
exemplaires  tirées  de  l’équation  propofée,  enfuite  fubfti- 
tuant  dans  chacune  de  ces  deux  formules  exemplaires  les 
deux  valeurs  approchées  en  entiers  de  la  racine  , alors 
on  aura  quatre  fériés  rationclles  dans  lcfquclles  la  ra- 
cine fera  transformée,  &c  au  moïen  de  cette  transfor- 
mation, la  différence  de  la  racine  cherchée  deviendra 
moindre  qu’aucune  grandeur  finie  , & cela  fans  aucun 
tâtonnement  ce  qui  mérite  attention. 

11  y a un  choix  à faire  entre  ces  quatres  fériés  primi- 
tives , ic  une  infinité  d’autres  fériés  qui  en  peuvent  être 
dérivées , comme  nous  le  verrons  dans  la  fuite  -,  pour  pré- 
férer la  plus  parfaite  de  toutes, qui  cft  celle  qui  fc  trouve 
dire&cment  par  le  triangle  des  rapports , & qui  concoure 
avec  celle  des  formules  dans  un  feul  cas , c’cfl:  lorfquc 
b=x  r. 

Remarque.  Dans  ce  Traité  je  ne  parle  que  des  nom- 
bres entiers  qui  font  irrationaux  ; mais  la  Méthode  s’é- 
tend également  atout  autre  nombre  rompu  ou  mixte 
quelconque , il  faut  feulement  le  préparer  en  le  rédui- 
fant  en  une  fra&ion  unique , & tirant  feparément  la  ra- 
cine approchée  du  numérateur  & celle  du  dénomina- 
teur. 

Ou  bien  par  une  Méthode  plus  fimplc  & plus  élégante, 
dans  cette  fra&ion  je  multiplie  le  numérateur  par  le  dc- 
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nominateur  ,•  enfuirc  je  tire  la  racine  approchée  du  pro- 
duit, & je  divife  cette  racine  par  le  dénominateur,  &: 
le  quotient  me  donne  la  racine  défiréc  par  approxima- 
tion. 

En  quoi  conftjle  cette  Méthode. 

Soit  un  nombre  irrationcl  quelconque , dont  on  de- 
mande la  racine  quarrée  , par  exemple  , il  s’agit  de 
trouver  une  férié  infinie  de  nombres  quarrez  en  entiers 
pris  deux  à deux  comme  une  fraétion , tels  que  le  quarré 
du  plus  grand  qui  cft  le  numérateur  de  la  fiaélion , qui 
compofe  chaque  terme  delà  férié,  ait  au  quarré  du  dé- 
nominateur de  la  même  fraélion  qui  cft  le  plus  petit, un 
rapport  continuellement  approchant  &c  le  plus  appro- 
chant qu’il  foit  pollible. 

En  général , je  fiippofc  tout  quarré  irrationel  expri- 
mé en  nombres  entiers  = au  y = c. 

Je  fuppofe  a la  valeur  approchée  de  la  racine  en  en- 
tiers à moins  d’une  unité  près  , foit  par  excès,  foit  par 
défaut,  d’où  il  fuit  quc_y  cft  toujours  entre  i qui  cft  la 
plus  petite  valeur  pollible  , & z a qui  cft  fa  plus  grande 
valeur , car  Cip  = z a -J-  i , le  quarré  donné  a a -4-  y 
= a a~^_  za  — f—  i , dont  la  racine  exaéle  en  entiers  cft 
l ,6c  par  confisquent  le  quarré  donné  ne  feroit  pas 
irrationcl,  mais  un  quarré  parfait,  ce  qui  eft  contre  l’hy- 
pothéfe. 

La  formule  générale  exemplaire  qui  doit  fervir  de  Mo- 
dèle pour  trouver  la  racine  quarrée  de  tous  les  nombres 

irrationaux  eft  ~ ier.  terme.  Et  fx~*~eb  pour  le  fécond 

b ix  -+-*i  ‘ 

terme, dans  lefquels  x = a , racine  en  entiers  ou  par 
excès  ou  par  défaut,  h ==  i , & c = le  nombre  irra- 
tioncl donné  , ces  deux  valeurs  donnent  la  férié  la  plus 
prompte,  &:  toute  autre  valeur  fubftituée  dans  la  formule 
ne  donne  point  la  férié  la  plus  prompte. 

Exemple.  Soit  eu  -4-  y = 4t. 
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i°.  Si  je  prends  le  quarré  moindre  36,  j’ai  41  = 3 g 
-4-  f > qui  donne  a = 6 , mais  (i  je  prends  le  quarré 
plus  grand  49,  j’ai  41  = 49 8,  ou  a =7 ,1a  pre- 

mière formule  exemplaire  tirée  de  la  racine  6 du  quarré 

3 6 moindre  que  41.  cft  ^ 

i°.  Suppofant  a = 6 Sc  b = 1 , fubftituant  ces  va- 
leurs dans  la  formule , j'ai  par  fubftitution  -j-=  \ Sc 


— =ff,c’eft  laprc- 


6 a -+-4I  b <X  <4  4'  x i $4  —H  41  77  . n i 

T,_m*===  Tx«-m'xI  = T+T  = -, c cft  ^pre- 
mière fcric  f , 77. 

i Suppofant  rf  =7  8£  b =-i , la  fubftiturion  donne 

1 Hr  6 a « X 7 -4-  41  X I 41— f-  41  g , 

b 1 la-^-ib  1X7— |-  (xi  ’ 7— h*  “ T7> 

c’eft  la  fécondé  iéric  \ , 7-ÿ- 

La  féconde  formule  exemplaire  tirée  de  la  racine  7 
du  quarré  49  qui  furpaftc  41 , eft  ~ Sc  dans  la- 

quelle je  fubftitue  les  deux  valeurs  de  a qui  donneront 
deux  autres  (cries  primitives. 

30.  Suppofanc  a = 6 Sc  b ==  1 , Sc  fubftituant  ces 

valeurs  dans  la  fécondé  formule  , j*îii  — = f , Sc 


7 « 4“  41  b 7X<4-4IXI  41 4*  4*  ,, 

■ . £ = — —~z = . v_  = 77-, ce  qui  donne 

1*4-76  ix< 4*  7Xi  <4-7  * 

la  troifiémc  férié  f , 77  • 

4n.  Suppofant  a = 7 , Sc  b = 1 , fubftituant  ces  va- 
leurs dans  la  formule  exemplaire  _ , j’ai? 

1 i ’ . a -f-7  t ' 1 * 

7x7  4"  ai  xi 49  4*  ai  «o  > n.  1 • > . 

T = ——r — = — , c eft  la  quatrième  ferie. 

1x74-7x1  7 4- 7 14  1 

Paradoxe.  Quelques  nombres  qu’on  prenne  pour  x 
Scy,  pourvu  que  le  premier  furpaftc  le  fécond  , la  for- 
mule donnera  toujours  néceflaircmcnt  la  racine  dé- 
firée  , mais  ce  n’cft  pas  le  plus  court  chemin  , Sc  c’eft  un 
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vrai  Paradoxes  c’eft-à-dirc  qu’en  continuant  la  formule 
fur  des  nombres  pris  arbitrairement  , on  aura  toujours 
une  férié  approchée  de  la  racine  défiréc,  &c  l’infinitiémc 
terme  fera  égal  à cette  racine  défiréc. 

Il  y a une  parfaite  analogie  dans  la  férié  des  formules 
rationelles  des  nombres  inationaux,  comme  on  le  verra 
dans  la  table  qui  fuit,  que  l’on  peut  continuer  à l’infini; 
cette  table  comprend  également  les  nombres  rationaux 
les  nombres  irrationaux , ce  qui  démontre  l’univcrfa- 
lité,  l'cxccllcncc  &:  la  juftefle  de  la  Méthode. 

La  conftruélion  des  formules  cft  facile  pour  tous  les 
irrationaux. 

Le  premier  terme  cft  toujours  y,  le  fécond  terme  con- 
tient au  numérateur  &:  au  dénominateur  a -t-  b , avec 
des  cœfficiens  qu’on  détermine  comme  il  fuit  ; dans  le 
numérateur  le  coefficient  de  a cft  la  racine  approchée 
par  défaut  dans  la  première  formule  , c’eft  la  racine  du 
quarré  parfait  moindre  que  l irrationel  donné  ; le  coeffi- 
cient Acb  cft  le  nombre  irrationcl  donné;  dans  le  déno- 
minateur , le  coefficient  de  a eft  toujours  l’unité  confiante, 
& le  coefficient  de  (/  eft  le  même  que  le  coefficient  de  a 
dans  le  numérateur , qui  eft  la  racine  approchée  par  dé- 
faut dans  la  première  formule. 

Dans  la  fécondé  formule  le  coefficient  de  a dans  le 
numérateur,  &dc  b dans  le  dénominateur  font  la  racine 
approchée  par  excès , c’cft-à  dire , la  racine  en  entier 
du  quarré  parfait  plus  grand  que  le  nombre  irrationcl 
donné  , le  refte  eft  de  meme  comme  dans  la  première 
formule,  d’où  il  fuit  que  les  quarrez  parfaits  n’ont  qu’une 
feule  formule  qui  fert  à former  celles  des  irrationaux 
plus  grands  ou  plus  petits. 
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Table  générale  de  la  formation  des  formules  rationelles 
four  trouver  U racine  quarrée  des  nombres  rationaux 
& irrationaux . 

Quarrcz.  . 

i y~T.  rationel  = a 1 = I. 

Sa  formule  eft  ^ il  n’y  a qu’une  formule  uni- 

que , ce  qui  eft  général  pour  tous  les  quarrcz  parfaits  , 
éc  pour  toutes  les  puiflances  parfaites  fupérieures. 

a0.  V ~ irrationel  — a1-)-  b = i -i-  i , ou  = 4 a, 

il  y a par  confisquent  deux  formules , la  féconde  s’éloigne 

trop,  la  ire.  hc  la  meilleurecft-^-  & qui  donne  la 

çr  • 1 H-  i 7 1 7 — 41  -f  99 H“ 

lene  , , t f > lx  , , ?0  , 1Sÿ  , 

&c.  l’excès  & le  défaut  dans  les  quarrez  des  termes  font 

alternativement 1 & -t-  1. 

j°.  V~  = a1  b = 1 a ou  = 4 Ji 

Ses  formules  font. 

La  première—  & 77+77  <1U1  donnc  ~ ~ » 

^ T-  > dont  i’exccs  & le  défaut  dans 

les  quarrcz  font  alternativement a , -f-  j. 

La  féconde  & la  meilleure  eft  — & — j--4  , qui 

b 1 m — f-  J.  b 1 

1 — 7 i< — 97 — }<i i«i — . _ 

donne  j , 4 , 1 109  > 7s0  > dont  Tex- 

cès  & lcjdéfaut  dans  les  quarrez  font  alternativement  &c. 
4°-  rationel.  7-  6c  , qui  donne  t , J » T » 

fi , & le  quotient  de  chaque  terme  eft  toujours  a = 2 
la  racine  de  ■*., 

* 
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^°.Vr~f  irrationel  = a a H~  b = a -4-  jJou  = 9 — 4. 

La  première  formule  —■  &:  **^I*  tlu^  donne  7^  > 

y » — 4*  i^i  — 


7* 


I. 


La  féconde  formule  j-  & <lu^  donne  &:c. 

<o.  1^7" irrationel  = a*  ^^  = 4-4-^, ou  = 9 — j 
La  première  formule  &:  ^*1^7  qu‘  donne  ~ , 

7^ , tF~  » TSr  alternativement  — z &:  -H 
La  fécondé  formule  j-  &c  qui  donne  &c. 

70,  ^7”  irrationel  = a *~*r_b*=. 4-4-  3 , ou  = 9 — z. 

La  première  formule  -f-  & ~ qui  donne  7^  f 

11 — jo -4-  M? — , 

-ÿjj — alternativement- — 3,  -f-  9, — 47, 


» *>- 
81. 


La  féconde  formule  -j-  & ^7^77  c'eft  la  meilleure, 

• j î — 4r- — 

qui  donne  - — , - — , - 


117- 


, alternativement 


*+"  Z,  !• 

8°.  KT  irrationel  = 4-4-4,  ou=39  — 1. 


La  première  formule  y-  &c- 

j — 14  -f-  17  — 81  -4-  99 

ï » j » < » « * jj 

&c  — f—  1. 


1 4 -4-  8 b ( - 1 •+- 

77+1*  <1U1  donnc  T"  » 
alternativement 4 


La  fécondé  formule  la  meilleure  -j-  &:  ^ qui 


donne  • — , — , — excès  1. 

.9°.  yrJ~.  rationcl  ■=  44  + 7=34+ j,  ou =9=  3x3. 

L. 

a 
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IVRE  SECOND. 

T &7HE7I  <lui  donne!-, 


I 8 

6 


4Î7 

«Q8  (4% 

i 6 ’ 2 16’ 


&c. 

x i°.  irracionel  = 4 — g -4-  i , ou  = 1 6 — 

La  première  formule  eft  -y-  &:  ’ b , c’cft  la  meil- 
leure qui  donne  [ — , ^ — alrcrnativement — 1 

& -4-  I. 

La  fécondé  formule  y-  & * qui  donne  , &c. 

li°.  V"ïî.  irrationcl  = a* -b  b = 9 -4- 1 , ou  = 16  — y. 

La  première  formule  eft  -y-  5c  ) 4 > c’cft  meil- 
leure qui  donne  y- , alccrnativcmenc  — 1, 

& -+-  z comme  dans  V/'~- 

La  fécondé  formule  eft  y-  & 4*J^"y  qui  donne, &c. 

li°. KT7-  irrationcl  = 4^  b = 9-4- 3,ou=  16 — 4. 

La  première  formule  cft  î & * ftm  donne,  &c. 

La  féconde  formule  eft  t 5c  qui  donne,  5cc. 

b 1*4-4  b ^ 

130.  VTï  irrationel  = aa  -+^b  = 9-4-4,011=  it — 3. 
Ce  nombre  irrationcl  1 3 , cft  le  premier  SC  le  plus  petic 
nombre  où  l’on  peue  appliquer  la  Méthode  dans  toute  fon 
étendue  & former  les  quatre  fériés  primitives  Sc  fonda- 
mentales, parce  que  c’eft  le  premier  Sc  le  plus  petit  des 
nombres  premiers  qui  furpafle  & qui  eft  furpafle  de  même 
par  les  deux  quarrez  parfaits  immédiates  9 &c  16  entre 
lcfqucls  il  fc  trouve  compris  ; car  1 3 furpafle  9 de  4,  ÔC 
cft  furpafle  de  3.  par  1 6. 

DoncKi7=4 ,ou  3 -t-,8c  fubftituant  ces  deux 

valeurs  à la  place  de  4 & 1 à la  place  de  b dans  les  deux 
formules  primitives , on  formera  les  quatre  fériés  pri- 
mitives fuivantes. 

Analyfe. 


eee 


Analyse  generale, 

La  première  formule  pour  v'TT  eft  f & i — 1 ? - 

' * b K-+-5  b 

donne  la  première  férié  , j— , ,,p— 

649  — &c.  fuppofanc  - = i* 

180  * r‘  * 1 


qui 


si 


Et  la  même  ic.  formule  fuppofanc  | = i donne  la 

fccondeférie,^,  ÎL±  *L±.,  , 

* * * 7 ’ ij  * j8  * ’ 

&C. 

829  * 

La  féconde  formule  cft  * te  — 1 qui  donne 
( fuppofanc  j = * ) la  croifiéme  férié  couce  par  excès 

, tec. 


? -4-  */ 

T » 


îpi 


>4U 


»«déS«î=,îJ=l,K=,ffl=f 


7 ’ » ' 4°j 

Ec  fuppofanc  ? = i , on  aura  la  quacriéme  férié  touce 

tec.  ! 

I40.  ^77  irracionel  = 44  ^ é = 9 -+-  j , ou  = \6—x. 
La  première  formule  eft  7 & ^ 

La  féconde  formule  cft  - te  14  f 

irracionel  = 44 -f-  £ = 9 -4-  6 , ou  = 16 — j. 

La  première  formule  eft  ‘ 3 * "**  - 

r i 1 *-b}b 

La  féconde  formule  eft  Ç 

160.  vT?  rarioncl  =4</  = 4X  4=;  16. 

*7°*  irracionel  = 44^  b = 16 -4-  1 , ou=3ij — 9. 

La  première  formule  - te  4 

b i«H-4r4 


Digitized  by  Google 


4 y? 


Livre  second. 


La  féconde  formule  eft  £ & y «-t-  »7  & 

b I -»-W* 

&c.  &c. 

17°.  ^îÿ"*  rationel  =4j=y  x y = iy. 

18°.^^  irrationel  => 44 , = i y -+•  4, ou  = 36 — 7. 

La  première  formule  eft  ~ différence — 4 

-4-  16—  64.  qui  donne' — , — — , — — » &c. 

La  féconde  formule  eft  t & ***~£jj- 

19°.VJT  irracionel  = aa-+_b=  iy-H£,ou=36 — y. 

La  première  formule  eft  £ 8c 


qui  donne 
La  fécondé  formule 


1 ÜL  ü® 

1 ) 10  > 104* 


& 


6«-+-  Ji  b 
I 4 -+6b 


c’eft  la  meilleure 


qui  donne  * , ff. 

x°,  6 rationcl  = aa  b = fuppofant  £=  14 -f-  i 

= s y -j-  y -+- 1.  ce  qui  donne  = a y -h  *xÿ  “1“  1 = 3 & > 
OU  aa  — b = 49  — xx6  -+-1  = 49  — 13=36. 

io°.  v'jT.  irrationel  = aa"+_b<=  $6-4-  y , ou  49  — - 8. 

La  première  formule  eft  î &: 

La  cinquième  formule  eft  j & 7i  ^ fuppofant 


M 

b 

6' 


£ , la  première  formule  donne  la  première  férié 


77  — S>f4 
7i  » 


n8n  — 

1848 


14^755 ■ 


fuppofant 

i4j>  • 1848  ' rr 

Z la  première  formule  donne  la  féconde  férié 


1 J i ou  1 17%7  llll» 
ÏT>  Kl  » 1997  » *47é9  * 


En  fuppofant  j = f , la  rde.  formule  donne  la 
troificmeférief,?f,  4, 


ij 


■H 


4*o  Analyse  generale, 

En  fuppofant  - = y , la  féconde  formule  donne  la 

quatrième  férié  * , & , ^ 

On  peut  continuer  cette  Table  générale  à l’infini  ; car 
tous  les  nombres  pris  dans  la  tuitc  naturelle  , font , ou 
des  fécondes  puiffances  parfaites  comme  1.4.9. 16.  zj.  3 6. 
&c.  ou  des  fécondes  puiffances  imparfaites. 

Dans  toutes  les  fécondés  puiffances  parfaifes , il  n’y  a 
qu’une  feule  formule  laquelle  donne  une  racine  exacte  à 
chaque  terme  de  la  férié,  parce  que  toute  puiffance  par- 
faite a fa  racine  exaéte.  Cette  formule  n’eft  pas  néccffai- 
re,  pour  avoir  la  racine  exaétc  de  la  puiffance  parfaite 
puifqu’elle  fe  trouve  plus  facilement  par  l’cxcra&ion  or- 
dinaire-, mais  elle  fert  à confcrver  l’analogie  & à former 
les  cœfficiens  dans  les  formules  des  nombres  irrationaux. 

Par  exemple  ,dansi/^ô'J  puifque  3 6 cftunquarré  par- 
fait dont  la  racine  eft  6 , la  formule  cft  - & 

Or  la  racine  de  j6  eft  6 qui  cft  une  racine  exaCtc  & 
non  pas  approchée  , d’où  il  fuit  néccffaircment  qu’en 

fubftituant  cette  valeur  dans  la  formule  , on  aura  ~ 

t==  premier  terme  qui  donne  la  racine  cxaCte.  De 

même  la  fubftitution  donne  dans  le  zc.  terme  6M‘+mi6i 

l«-4-6  h 


__  Qr  chaque  partie  de  ce  fécond  terme  donne 

encore  la  même  racine  exacte  t>c  en  continuant  la  fcric  à 
l’infini,  on  trouvera  toujours  le  meme  rapport  : mais  ce 
rapport  ne  feconferve  pas  de  même  dans  les  nombres  ir- 
rationaux , parce  qu’il  eftimpoffible  de  trouver  exacte- 
ment leur  racine.  • 


Formation  des  Formules. 

Les  irrationaux  ont  toujours  deux  formules  , l’une  par 
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excès , formée  fur  le  modèle  de  celle  du  nombre  rationel 
plus  grand , Sc  l’autre  formule  par  défaut  formée  fur  celle 
du  quarré  rationel  plus  petit  ; par  exemple  41  eft  un  irra- 
tionel  compris  entre  deux  quarrcz  parfaits  , fçavoir  en- 
tre j 6 dont  la  racine  eft  6 = a,&c  entre  49  dont  la  racine 
eft  7 = a. 

La  formule  univcrfclle  eft  '-1  pour  le  premier  terme } 


Sc  pour  le  fécond  terme  , je  fubftituc  la  première 

valeur  a = b = 1 , c = 4 1 , quarré  propofé  im- 
parfait, j'ai  6 » enfin  fubftituant  4 en  la  place  de 

y,  8c  b au  lieu  de  y , j’ai  t 8c  iidliLi , qui  donne  - = 7 
Premier  terme. 


Et 

fi 


6x6 -Mi * = li±±L*  = ïl±±\  Second  terme. 

1x6  -+■  6b  i * — H 6 b 6 -+■  6 

Ainfi  les  deux  premiers  termes  de  la  férié  font  7,  ff  , 
je  fuppofe  le  fécond  terme  égal  à la  première  for- 


mule du  premier  terme  ? 8c  fubftituant  fa  valeur  dans  la 


formule  du  fécond  terme  ■ M4.1?, , j’ai  pour  le  troifiéme 

1 a — f-  6 b * 

terme  de  la  ferie  ^ ±ÎEïL  = «1  + »*  c=  g». 

1 x 77  -+  6 x 1 x 77  H-  7l  > 4 9 

Suppofant  enfuite  ce  troifiéme  terme  = f pour 
avoir  le  quatrième  terme  en  fubftituant  toujours  fa  va- 
leur = t dans  la  formule  du  fécond  terme  liltiLf 

b I a -f-  6 b 

j’aurai  le  quatrième  terme  LLii. 

1 040 

Et  continuant  toujours  de  même,  on  trouvera  autant 
de  termes  de  la  première  férié  qu’on  voudra. 

Exemple.  Pour  trouver  la  racine  de  41  , qui  eft  un  quar- 

eee  iij 


1 


4<îi  Analyse  generale, 

ré  imparfaic  compris  entre  le  quarré  parfait  }6  donc  la 
racine  eft  6 , 6c  le  quarré  parfait  49  dont  la  racine  eft  7. 
Donc  la  racine  quarrée  de  41  eft  plus  grande  que  6 6c 
plus  petite  que  7. 

Ce  qui  s’exprime  ainfi  41  t=  aa- 4-  y : = 3 6 — f-  y, 
ou  = 49 8. 

Donc  V y = a v~  ss  6 -+-  t/y.  Ie.  valeur 
de  a = 6. 


Donc  v „ y = 4 — V j"  = 7 idc.  valeur 

de  <j  = 7. 

La  première  valeur  de  <*  = 6 , donne  la  première  for- 


mule l 6c  6-^~. 

b I 4 -+-66 

La  féconde  valeur  de  a 


7 , donne  la  féconde  for- 


mule - 6c 
b 


7 * -4*41  * 


^ eft  la  formule  univcrfellc  du  premier  terme  , conf- 
iante 6c  invariable  dans  fon  expreffion  , parce  qu’elle 
n’a  point  de  coefficient  fi  ce  n’eft  l’unité  qui  eft  toujours 
fous-entenduc. 

La  formule  du  fécond  terme  a toujours  tant  au 
numérateur  qu’au  dénominateur  avec  des  cocfficiens  par- 
ticuliers dans  chaque  itrarionel. 

Le  coefficient  de  * au  numérateur  8c  de  b au  dénomi- 
nateur , eft  toujours  le  même  j c’eft  dans  la  première  for- 
mule la  racine  approchée  par  défaut , c’eft-à-dire,  la  ra- 
cine exa&c  du  quarré  moindre  que  le  nombre  irrationel 
donné  , c’eft  6 racine  de  3 6. 

Dans  la  fécondé  formule  c’eft  la  racine  approchée  par 
excès,  c’eft-à-dire,  la  racine  cxaâe  du  quarré  immédia- 
tement plus  grand  49 , que  le  nombre  irrationel  donné, 
ici  cette  racine  eft  7 racine  de  49. 

Le  coefficient  de  b au  numérateur , eft  le  nombre  irra- 
tionel donné. 

Le  coefficient  de  a au  dénominateur  eft  toujours  l’unité. 
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Dans  chacune  de  ces  deux  formules  je  fubftituë  les  deux 
valeurs  de  a==  6 = 7 , ce  qui  me  donne  quatre  fériés. 
Subftituant  a = 6 dans  la  première  formule , j’ai  la 

6 77  9 * 4 mu  »4<7««  * 

prenne rc  lcnc  t ) M j 49’  i»4»>  njn  i 

Subftituant  a =7  dans  la  première  formule,  j’ai  la 

féconde  férié  1 — — &rc 

ictonuc  icric-j-,  ,,  , ,tl  , ,,,7  , .4;69  > occ. 

Pareillement  fubftituant  4 =7  dans  la  ad{.  formule, 

j’ai  la  troifiéme  ferre  1 , % , ^ ^ , &c. 

Enfin  fubftituant  4=  6 dans  la  fécondé  formule,  j’ai 

la  nuarriéme  férié-  — -Lü-4  ,4Mt  t’°<  A/r 

ia  quatrième  n.ric  |}  , i?4>  mt>  jiu?»  oce. 

Remarque  première  & Paradoxe.  Sur  la  propriété  des 
formules , on  peut  former  fur  chacune  de  ces  deux  for- 
mules — &:  7 , une  infinité  de  fériés  pri- 

i a 4-  6 & i *-4-  7 « 9 * 


mitives  qui  approcheront  toutes  & chacune  en  particu- 
lier de  la  valeur  de  la  racine  de  41  , en  fuppofant  a &c  b 
égaux  à tel  nombre  qu’on  voudra  avec  cette  feule  con- 
dition ou  reftri&ion  que  a foit  plus  grand  que  b , par 
exemple  , on  peut  fuppofer  a = 100  , & fuppofer  b 
= 7 , ou  1 3 , ou  91 , &c.  ou  99.  L’excellence  de  la  for- 
mule eft  telle  qu’on  approchera  toujours  indéfiniment 
de  la  valeur  cherchée  foit  par  excès  , comme  de  -y 
= y'^T,  foit  par  défaut  comme  de  yf  = Vfè  ^ quel- 
qu’extravagante  que  paroifTe  d’abord  la  fuppolition. 

Remarque  fécondé.  Il  y a évidemment  un  choix  à faire 
de  la  meilleure  des  fériés  pofliblcs  à l'infini  ; la  plus  fimple 
& la  meilleure  de  toutes  eft  la  ferie  formée  par  le  triangle 
des  rapports , comme  nous  le  verrons  dans  la  fuite  ; mais 
auparavant  il  faut  expliquer  tout  ce  qui  concerne  ces  fé- 
riés , leur  formation  & leurs  genres  ou  efpéccs  diffé- 


rentes. 


i°.  Dans  chaque  nombre  irrationcl  donné , il  y a deux 
formules  générales;  fur  chaque  formule  on  trouve  deux 
fériés  primitives  ou  fondamcnrales , & fur  chaque  ferie 
primitive  ou  fondamentale  on  peut  former  plufieurs  férié» 
dérivées  à l’infini. 
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La  férié  primitive  & fondamentale  cft  celle  qui  con- 
tient de  fuite  tous  les  termes  qu’on  a trouvé  par  la  for- 
mule propre. 

Les  fcrics  dérivées  font  celles  qui  font  tirées  d’une 
férié  fondamentale  , & dans  lcfqucllcs  les  termes  ne  fui- 
vent  pas  l’ordre  naturel  comme  dans  la  férié  primitive , 
mais  ils  fuivent  un  nouvel  ordre  d'expofans , ou  en  pro- 
greflion arithmétique  , ou  en  progreflion  géométrique, 
ou  en  progreflion  quelconque  compoféc  de  ces  deux 
progreflions. 

Ainfi  il  y a des  fériés  dérivées  de  deux  genres  diffé- 
rons, le  premier  genre  contient  les  termes  de  la  férié  pri- 
mitive & fondamentale , félon  une  progreflion  arithmé- 
tique quelconque;  c’cft  à-dire, dont  les  expofans  font  pris 
non  pas  de  fuite , mais  en  fautant  ou  un , ou  deux  termes, 
ou  rrois  ou  quatre  , &c.  félon  une  progreflion  arithmé- 
tique quelconque , i.  3.  y.  &c.  ou  1.  y.p.&c;  & comme 
on  peut  prendre  les  termes  de  la  férié  primitive  fuivant 
toutes  les  progreflions  arithmétiques  poflibles  qui  font 
infinies  , d'une  infinité  d’cfpéces  ; cela  donne  autant 
d’efpcces  différentes  de  fériés  dérivées  félon  la  progref- 
fion arithmétique. 

Le  fécond  genre  contient  la  progreflion  géométrique 
des  expofans  des  termes  de  la  férié  fondamentale  , & 
comme  il  y a une  infinité  de  progreflions  géométriques 
à l’infini , cela  donne  une  infinité  d’efpéccs  de  fériés  dé- 
rivées en  progreflion  géométrique. 

L’ufâge  de  tous  ces  genres  dç  fériés  en  progreflion  arith- 
métiquc&  géométrique,confifl:e  à abrégera  donner  prom- 
tement  la  perfection  à la  férié  la  plus  parfaite  lorfqu’on  l’a 
trouvée,  par  exemple,  s’il  faut  trouver  le  centième  terme 
de  la  férié  primitive,  comme  il  feroit  trop  long  de  réi- 
térer cent  fois  la  fubftitution  &:  les  opérations  fur  la  for- 
mule , j’ai  recours  aux  formules  des  fériés  dérivées  en 
progreflion  géométrique  qui  donnent  facilement  & prom- 

tement 
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tcmcnt  le  nonante-fixiéme  terme,  car  fi  l’on  prend  le 
troifiéme  terme  de  la  férié  primitive  pour  le  premier  de 
la  férié  dérivée  , 8c  que  l’on  employé  la  formule  de  la 
progreffion  géométrique  double,  on  aura  le  3e. le 6e.  le 
iic.  le  24e.  le  48e.  le  96e  terme. 

Enfuitc  ajoutant  à la  formule  de  96  la  formule  de  la 
progreffion  arithmétique  pour  fauter  trois  termes  , j’ai 
96  -t—  4 = 100e.  terme  cherché. 

Ainfi  toutes  les  fériés  dérivées  fervent  pour  abréger 
l’opération  de  la  férié  primitive  Sc  fondamentale,  Sc  pour 
avoir  une  approximation  plus  promtc  ,dc  telle  forte  qu’on 
trouve  en  peu  de  rems  par  leur  mo'ien  une  férié  dérivée 
de  trois  ou  quatre  termes  extrêmement  convergente , Sc 
réduifant  ces  termes  à la  plus  (impie  expreffion , lorfque 
le  numérateur  &:  le  dénominateur  d’un  même  terme  ont 
un  divifeur  commun , on  trouve  par  ce  moïen  la  férié 
la  plus  (impie,  Sc  en  même  tems  la  plus  convergente  } 
or  c’eft  par  la  Méthode  du  triangle  des  rapports  que 
cette  férié  fe  trouve  infailliblement , de  forte  que  tout 
ce  que  nous  dirons  ici  fur  les  formules  rationelles,  n’eft 
. qu’une  préparation  qui  fert  à trouver  les  matériaux  né- 
ccflaires  pour  former  le  triangle  des  rapports  qui  donne 
la  plus  (impie  , la  plus  convergente  Sc  la  plus  parfaite  de 
toutes  les  fériés. 

Mais  les  fériés  dérivées  foie  en  progreffion  arithmé- 
tique continue  , foit  en  progreffion  géométrique  con- 
tinue , ou  dans  une  progreffion  quelconque  compofee 
de  toutes  les  deux, fournirent  un  moïen  court  Sc  facile  de 
continuer  à pas  de  géans  cette  (erie  qui  eft  la  plus  par- 
faite de  toutes , Sc  qui  exprime  le  plus  exaftement  Sc  le 
plus  promtement  qu’il  eft  polfiblc  en  nombres  entiers 
la  racine  quarrcc  défirée  : les  mêmes  termes  de  (crics 
s’étendent  également  pour  trouver  les  racines  des  équa- 
tions Sc  des  puiflances  de  tous  les  degrez  à l’infini  , en 
obfervanc  ce  qui  leur  eft  propre  comme  nous  le  verrons, 

Andyfc.  fff 
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Un  point  effentiel  qu’il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  , 
font  les  limites  d’erreur  dans  chaque  terme  des  fcrics  , 
je  les  donne  dans  le  quarré  &c  dans  la  racine , foit  dans 
les  fériés  qui  donnent  l’approximation  par  excès  , foit 
dans  les  fériés  qui  donnent  l’approximation  par  défaut, 
de  forte  qu’on  trouve  à chaque  terme  l’excès  ou  le  de- 
faut qui  manque  à l’cxaftitudc  géométrique  qu’il  eft 
impoffiblc  de  trouver  par  la  nature  des  irrationaux. 

Enfin  je  compare  toutes  les  fériés  pour  choifir  la  plus 
parfaite,  qui  eft  toujours  celle  que  le  triangle  des  rap' 
ports  donne  dirc&cmcnt,-  mais  pour  former  cette  férié, 
il  faut  pouffer  les  autres  fériés  affez  loin  pour  avoir  au 
moins  quatre  ou  cinq  quotients  générateurs  , comme 
nous  le  verrons,  qui  ferviront  de  matériaux  pour  former 
le  triangle  des  rapports. 

Pour  expliquer  cette  Méthode  , on  pourra  en  faire 
l’application  à la  racine  quarréc  de  trois  irrationaux  qui 
font  importans  dans  la  géométrie. 

Le  premier  exemple  eft  v~T,  qui  exprime  le  rapport 
de  la  diagonale  du  quarré  à fon  côté  = i. 

Le  fécond  exemple  eft  , qui  exprime  le  rapport 
du  côte  du  triangle  équilatéral  inferit  dans  le  cercle  au 
raïon  du  même  cercle,  & c’cft  de  ce  rapport  de  V~}  à 
i , que  dépend  la  quadrature  du  cercle. 

Le  troifiéme  exemple  eft  vTff,  qui  eft  un  exemple  choi- 
fi  à deffein  d’expliquer  cette  nouvelle  Méthode  dans  toute 
Ion  étendue  dans  les  fériés  primitives  , car  c’eft  le  plus 
petit  & le  plus  fimple  des  nombres  premiers  où  les  va- 
leurs foient  différentes. 

Car  41  = aa  H-  y . ou  pour  mieux  diftinguer  les  va- 
leurs des  lettres  = aa  -f- y = 36  H-  5 = 41  , 
& = cc d ==  49 8 = 41. 

Où  l’on  peut  remarquer  que  les  quatre  valeurs  a, y , c,  dt 
font  toutes  quatre  différentes , puifquc  a = 6 ,y==  J, 
(=.7,  d = 8. 
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Quoique  V~  foie  lui-même  le  plus  petit  & le  plus  Am- 
ple des  nombres  premiers  , fur  lequel  on  puiffc  former 
quatre  fériés  primitives  fur  deux  formules  , les  quatre  va- 
leurs ne  font  pas  différentes,  mais  il  n’y  en  a que  deux 
qui  font  répétées  ; car  1 3 = aa  -+-  y = 9 -H  4,  qui 

donne  a = 3 , & y — = 4 , &:  le  même  13  =====  aa y 

= 1 6 3 , qui  donne  a =£=  4 , & 7 ==  3 , dans  lefi 

quels  les  nombres  3 & 4 fon  répétez , car  a =====  3 dans 
l’un  Se  = 4 dans  l’autre  , de  même  que  7 , ce  qui  em- 
pêche d’apperccvoir  l’analogie  des  quatre  lérics  des  quar- 
rcz. 

Premier  Exemple.  Le  rapport  de  la  diagonale  du 
quarre  à fon  côté  1 , s’exprime  par  le  rapport  de  V x . 
à 1 , c’eft  un  rapport  important  chez  les  anciens  , il  ne 
peut  s’exprimer  cxaûcment  par  aucun  nombre, parce  que 

V^TT  cft  une  fraftion  compofée  de  deux  nombres  pre- 
miers entre  eux , par  confisquent  il  n’ont  aucune  mefurc 
commune  , donc  la  racine  de  z cft  un  nombre  irratio- 
nel  qui  eft  réellement  dans  la  fuite  naturelle  des  nombres, 
Se  qu’on  ne  peut  connoîtrc  cependant  que  par  la  divi- 
fion  de  z pouffée  à l’infini,  ce  qui  cft  impofTible  par  fa 
nature  ; ainfi  ce  qu’une  intelligence  bornée  telle  qu’eft 
l’efprit  humain  peut  faire  de  mieux , c’eft  d’en  approcher 
le  plus  près  Se  le  plus  promtement  qu’il  eft  poffible  par 
deux  fériés  réglées , dont  l’une  exprime  ce  rapport  par 
excès  Se  l’autre  par  defaut , de  forte  que  cet  excès  Se  ce 
défaut  foient  les  plus  petits  qu’il  foit  poflible  , comme 
ces  deux  fcrics  font  la  même  dans  tous  leurs  termes  , 
excepté  dans  le  dernier  qui  diffère  dans  le  dernier  chifre, 
tout  fc  réduit  à former  une  feric  qui  foit  la  plus  appro- 
• chée. 

Or  on  peut  former  une  infinité  de  fériés  pour  expri- 
mer ce  rapport  , dont  les  unes  font  primitives  & les 
autres  en  font  dérivées , ce  qui  engage , i°.  à donner  le 
détail  de  leur  formation  ; z°.  à trouver  leurs  limices  i 

fffij 


# 
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30.  à les  comparer  pour  faire  choix  de  la  meilleure;^, 
à porccr  la  meilleure  au  degré  de  perfc&ion  néceflairc  , 
pour  exprimer  le  plus  promccment  qu’il  eft  polhblc  le 
rapporc  cherché,  & de  la  manière  la  plus  approchée. 
L’unique  formule  exemplaire  pour 

eft  -j-  & ‘ * b , fur  laquelle  on  peut  former  une  fé- 

rié infinie  incoinplexc  , fuppofant  a = i & b = i , 
comme  il  fuit. 


~ = L.  premier  terme. 

773T7Ï  = 7+7  = l fccond  tcrme- 

Jcfuppofei  = -J-,  donc  77^7 j = 7^  = * 3e- term* 

Je  fuppofeT  = — .^donc  77^  = 7+-{  = 77-  4f- ter  ro- 
te continuant  de  la  forte  je  formerai  la  férié  infinie. 
i-4-  * — 7-4-  17 -t-  41  4-  99  — **9-4- 

1 > x > j > ji  *19  >70  * l$9  * 

Dont  tous  les  termes  ont  alternativement  les  figues 

-4-  & au  numérateur  ; pour  trouver  ces  lignes , il 

fuffic  de  confidércr  que  le  premier  terme  formé  fur  la 

première  partie  de  la  formule-^-  eft  trop  petit,  il  faut 

donc  lui  ajouter  par  le  ligne  -4-  le  fécond  terme  forme 
fur  la  fécondé  partie  de  la  formule,  maison  ajoute  trop, 

donc  ce  fécond  terme  aura  le  ligne pour  marquer 

qu’il  en  faut  retrancher  le  troiliéme  terme,  &c. 

Autrement , chaque  terme  de  cette  férié  exprime  le 
rapport  cherché  alternativement  par  défaut  & par  excès. 

Car  le  quarré  du  premier  numérateur  1 ==  i.eft  fur-  _ 
pafte  d’une  unité  par  le  double  du  quarré  du  premier 

dénominateur  1 x 2.==  z , puifquc  z 1 = 1 qui  eft 

l'excès  dont  le  double  du  quarré  du  dénominateur  fur- 
pafle  le  quarré  du  numérateur. 
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Je  trouve  le  meme  excès  dans  tous  les  termes  impairs 
1 , 3 , 3,7,9,  comparant  le  quarré  du  numérateur  avec 
le  double  du  quarré  du  dénominateur  corrcfpondant  dans 
chaque  terme. 

Dans  le  premier  terme  1 quarré  de  1 qui  eft  le  pre- 
mier dénominateur  , eft  furpafté  de  1 par  z , qui  eft  le 
double  de  1.  quarré  du  premier  dénominateur  , car  1 

= 1 x 1 1 = 1 1. 

Dans  le  troifiéme  terme  , 49  quarré  du  troifiéme  nu- 
mérateury,  eft  furpaflé  de  1 par  30  double  de  13,  qui 
eft  le  quarré  du  troifiéme  dénominateur  3 , car  49  t= 

ix  ij  1 = 30 1. 

Dans  le  cinquième  ternie  1681  , quarré  du  cinquième 
numérateur  41  , eft  furpafté  de  1 par  i68z,  double  de 
841  qui  eft  le  quarré  du  cinquième  dénominateur  19  s 
car  1682.  = z x 841  -+-  1 , SC  ainfi  de  tous  les  termes 
impairs  à l’infini. 

Au  contraire  dans  les  termes  pairs  comme  le  fécond, 
le  quatrième  , le  fixiéme  , le  huitième , &c.  Les  quarrez 
des  numérateurs  furpaflent  d’une  unité  Le  double  des 
quarrez  des  dénominateurs  corrcfpond.ms. 

Dans  le  fécond  terme  9 quarré  du  fécond  numérateur 
3 , furpafté  de  1 le  nombre  8 qui  eft  le  double  de  4 , 
quarré  du  fécond  dénominateur  z , car  9 = z x 4 -4-  1 
■ — 8 — i — 1 . 

De  même  dans  le  quatrième  terme  289  , quafré  du 
quatrième  numérateur  17  , furpafté  de  1 le  nombre  188, 
qui  eft  le  double  de  144,  quarré  du  quatrième  dénomi- 
nateur iz  , car  t8 9 = z x 144  -4-  1 =s  z88  -+-  1. 

Dans  le  fixiéme  ternie  1801  , quarré  du  fixiéme  nu- 
mérateur 99  , furpafté  de  1 le  nombre  9800  , qui  eft  le 
double  de  4900  , quarré  du  fixiéme  dénominateur  70 , car 
9801  = z x 4900  1 = 9800  -4-  1 , &c  ainfi  de 

tous  les  termes  pairs  à l’infini. 
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Cette  férié  pour  v'T  cft  la  l'éric  primitive  & fonda- 
mentale , c’eft  une  férié  incomplexe , dont  chacun  des 
termes  exprime  le  rapport  cherché  alternativement  par 
excès  &:  par  défaut. 

C'eft  la  première  cfpéce  du  premier  genre  des  fériés, 
qui  comprend  fous  lui  une  infinité  d’efpcces  de  fériés  dif- 
férentes. 

Cette  première  cfpéce  peut  fe  réfoudre  d’abord  en 
deux  fériés  complexes  dérivées  de  celle-ci  , l’une  par 
addition  continuelle  faite  au  premier  terme  de  la  diffé- 
rence des  termes  cxcédans  aux  termes  défaillans  immé- 
diatement fuivans. 

C’eft  la  fécondé  cfpéce  du  premier  genre  ou  la  pre- 
mière férié  dérivée  complexe  par  addition  ; le  premier 

terme  - — cft  défaillant , - — eft  excédant  , le  fuivant 


eft  défaillant,  c’eft  ’ ^ — — 7 — - — — 

5 J i X J IO 

dohe  leur  différence  cft  ^ , jajoutc  cette  différence  au 
premier  terme  p—,  ce  qui  donne  pour  le  premier  terme 


complexe  de  la  férié  dérivée  par  addition  j h-  JL . 

Je  prends  enfuite  \ qui  font  le  3'.  & le  j'!  terme 

7Xij  — 5 x 4i  toj  — tof 

deraillans  ; or — — _i i_ 

jxij  i4j ^ 1 4 j » 

c’eft  leur  différence. 


Dç  meme  je  prends  le  ye.  & le  7*.  qui  font 

, tir  •>.  1?>X19  6919 6911 

tous  deux  défaillans  = — — — = — 

19X16^  J^OI 

= -t-  77T, , ce  qui  donne  la  première  férié  dérivée  i. 
*+-  TT  *+-  TT?  ■+*  7VT, , &c.  les  dénominateurs  10  = 


9 1.  i4î  = 144  -+-  1. 

La  ttoifiéme  cfpéce  du  premier  genre  qui  cft  la  fé- 
conde (cric  dérivée  fc  forme  par  fouftraéfion  , elle  fe 
nomme  complexe  par  fouftraéfion , & fe  fait  en  ôtant 
continuellement  du  premier  terme  de  celle-ci  qui  eft  tou- 
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jours  le  fécond  de  la  férié  primitive  , les  différences  de 
chaque  deux  termes  immédiatement  fuivans. 

Le  premier  terme  eft  Li"  qui  eft  défaillant , le  fé- 
cond terme  eft  — qui  eft  le  premier  des  termes  cxcc- 

dan» , je  prends  la  différence  des  deux  termes  qui  fuivent 
ce  fécond  terme,  c’cft  7 & 77  qui  font  le  4e.  & le  ye.  de 

la  fene  primitive;  or  — 7 = 

= 8-L~ .!4  = -î-  c’eft  le  fécond  terme. 

i O 40  ’ 

De  meme  j’ôte  la  différence  du  ye.  &c  du  6e.  terme 

99 y,  4_j_  99x19 4»  X7Q 

X9  > 70  » 70  1»  70  X 19 

==  ~8';".0l87°'  <=  :~r:,c'cft  lctroifiéme  terme  de  la  fc- 
conde  férié  dérivée. 

Seconde  férié  dérivée  pour^T!  { 7— ~a , &c. 

DES  FORMULES. 

Pour  trouver  les  Séries  ratienelles  infinies  , primitives 
ou  du  premier  genre. 

Pour  exprimer  ou  transformer  Les  nombres  irrationaux  du 
fécond  degré. 

Soit  propofé  de  trouver  la  racine  quarrée  de  3.  La 
premier?  idée  qui  fc  préfente  à l’efprit , eft  que  3 eft  un 
quarré  imparfait  compris  entre  les  deux  quarrez  parfaits 
1 , dont  la  racine  eft  1 , & 4,  dont  la  racine  eft  z ; il  eft 

ft 

évidenr  que  V~  eft  entre  1 & z , plus  grande  que  1 , & 
plus  petite  que  z , par  confcquent  V~  ne  peut  êtro  re- 

préfenté  que  par  une  fraélion  ^ dont  le  numérateur  a,  foie 

plus  grand  que  1 plus  petit  que  z b-,  mais  il  eft  démon- 
tré dans  le  7,  le  8 & 9 Livre  des  Eicmcns  d’Euclide  , que 
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lorfquc  a n’cft  pas  mcfuré  par  b , il  clt  impoflîblc  que  le 

quarré  aa , foit  mcfuré  par  le  quarré  bb  -,  d’où  il  fuit  que 

la  fra&ion  t ne  peut  point  être  cxaûc  & en  même  teins 
h 

rationclle  pour  exprimer  la  valeur  de  V~ . Ainfi  roue 
ce  que  peut  faire  une  intelligence  finie  telle  qu’eft  l’efprit 
humain , fe  réduit  à trouver  deux  (cries  en  nombres  en- 
tiers a & b , tels  que  aa  = j bb-+c,  enfortc  que  la  dif- 
férence c foit  par  excès , ou  par  défaut  j foit  la  plus  pe- 
tite différence  pofliblc . 

Première  Série  des  Formulesrationelles , ou  Série  primitive 

* 

& fondamentale  en  lettres , pour  V~ 


Premier  terme. 
Second  terme. 
Troifiéme  terme. 
Quatrième  terme. 
Cinquième  terme. 


d 

7 

z a —H  3 b e 

I a —j—  2 b d 

z c 3 d e 

I c — f—  z d f 

z e —4—  3 f £ 

I e -f-  zf  h 

zg  -f-  3 h i 

lg  z h k 


Sixième  terme. . . . &c.  Ainfi  de  fuite  à l’infini. 


Explication  & formation  de  cette  Série  primitive. 


Dans  j on  peut  fubftituer  tel  nombre  qu’on  voudra  $ 

mais  le  plus  court  chemin  eft  de  fuppofer  a = à la  ra- 
cine du  quarré  prochain  plus  petit  ou  plus  grand  que  le 
quarré  imparfait  propofé s ici  je  fuppofe  la  racine  z du 
quarré  plus  grand  4. 

Dans 
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Dans  le  fécond  terme  , il  y a feulement  deux  lettres 
répétées  a Se  b.  avec  des  ctrfficicns. 

Dans  le  numérateur  le  coefficient  de  a cft  la  racine  2 
du  quarré  prochain  4*-,  dans  le  dénominateur  le  coefficient 
de  b cft  2 , car  ces  deux  cœfficiens  font  toujours  égaux. 

Dans  le  numérateur  , le  coefficient  de  b cft  toujours 
donné , c'eft  3 dans  ce  cas , parce  qu’on  cherche  la  racine 
de  3, -en  général  c’eft  l’expofantde  la  puiflance  propolee. 

Le  coefficient  de  4 dans  le  dénominateur  eft  toujours 
l’unité  conftantc  1 a , dans  le  fécond  terme. 


Seconde  Série  des  Formules  rationelles  compoféc  des  deux 
feules  lettres  a ef  b. 

Pour  former  cette  fécondé  férié  dérivée  de  la  ferie 
primitive  Se  fondamentale,  J’ai  d’abord  les  deux  premiers 
termes  tout  formez. 

4 
* b 

2 a -f-  3 b 


Premier  terme. 
Second  terme. 

Le  troifiéme  terme 


1 4 
74 


z b 
12  b 


7b 


fe  forme  ainfi. 


Je  fubftituc  dans  le  troificmc  terme  * ‘ IJ*  de  la  férié 

I c -4-  z d 

fondamentale  &:  primitive  au  lieu  des  lettres  c Sed , leur 
valeurs  comme  il  fuit, 
c 7 ii  — f—  3 b 

—7  = ; 7 Of,  ic=  44  -3-  6 b 

Donc 


Se  1 r = 
4*  2 d z 


: 24 
’ X A 


2 c 3 d = 7 4 -4-  12  b 

3* 

4 b 


Donc  - , , 

1 c —H  14=44  -t- 7 b 

ce  qui  donne  pour  le  3 e.  terme  comme  ci-dcftus. 

Analyfe.  ggg 
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Il  eft  facile  de  continuer  les  termes  de  cette  férié  par 
la  meme  Méthode , c’cft  ainfi  qu’on  a trouvé  les  termes 
fuivans. 

_ 274  -+-  43  b * 

Quatrième  terme.  ; 

^ 1 j a -+-  2 6 b 

97*-*-i68£ 

Cinquième  terme.  — — 

’ ^6  a -±-97  b 

&C  ainfi  de  fuite  à l’infini. 

On  peut  aufli  continuer  direéfemenc  cette  fécondé  férié 
lorfqu’on  a deux  premiers  termes  comme  il  fuit. 

Puifque  dans  le  numérateur  d’un  terme  fuivant  quel- 
conque , le  coefficient  de  a eft  compofé  de  deux  nombres 
pris  dans  le  numérateur  du  terme  précédent  , ces  deux 
nombres  font  le  double  ducœfficient  de  a avec  le  coefficient 
de  b , car  dans  le  troifiéme  terme,  le  coefficient  de^  dans 
le  numérateur  eft  7 = 2x2  -+-  3 , c’eft-i-dire , 7 a.  % 
= 2x24-4-  3*Or2&3  fonc  les  coefficiens  du  numéra- 
teur du  terme  précédent. 

Dans  le  dénominateur  le  coefficient  de  b eft  7 , toujours 
égal  au  coefficient  de  fon  numérateur  a. 

Dans  le  dénominateur  le  coefficient  de  a eft  4 compofé 
de  deux  nombres  ; fçavoir,  du  coefficient  2 de  a pris  dans 
le  numérateur  du  terme  précédenc&:  de  2 double  de  1 
coefficient  de  a pris  dans  le  dénominateur  tiu  terme  précé- 
dent. 

De  même  dans  le  quatrième  terme  le  coefficient  de  <* 
dans  le  dénominateur  eft  1 3 compofé  de  7-+-  4-+“  4» 
qui  font  les  coefficiens  de  a pris  dans  le  numérateur  & dans 
le  dénominateur  du  terme  précédent. 

Dans  le  numérateur  le  coefficient  de  b , eft  toujours  le 
triple  du  coefficient  de  a trouvé  pour  le  dénominateur  du 
même  terme  , ainfi  ce  coefficient  eft  le  dernier  que  1 on 
trouve  ; ce  qui  fe  réduit  à trouver  les  coefficiens  de  a pour 
le  numérateur  & le  dénominateur. 
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Exemple.  Ayandc  troifiéme  terme  7*~+m  ltk  pour 

4 «-+-74  * 

trou  ver  par  Ton  moyen  le  quatrième  terme , je  dis  1x7 
*+■  1 1 = 1 4 H-  1 1 = z6.  ce  qui  donne  pour  le  nu- 
mérateur 16  a,  8c  en  même  tems  pour  le  dénominateur 

z6  b , puifqu’ils  font  toujours  égaux  1 6a~^~ 

Je  prends  dans  le  troifiéme  terme  les  cccfficicns  de  a , 

7 a -4-  1x44  = 7 -4-  8 a ==  1 y a , c’eft le  coefficient 
du  dénominateur  a. 

Enfin  je  triple  ce  coefficient  iyxj  = 4 y , c’eftlc 
coefficient  du  numérateur  4 y é.  (?e  qui  donne  pour  le 

quatrième  terme  cherché  —a  +LÏ. 

K 4 “f"  1 6 if 


Régie  générale. 

Soit  le  tcrm<^précédcnt  - 

r d*-j-c6 

Le  terme  fuivant  fera , 

zc  -4-  j d x a -4-  6 </-4-  $ c x b 

z d -4-  c x a -4-  zc-\~d  x b. 

Soit  c = 7.  d = 4,  jd=ii. 

Donc  2 r-4-  3 dxa  — 14-+- 1 1 <=t  2.6  a. 

Et  2^-4-fX4  = 8-4-7=iy<*. 

Remarque.  Pour  continuer  cette  fécondé  férié,  il  fuffit 
de  trouver  les  deux  coefficiens  de  a ,•  fçavoir , celui  du  nu- 
mérateur &c  celui  du  dénominateur,  car  le  coefficient  de 
a du  numérateur  , donne  le  coefficient  de  b dans  le  dé- 
nominateur , qui  lui  eft  égal , &c  le  coefficient  de  a étant 
trouvé  pour  le  dénominateur  , fon  triple  donne  le  coeffi- 
cient de  b pour  le  numérateur. 

L’ufage  de  ces  formules  confifte  à fubftituer  des  nom- 
bres à la  place  des  lettres  pour  trouver  en  nombres  entiers 
des  fcrics  rationclles  qui  expriment  par  approximation  la 

mu 
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racine  du  quarré  imparfait  propofe,  ce  que  j’appelle  trans- 
former  la  racine  d’un  quarré  imparfait  dans  une  férié  in- 
finie rationcllc. 


jl j a trois  genres  de  Formules  four  le  s férié  s rat  ion  elle  s 
dans  chacune  des  quatre  fériés  primitives. 


Le  premier  genre  contient  la  férié  primitive  & fonda- 
mentale comme  la  précédente , dont  les  termes  fc  fuivent 
par  ordre , comme  les  nombres  ordinaires  i . z.  3. 4.  f . &c. 

Le  fécond  genre  contient  la  férié  des  termes  pris  en 
progreflion  Arithmétique  quelconque  , en  fautant  ou  un 
terme  , ou  deux  termes , ou  trois  ou  quatre  termes , &c. 
en  progreflion  Arithmétique  quelconque  differente  de  la 
progreflion  naturelle  des  nombres  , laquelle  fait  feule 
le  premier  genre , fans  pafler  par  les  termes  moiens. 

Exemples.  1".  Pour  fauter  un  terme  <*1  pluficurs  tout 
d’un  coup  fans  pafler  par  les  termes  moyens , il  faut  avoir 
des  formules  propres  pour  chacun  des  nombres  de  termes 
que  l’on  veut  fauter  : or  ces  formules  ont  toujours  a & b 
tanc  au  numérateur  qu’au  dénominateur  ; ainfi  toute  la 
difficulté  confifte  à trouver  les  cœfficicns. 

Pour  trouver  les  cœfficicns , il  faut  d’abord  trouver  une 
férié  en  nombres  fur  la  férié  primitive  &:  fondamentale 
en  lettres  pour  le  quarré  imparfait  propofé. 

Ain  fi  pour  V~T,  la  férié  primitive  en  nombres  cft 


1 -4-  B — 

I 5 X 

Expofans  1.  1. 

• , 

Le  premier 


7-4-  17 — 41-f- 

’ f * 1*  ’ 

3.  4.  Jf 

terme  étant  * = l 


, ELU , &cc. 

70  j 

6.  des  termes, 
la  formule  pour 


le 


rroifiéme  terme  cft  ==  \ 

Suppofant  le  troifiéme  terme  ==1  , = L,  la  formule 


1 
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3*-+4&  3 * 7 — t* 4 x T ii  -f-io  41  Donc  le 

ix7-t-jxj  14  •+ 'f  *9 
cinquième  terme  ==  IL. 

Or  le  fécond  terme  de  la  férié  - donne  ces  cœfficiens , 
car  le  numérateur  3 donne  dans  la  formule  le  coefficient 
3 a du  numérateur  , & le  coefficient  3 b du  dénominateur. 

Le  dénominateur  1 donne  le  coefficient  ia  , Sc  fon  dou- 
ble donne  le  coefficient^  l du  numérateur  , de  même  pre- 
nant un  terme  quelconque  pour  premier  terme  de  la  férié, 
on  aura  par  la  même  forme  le  troifiéme  terme  fuivant , en 
fautant  le  terme  moïen.  fuivant  la  formule  exemplaire 

« & 3 «~1~4  b 
b 2 a— f-  J b 

Ln.  Pour  fauter  deux  termes , la  formule  exemplaire  efl 

t & L*  les  cœfficiens  font  tirés  du  troifiéme  terme 
b i»-+7b 

de  la  férié  l car  ? = 1 , & 11±™Ï  = L±i£  = il . 

S b * y*  H- 7*  y -4*7  11 

30.  Pour  fauter  trois  termes,  la  formule  exemplaire  eft 

*r  & ILllhüL  les  cœfficiens  font  tirés  du  quatrième  ter- 

11  -f*  17  b 

me  de  la  férié  numérique  IL.  Or  '7-*-**±  }T±u 

x 11  11  h 17  b 11-t-  17 

IL. 

4°.  Pour  fauter  qifttre  termes , la  formule  exemplaire 
cft  - & 4>  «-t-y 41  -4-  y3  . — 99 

b 2ÿ  a — {—416  • ip  — h 41  70 

On  peut  continuer  à trouver  des  formules  à l'infini  pour 
fauter  tel  nombre  de  termes  qu’on  voudra  ; ce  qui  abrège 
la  formation  de  la  férié  6c  la  rend  plus  convergente , puif- 
que  les  termes  les  plus  éloignez  donnent  toujours  une  ap- 
proximation plus  grande  de  la  racine. 

Si  on  prend  un  terme  éloigné  dans  la  première  férié 
fondamentale  pour  premier  terme  de  la  ijtie  du  fécond 

SSS  “j 
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genre  où  l’on  faute  pluficurs  termes  en  progrcflîon 

arithmétique , dès  le  fécond  terme  on  avancera  beaucoup 

fans  palier  par  les  termes  moyens  * mais  on  avancera 

encore  davantage  en  fautant  les  termes  en  la  progrcflîon 

géométrique  qui  fuit  , qui  cft  le  troifiéme  genre  des 

formules. 

Le  troificmc  genre  contient  les  formules  pour  fauter 
un  nombres  de  termes  moyens  en  progrcflîon  géométri- 
que fans  palier  par  les  termes  moyens. 

Ce  troificmc  genre  comprend  toutes  les  progreffions 
géométriques  à l’infini;  il  avance  à pasdegéans  & rend 
la  (cric  beaucoup  plus  convcrgcnre , & par  conféquent 
les  termes  plus  approchés  que  les  deux  genres  précédens. 
Car  la  formule  de  la  progrcflîon  géométrique  double  , 
donne  un  terme  double  du  précédent.  La  progrcflîon 
triple , donne  un  terme  triple.  La  progrcflîon  quadruple , 
donne  un  terme  quadruple,  &c. 

La  formule  exemplaire  , générale  &:  primitive  pour 
fauter  un  nombre  de  termes  en  progreffion  géométrique 

double,  fans  pafler  par  les  termes  moyens  cftî  Se  ■ • 

% aa  1 

* • 

Z ab 

Lorque  le  terme  fimplc  cft  impair  , le  numérateur  de 
la  formule  cft  1 aa  -+-  1.  Mais  lorfque  le  terme  fimplc 

eft  pair , la  formule  cft  1 aa 1 .«c’cft  la  plus  Gmple , la 

plus  prompte  & la  plus  élégante  de  toutes  les  formules 
générales.  C’eft  par  fon  moyen  qu’on  a conftiuit  la  table 
fuivante. 


Digitized  by  Google 


Livre  second. 


47? 


T allé  générale  des  formules  pour  trouver  les  termes  en  progreffon 
Progr.  géom.  géométrique  pour  VT. 


Simple 


yiumerateur  i x1 
) dénominateur 


i y 


B subie 


numéral,  z x 
dénomin. 


z x1  y 


Triple 


numéral.  4 x'  ~4*  3 x1 


dénomin.  4 x1y  ~+~  1 y 


Quadruple 


8 x*  -±L  8 x1  -4-  1 
8 x*y  ■+_ , 


Quintuple 


16x'+  20  xi  -4-  j x 
16  x*  y -+~  izx'-y~+- 1 y 


Sextuple 


3 ix*  -±_  48  x4  -H  1 8 x1  ±.  1 
32  3 zx^y-\-6x'y 


Septuple 


x 


6arV'+-  uz  x'  -+~  $6  x-î'+y 

6$x*y±  8o  .vVH-24a.-17±.  lJ 


Oéfuple 


I28x*  ±.25  6x*-4-  Kiox^  3 2Af1H-I 

118  x?^7t  x’j'-^go-v^H^Sx1  y 


z^6x9' + ^7gx7-t-  432  x'  I2QX*H-9x 
Noncuple  ^ g -4-  44g  -h  240  x4  y -±_  40  x1  y -fl  y 


J IlXIO±  1 280 x" -4-  II 20  x*  jl400X4H-  5QX1-+  I 
Décuple  y n.x*  y — t*  ioi4X77~H672x17^+ léox  7-4-  iox‘y 


Ondécuplc 


1024X11  *4*^  28 1 6 x*  —4—  2816  x7  4*  i 232  x -4-210X  J_  1 1 x 
10:4  x'^HH  2 3 04 x \y -4-  1792  x*y  ± t6ox+>-+-  60x7  •+  1 y 


dodécuple 


"2048  x,l±  6i44X,0±69i2x8±  3 384x*H-84ox->±7  2x‘ 
2048x,,7  7t ï 1 iox”7 -4-460SX7, -±i  79tx*7-*- 280x^7  iix1/ 


&c. 


&c. 


&c. 
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Table  des  numérateurs  des  termes  en  progrejjion  géométrique 

pour  VT 


irc.  colon. 

z*.  colon. 

3e.  colon.  14c.  colon.  | 

3e.  colon. 

6e.  colon.  I 

7«.col. 

Simple 

I A'1  • 

Double 

Z X*  ± 

1 

Triple 

± 

3 .v 1 

Quadruple 

1 

8x4  + 

8 x1  -4- 

1 

Quintuple 

1 6x'  4^ 

ZO  X}  4- 

| fx 

Sextuple 

DE 

48  x4  -+- 

18  X1  -± 

1 

Septuple 

IIZx’  -+- 

J 6 x’  J+ 

7* 

Ocluple 

iz8  a*  Hh 

Z 3 6 .Y*  H- 

160  x4  4^ 

32X1  4- 

1 

Koncuple 

z 3 6 x*  4^ 

S76x?  4- 

43ZA1  4h 

izox’  -H 

9X 

Décuplé 

3izx,°4: 

iz8o  .Y*  -4- 

I 1 ZO  A ‘ 4| 

400  x4  -4- 

3 0 x1  4^ 

1 

Ondécuplc 

ioz4.v,,4^ 

z8  I 6 X9  4- 

zSigx7  4- 

1 Z3  z x!  H- 

2ZOX*  4l 

1 1 x 

Dodécuple. 

Z048.Y1  *4- 

6 144.v,0-+- 

69I  Z A' 8 4* 

î 3 84  x*  — 

840  x4  4- 

1 

71  x1 

Scc.  & c.  &c.  &c  c.  &cc.  &c.  &c. 


Table 
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Table  des  cœjfîciens  des  numérateurs „ 


I 

- 

• 

2 

X 

4 

5 

1 

8 

8 

t 

16 

20 

y 

3 * 

48 

18 

I 1 

64 

ni 

7 

128 

M 6 

itfO 

3* 

X 

ij6 

576 

4J2 

120 

9 

1280 

IXZO 

400 

î° 

1014 

i8i* 

2816 

1232 

220 

Z044 

6144 

6912 

3î«4 

840 

Table  des  cœfficiens  des  dénominateurs . 


1 

2 


4 I 

8 4 


1 6 

12 

I 

3* 

3* 

6 

<4 

80 

24 

X 

128 

1 91 

80 

8 

2J6 

448 

240 

40 

X 

JIZ 

1024 

67  2 

160 

JO 

IO24 

2304 

179L 

j6o 

60 

2048 

SILO 

4608 

17512 

280 
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Conjlruclion  de  la  Table  des  Formules  rationelles  , des  ter- 
mes de  la férié  fondamentale  en  progrejjion  géométrique. 

Comme  chaque  terme  delà  ferie  contient  uncfra&ion 
dont  le  premier  terme  eft  le  numérateur , te  le  fécond  ter- 
me le  dénominateur  pris  dans  la  férié  primitive  pour  cha- 
que cas  particulier. 

Je  fais  deux  tables  dont  l’une  contient  les  numérateurs 
de  la  (cric  primitive  pris  en  progreflion  géométrique  fans 
paffer  par  les  termes  moïens. 

La  féconde  table  contient  les  dénominateurs  correfpon- 
dans  au  numérateur  de  chaque  terme. 

On  peut  continuer  ces  tables  à l’infini , puifqu’il  y a 
une  infinité  de  progreflions  géométriques  à l’infini  ; je 
me  borne  ici  au  douzième  terme  de  la  progreflion  , ce 
qui  eft  fuffifant  dans  la  pratique. 

Explication  & formation  de  la  T allé  des  numérateurs  pour 
la  Série  rationelle  de  V~. 

Cette  table  contient  fept  colonnes. 

La  première  colonne  contient  les  expofansou  les  noms 
des  progreflions  géométriques , fimplc  , double , triple , 
quadruple,  tec.  dodécuplc. 

Toutes  les  autres  colonnes  contiennent  les  puiflances 
de  x prifes  de  fuite  avec  des  cœfficiens  ; mais  ces  puiflan- 
de  x , ne  commencent  qu’après  un  interval  occupé  par 
l’unité  pour  aller  d’une  colonne  à la  fuivantc. 

La  féconde  colonne  contient  les  puiflances  de  a:  prifes 
de  fuite  avec  des  cœfficiens  qui  font  les  puiflances  de  la 
progreflion  géométrique  de  i , expofant  du  degré  de  la 
racine  cherchée  qui  commence  par  l’unité  pour  commen- 
cer d’aufli  loin  qu’il  eft  pofliblc  ,c’eft  1. 1. 4.  8. 16.  ji.  64. 
tec. 

La  troifiéme  colonne  qui  commence  par  l’uniré  à la 
féconde  cellule  vis-à-vis  le  double,  contient  dans  les  ccl- 

hbh  ij 
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Iules  fuivantes  les  puiflanccs  de  x à commencer  par  ta 
troifiéme  qui  en  concient  la  première  puiflance  x'.  Comme 
les  autres  puiflances  font  de  fuite  Sc  leurs  expofans  croif- 
fent  toujours  de  l’unité , il  n’y  a aucune  difficulté  danis  leur 
formation. 

Dans  cette  troifiéme  colonne,  toute  la  difficulté  con- 
fifte  à trouver  les  cccfficiens  numériques  de  chacune  de  ces 
puiffianccs  de  x,  le  premier  eft  l’unité  que  j'écris  dans  la 
fécondé  cellule.  Le  fécond  eft  3 égal  à la  fomme  1 a. 

Or  1 eft  le  premier  coefficient,  ou  le  coefficient  du  premier 
terme  précédent  dans  la  meme  troifiéme  colonne , & z 
eft  le  coefficient  qui  eft  à côté  dans  la  première  colonne, 
auquel  j’ajoute  la  première  puiflance  dex'  ; ainfi  j’ai  pour 
lecond  terme  3x'  qui  répond  à la  progreffion  triple. 

Pour  avoir  le  troifiéme  terme  Sx1 , je  prends  la  fom- 
me des  deux  termes  précédcns  de  la  même  colonne  1 -4-  3 
= 4 , plus  le  terme  4 à côté  du  dernier  dans  la  colonne 
précédente.  Ce  qui  donne  1 -f-  3 4 = 8.  avec  la 

féconde  puiflance  de  x' . c’cft  8x\  

Le  quatrième  terme  eft  20  x5  5 or  10  = 1 -4-  3 -4-  8 
H-  8.  Ce  dernier  8 eft  dans  la  colonne  précédente  à côté 
du  terme  précédent.  

Le  cinquième  terme  48X4  vient  de  1 -4-  3 -f~  8 -4-  20  * 

-+-  16,  ce  16  eft  à côté  de  zo.  &c  ainfi  des  autres. 

La  quatrième  colonne  commence  vis  à- vis  le  quadruple 
à la  quatrième  cellule,  1,  yx,  i8xl,  y 6x5,  i6ox+,&c. 

Ce  font  les  puifliincesde  fuite  de  x avec  des  cœfficicns 
dont  le  premier  eft  l’unité , le  fécond  y vient  du  coefficient 
de  la  même  colonne  x , des  deux  cccfficiens  pris  de  la 
colonne  précédente  1 -4-  3 = 4,  en  laiflant  8 qui  eft 
à côté  du  terme  précédent  de  la  quatrième  colonne. 

Le  troifiéme  coefficient  1 8 vient  de  1 -H  y —6  pris  dans 
la  même  quatrième  colonne  précédente.  Or  6 -4-  12 
<=  18. 

Le  quatrième  coefficient  5 6 vient  de  1 -4-  y -4-  18 
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= 14  pris  dans  la  quatrième  colonne  , & de  1 -4-  3. 
-4-  8 -t-2.0  = 31  pris  dans  la  troifiéme  colonne.  Or 
14  -4-  31  = 5 6. 

Il  eft  facile  de  continuer  de  meme  cette  quatrième 
colonne  &:  les  fuivantes  par  la  même  Méthode. 

Explication  & formation  de  la  Table  des  dénominateurs 

des  termes  de  la  Série  primitive  en  pr  ogre  fl  on  géomé- 
trique pour  V~. 

Cette  Table  contient  fept  colonnes  comme  celle  des 
numérateurs. 

La  première  colonne  contient  les  expofans  ou  les  noms 
des  progreffions  géométriques  , double  , triple,  qua- 
druple , &c. 

Les  aurres  colonnes  contiennent  les  puiftances  de  x 
prifes  de  fuite  multipliées  par/,  avec  des cccfficicns  nu- 
mériques. 

Les  cœfficiens  numériques  de  la  féconde  colonne  font 
r.  a.  4.  8.  1 6.  &c.  Ce  font  les  puiftances  de  1 , à commen- 
cer par  l’unité. 

Les  ccefficiens  de  la  troifiéme colonne  1.  4. 11 , 3 i.&c. 
fe  forment  ainfi. 

Le  premier  coefficient  1 eft  à la  troifiéme  cellule  vis-à- 
tis  du  triple.  C’eft  l’unité. 

Le  fécond  coefficient  4,  ==  1 -+-  1 -4-  a.  c’eft  a diré 
4 égale  le  coefficient  1 qui  le  précédé  dans  la  troifiéme  co- 
lonne, ajouté  à la  fommedes  termes  delà  colonne  pré- 
cédente 1 -j-  i jufqu’au  terme  du  rang  précédent  cxclu- 
fivement,  

Le  troifiéme  coefficient  n=  1 -4-  4 -+-  1 + 1 + 4. 
= y fomme  des  termes  précédens  de  cette  troifiéme 
colonne  , plus  7 fomme  des  termes  précédens  jufqu’au 
pénultième  rang  dans  la  fécondé  colonne.  

Le 4™'.  coefficient  31  ==  1 + 4+11+  i+- 1+4+8 
= 17  -4-  iy,  fommedes  cermcs  précédons  dans  cette 

h b h iij 
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colonne  & dans  celle  d’à  côcc  non  compris  celui  du  pénul- 
tième rang , &c.  ainfi  des  autres. 

La  quatrième  colonne  qui  commence  à la  cinquième 
cellule  vis-à-vis  le  quadruple  par  l’unité  cft  1 , 6.  14.  80. 
Sec.  Le  premiertoefficicnt  cft  1. 

Le  fécond  coefficient  6 = 1 -t-  1 -4-  4 , c’cft  la  fomme 
du  coefficient  précédent  de  la  meme  colonne  & de  celle 
qui  précède  non  compris  le  rang  précédent.  

Le  troifiéme  coefficient  24  = 1 -+-  6 -+-  1-+-4-+-  12 
ou  7 -+-  17  qui  cft  la  fomme  des  cœfficiens  précédens  de 
la  meme  colonne  &:  de  celle  qui  la  précédé  non  compris 
le  rang  précédent. 

Remarque.  i°.  Dans  les  numérateurs  contenus  dans  la 
Table  , le  dernier  coefficient  eft  toujours  impair;  ainfi 
dans  le  fimple  où  il  n’y  a qu’un  terme  , c’eft  1 x qui  eft 
impair. 

Dans  le  double  c’cft  1 , l’unité  fimple,  dans  le  triple 
c’cft  3*' , dans  le  quadruple  1 , dans  le  quintuple  yx,&:c. 

De  forte  qu’il  fe  trouve  toujours  une  unité  fimple  pour 
dernier  chifrc  d’un  terme  compris  entre  deux  cœfficiens 
de  la  première  puiffancc  x',  lefquels  cœfficiens  font  égaux 
à l’expofant  du  terme. 

20.  Les  féconds  termes  font  tous  pairs , & même  tous 
les  termes  excepté  le  dernier  chifre  ou  le  dernier  terme 
fcul. 

30.  Dans  la  Table  des  dénominateurs , chacun  eft  le 
coefficient  ou«lc  multiplicateur  de  7 ou  de  quelque  puif- 
fance  de  x multipliée  par^. 

Le  coefficient  des  termes  pairs , eft  toujours  un  nom- 
bre pair , même  dans  le  double  qui  n’a  qu’un  feul  terme  , 
& il  cft  égal  à l’expofant  du  terme. 

Mais  le  coefficient  de  chaque  dernier  terme  impair  eft 
l’unité. 

Tous  les  autres  cœfficiens  font  des  nombres  impairs. 
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Autre  Méthode  pour  trouver  les  cœjfutens  du  numérateur 
& du  dénominateur  des  termes  en progreflion  géométrique 
pour  VT. 

J’élcve  le  binôme  u + iy  à la  puiflance  qui  a le 
même  cxpofant  de  la  progreflion  géométrique  défiréc. 
Pour  la  progreflion  double  , j’élevc  le  binôme 
i y \y  à la  fécondé  puiflance, 
x i x -4-  i y 

ixl  -f-  \x'ÿ 

-4-  ix'y'-V-  i / 
i x1  i . x' y'  -H  1 y* 

je  prends  les  termes  alternatifs  pour  en  faire  les  deux  ter- 
mes de  la  fraûion  de  la  formule , le  premier  terme  ixl 
&c  le  troifiéme  terme  i y1  font  le  numérateur. 

Après  les  avoir  préparé  comme  il  fuit  , je  multiplie 
l’cxpofant  z de  la  progreflion  double  donnée  par  le  coeffi- 
cient i , j’ai  z x i = z coefficient  du  numérateur  ixl , 
je  retranche^1  du  dernier  terme , laiflant  l’unité  feule , ce 
qui  donne  le  numérateur  zx1  i. 

Le  fécond  terme  donne  le  dénominateur  z x y' , ce  qui 

donne  -——j-r-  pour  le  double. 
zxy 

De  même  pour  la  formule  de  la  progreflion  quadruple 
* dont  l’expofant  eft  4 , j’élcve  le  binôme  1 x -4-  \y  à la 
quatrième  puiflfance 

ix1  ~b  i x' V -V- 1 y1.  Seconde  puiflance. 
xir‘+  z x' y'  — 1 y1. 

1 x*-+~z  x’/ -f- 1 xlyl 

•+■  z x5/  ■+■  4 x1y1  ■+*  z x'y* 

h-  1 xlyz~V~  zx'y - -+-  \y>r 

I x4  -4-  4 x'y'  -4-  6 x1/-  -4-  4 ~+~ 

je  prends  les  termes  alternatifs , fçavoir  le  Ier.  le  3e.  le  y 

&c  autres  impairs  pour  en  faire  le  numérateur  apres  les 
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avoir  préparé  comme  ci-dcflus  ; & les  termes  pairs , fça- 
voir  le  fécond  , le  quatrième  5c  autres  pairs  pour  en  faire 
le  dénominateur  de  la  formule  qui  fuie. 


8 *4 


8 .v: 


I. 


8 x 4 .v' y. 

Or  cette  formule  vient  des 
termes  impairs. 
i X4 

6xi  y 
iy 


l'.fomme  alterna- 
tive dts  iirjjlcicns. 
Du  milieu  & des  extrêmes. 


termes  pairs. 

4 XV 

Ax'y 

8 


1e.  fomme  al- 
ternative des 
cœÿicicns. 
Destermes  mot  en  s. 


Ainfi  le  premier  terme  du  numérateur  & du  dénomi- 
nateur ont  8 pour  coefficient  qui  eft  égal  à chacune  des 
fommes  alternatives  des  cocfficiens,  ce  qui  donne.' 

8 x*  ± 8 xl  -+-  i r , , , , 

-4.—  xy — formule  pour  le  quadruple. 

C’cft-à-dirc,  le  premier  terme  impair  donne  le  premier 
terme  du  numérateur,  & le  premier  terme  pair  donne  le 
premier  terme  du  dénominateur  dont  les  cœfficicns  font 
changez  &:  égaux  à chacune  des  fommes  alternatives  des 
cœfficicns. 

Je  retranche  dans  tous  les  termes  pairs  les  puiffanccs 
iej,  en  laiflant  leurs  cœfficicns;  de  forte  que  dans  le  der- 
nier terme  qui  eft  la  haute  puiffance  de^ , j’ai  feulement 
i,  au  lieu  de  i^4. 

Dans  les  termes  pairs , je  laifTe  feulement  la  première 
puiflance  de_y , c’efty , & je  réduis  à cette  puifTance  les 
autres  puiffances  de  y lorfqu’il  s’y  en  trouve. 

lien  eft  de  même  dans  la  formule  de  laprogrcflionfex- 


tuple. 


12.  X*  -+  48  X*  H-  I8.V1  X 1. 


}ix V X }ix’  •+•  6 x'/, 

les  autres  formules. 


Sc  dans  toutes 


Mais 
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Mais  il  y a de  l’arc  à déterminer  les  cœfficiens  de* 
autres  termes,  comme  nous  l’allons  voir. 

Examen  & formation  directe  des  coefficient. 

Pour  connoître  la  nature  de  la  progreflion  qui  règne 
dans  ces  cœfficiens , je  les  écris  dans  leur  ordre , dans  des 
cellules  égales  difpofèes  fur  un  triangle  re&angle  comme 
ci-dcflus  dans  la  quatiéme  table,  afin  de  voir  comment  les 
memes  nombres  fe  répondent  en  ligne  diagonale. 

i'\  Je  trouve  que  les  cœfficiens  des  numérateurs  con- 
fédérés en  ligne  diagonale  donnent  pluficurs  progreffions 
arithmétiques  -,  ces  diagonales  font,  i°.  tous , les  premiers 
chifres  de  chaque  colonne,  z°.  tous  les  féconds , 30.  tous 
les  troiüémes  termes,  Sec. 

La  première  diagonale  eft  1.  r.  1.  1.  Sec.  dont  la  dif- 
férence eft  zéro  , c'eft  la  première  progreflion  arithmé- 
tique de  zéro  degré. 

La  fécondé  diagonale  eft  3.  3.  7.  9.  11.  Sec.  dont  la 
différence  confiante  eft  z , c’eft  la  fécondé  progreflion 
arithmétique  du  icr.  degré,&  la  ferie  des  nombres  impairs. 

La  troisième  diagonale  eft  8.  18.  31.  yo.  Sec.  c’eft  la 
troifiéme  progreflion  arithmétique  du  fécond  degré  , 
dont  la  différence  confiante  eft  4.  Il  eft  facile  de  trou- 
ver de  même  les  progreffions  qui  régnent  dans  les  autres 
diagonales  ; mais  il  eft  plus  facile  pour  les  trouver  d’é- 
crire de  fuite  fur  une  ligne  tous  les  premiers  nombres, en- 
fuite  tous  les  féconds,  Se  continuant  ainfi  jufqu’à  la  fin, 
Se  négligeant  les  premiers  nombres  de  chaque  rang  , 
parce  que  ce  font  les  puiflances  de  z , & prenant  par 
fouftra&ion  les  différences  de  chaque  rang , on  trouve- 
ra le  degré  de  la  progreflion  Se  la  différence  confiante, 
comme  il  eft  expliqué  ci-deflus  dans  le  Traité  des  pro- 
greffions  arithmétiques. 

z°.  On  trouvera  de  même  que  les  cœfficiens  des  dé- 
nominateurs pris  en  diagonale  font  1.  1.  1.  1.  &c.dont 
Analyfe.  . - iii 
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la  différence  confiante  = o , c’cft  une  progrcffion  de 

Z<^  La  féconde  progreflion  arithmétique  des  cœfficiens  pris 
en  diagonale, cft  1.4.  «.  xo.  &c.  dont  la  première 

différence  confiante  = 1 , les  nombres  générateurs  font 
z & a,  cette  progrcffion  eft  du  premier  degré. 

La  troifiéme  progrcffion  des  cœfficiens  pris  en  diago- 
nale eft  4.  x».  *4.  40-  *>•  dont  la  fécondé  différence 
confiante  eft  4 , elle  cft  du  fécond  degré  , fes  nombres 

La  quatrième  pogreffion  prife  en  diagonale  cft  8.  31. 
80.  160.  180.448-  &c.  la  différence  confiante  = 8.  Tes 
nombres  générateurs  font  8.  14.  14-  8- 

Autre  formation  des  (oefficiens. 

La  féconde  colonne  contient  les  puiflances  de  la  pro- 
ereffion  géométrique  double  de  i , c’cft  1 x , 1 x1 , 4 x»  , 
g x4  ,gV  , &c.  en  général  pour  1 expofanc  p dune 

progrcffion  quelconque  > «“.  terme  « £ 

P°Drans7ia  uHc'dcV nùmcratcurs  la  t.oifiénK  colonne 
j8.  ao.  reforme  a.nG. 

double 
triple 

quadruple 
quintuple 
fextuple 

&c. 


1 =l- 
3=3* 
8=4* 

2.0  = 5 x 

48  = 6 x 

111  = 7*  16 

zr6==8X31 


ou  bien 


1 

2. 

4 

8 


3- 

8: 

201 

48 


: I 
: IX 
: IX 
:1X 
= 1 X 


I ■+> 

3 ■+• 
8 H- 
20  H— 


III  = 2 x 48  -+-  I 6 
25 6=  IX  ixi“4-32 
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Formule  p «x  z p — »,  eft  l’expofant  du  terme 

»,expofant  de  la  colonne,  foitle  quadruple  donc^>c=  4, 

j’ai  4 1 x z4  1 ou  z x 4=  8. 

Dans  la  Table  des  numérateurs,  la  quatrième  co- 
lonne des  cœfficiens  commence  au  quadruple  c’eft  i.j.xS. 
j 6.  ôcc.  qui  fc  forment  ainfi. 

quadruple  1 = 1 
quintuple  j = 4x1  -4-  1 
fextuple  1 8 = 8 x z —H  z 

feptuple  56  =»  iéx  3 -4-  8 
ociuple  160  = j zx  4 -t-  3 z. 

&c.  ôcc.  ôcc.  ôcc. 

Formule  pour  trouver  tout  d’un  coup  un  terme  quel- 
conque , p n x zp— ' , foit  p l'expofanc  du  terme 

cherché  =7  pour  le  feptuple,  & foit  n , l’expofanc  de 
la  colonne  = 4. 

J’ai  />  — » = 7 4=  3. 

zp  “ 1 = z7  1 «=  z+  =s  16. 
or  3 x 16=  j6,  donc  le  coefficient  du  feptuple  efl  y 6x}. 

Or  l’expofanc  » de  la  puilTance  de  x=  7 4=  h 

ou  p «trouvé  ci-delîus  = 3. 

La  cinquième  colonne  des  cœfficiens  des  numérateurs 
commence  au  feptuple,  c’eft  1.  7.  3Z.  izo.  400. 

Sextuple  1 = 1 
feptuple  7 = 4x1  -+-  J • 
ociuple  3 z = 8x4 
noncuple  l zo  = 1 z x 1 o. 
décuple  400  = zo  x zo. 

ondécup.  1 z 3 z = 1 z x 1 00  -+-  3 z ou  400  x 3 3 z. 

dodécup.^i^=  IZ3ZX  z-|-  iizo. 

&c.  ÔCC.  ÔCC. 
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La  Série  des  cœfficiens  de  la  fixiémc  colonne  des  numé- 
rateurs commence  à l’o&uple , c’eft  1.9.  30.  220,  840. 
&c. 

eauple  = 1 = r «u  t x r 

noncupte  ==  9 ==  4 -+*  4 1 ou  3 * J 

décuple  50=3x10,  • • î x 10 

ondécuple  22.0  = 6x  70  . . .ou  y x 30— f-  10 

dodécuple  840=8x80  . . ou  9x90-4-30 

. 00  7X  90  4*  i°- 

&cc.  &c.  _ &c- 

Pour  les  cœfficiens  des  dénominateurs  , la  fécondé 
colonne  de  la  table  qui  eft  la  première  colonne  des  cœf- 
ficiens  numériques  eft  17.  zxly.  4 x1  y.  8 x’j.  Scc. 

Les  nombres  font  la  progreflion  géométrique  double 
ou  les  puiffanccs  de  2 , à commencer  par  l’unité. 

On  pourra  trouver  tout  d’un  coup  le  terme  de  cette 
progreflion  correfpondant  à un  expofant  quelconque/», 
par  cette  formule  2P— 'x  x r~‘  xy. 

Sip  =7  ; a’""1  = 2*  =>  32**7 
La  troifiéme  colonne  1.4.  12.  32-  80.  Sfc.  fontror- 


mcz  ainfi. 

triple 

1 

= IXI 

quadruple 

4 

= 2X2 

quintuple 

II 

= 3X4 

Sextuple 

32  = 

= 4X  8 

feptuple 

8o  = 

==  j x 16 

Setup  le 

191: 

= 6x32 

noncuple 

448  = 

= 7**4 

décuple 

1024 

= 8x  128 

ondécuple 

2304 

= 9x  236 , 

dodécuple 

JI20 

= iox  5 1 z. 

Donc  l’expofant  quelconque  de  la  progreflion  étant 

. p f le  cœfficicnt  numérique  du  terme  correfpondant 

dans  la  troifiéme  colonne,  eft  p — • 2 x 2P  5 xxp  J }• 


Digitized  by  Google 


Livre  shcond. 

Ainfi  foie  / = 7,  on  aura  p z = 7 z ■ ^ 

& a p— ' = z4  = y x 16  = 80. 

3.  expofant  de  la  colonne. 

Donc  p z x z T~~ ’ = 80 , auquel  ajoutant  x,—’/, 

j’ai  80  x4/  pour  le  feptiéme  terme  cherché. 

La  férié  des  cœfficiens  de  la  quatrième  colonne  eft 
1.  6.  Z4,  8».  qui  fc  forment  ainfi  en  commençant  au 
quintuple. 


quintuple 

Jextuple 

feptuple 

ocitiple 

noncuple 

décuple 

endécuple 

dodécuple 


I =i  I X I X O 
6 = zx  3 x i 
Z4  = 3 x 4 x z) 
8o  = 4x  3x4 
Z40  = y x 6 x 8 
671  = 6x7*  16 

1791  = 7 x 8 x 3Z 
4608  = 8 X9X64 


p 4 

x p 3 


/ Arp 

IP  ~f-  It 

? 


L’expofant  quelconque  d’un  terme  de  la  progrelïïon 
étant  = p , le  terme  correfpondant  dans  la  quatrième 
colonne  fera/ 4 xp 3 x ir~*  x x'-’  xy. 

Soit/ = 7./ 4=  7 4 = 3- 

P—  3 = 7 3 = 4,  or  3x4  = iz. 

x zp— *=  z 7 * = z.  or  iz  x z = i4,c’eft  lccœffi- 
cien  numérique  cherché. 


x*""'  = x 7—1  = x*  xy  =xty  . 

donc  le  7e.  terme  de  la  progreffion  cft  Z4  x*  y. 

Autrement.  Soit  l’expofant  = / = 7,  le  terme  effc 

pp 7 / -y-  1 z x i*~~‘  x x r~L  x y. 

//=  49,  — 7/  =: — 49  ==  o. 

-+-  IZ  x z?  6 S=  Z4X*/.  Voyez  la  multiplication  ciw 
delTus. 


ii  i iip 
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La  férié  des  ccefficiens  de  la  cinquième  colonne  qui 
commence  au  feptuplc  eft  i.  8.  40.  160.  &c.  fc  forme 
ainfi. 

feptuple  1 = 1 x 1 

ottnple  8 — 1 x 4 ,ou  i + ixixi. 

noncuple  40  = y x %,ou  4-+-  1x4x1. 

décuple  1 60  = 1 ox  16, 0 u jxix  i6,0«8*4-ixi6 

ondécuple  y6o=y  xyxid^ou  17X  31-+-  16, 
dodécuple  17 91  = 11  x 64-4-  24,  ou  7 x 8 x 31, 

Pour  avoir  un  terme  quelconque  du  coefficient,  foit^ 
l’expofant  du  terme  cherché  = 9 , les  expofans  néga- 
tifs de  la  colonne  font  y , 48c  le  double  8. 

p y xp 4 x l r * x je T ' x y 

p y x 9 4xi'x^x; 

ou  4X  y x 2 = 40  x x'y  , ou  40  x1  y. 

Soit  p = 1 1 , & les  expofans  négatifs^ — • y — 4 , 

8,onaurai2 yxii-—  4x1“  7xx“  7 xy. 

ou  7 x 8 x 31X  x*y. 

or  7 x 8 = y6,& y6x  32=  1792.  _ 

Soit  p ==:  IX.  Il- — 6x11 4Xlf  7. 

ou  3x7x2'  * 7 ^ ou  14  =>  1 6 ^ x x f 7 xy 

5jx  i6==y6o  x*y. 

La  férié  de  la  fixiéme  colonne  eft  1.  10.  6 o.  too. 
1120.  à commencer  au  noncuple  &:  fe  forme  ainfi. 

noncuple  I = 1 x 1 x o 
décuple  10=  rx  ix  10 

ondécuple  60  =*  1 x 3x10 

dodécuple  280=  4 x 7X  10  , 
tré décuple  1120  = Sx  1 4 x 10. 

Il  eft  facile  de  trouver  la  formule  pour  avoir  un  terme 
quelconque. 

Remarque.  Ayant  trouvé  les  ccefficicns  des  numera- 
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teurs , on  aura  par  fimple  addition  du  terme  qui  cft  à côté 
les  cœfficicns  des  dénominateurs  pour  la  colonne  qui  a 
le  même  expofant. 

Troiliéme  colonne  Troifiémc  colonne 

des  numérateurs.  des  dénominateurs. 

double  i ... 

triple  3 donne  i = i -4-  o 

quadruple  8 4=  l H-  ) 

quintuple  20 12.=  4 -f-  8 

fextuple  48 3 1 = 1 2,  20 

- feptuple  1 1 2 80  = 3 2 -+-  48 

Régie  pour  les  Jignes  des  formules  en  progrejficn 
géométrique. 

La  table  générale  contient  dans  tous  les  termes  pairs 
les  deux  lignes  -fg  , parce  que  ces  formules  peuvent  fer- 
vir  généralement  pour  le  binôme  pofitif  a b , fc 

pour  le  binôme  négatif  a b , ainfi  il  faut  fuivre  la  régie 

générale  des  lignes  pour  les  puilTanccs  de  ces  deux  bi* 
nomes;  or  dans  les  puiffances  du  binôme  pofitif,  tous  les 
termes  ont  le  ligne  -+-  , mais  dans  les  puilTances  du  bi- 
nôme négatif,  les  termes  pairs  font  précédez  du  ligne 
, & tous  les  termes  impairs  font  précédez  du  ligne 

Méthode  tres-promte  pour  continuer  la  férié  des  Formules 
pour  Vf. 

Soit  donné  le  cinquième  terme  ^ = j.  Pour  avoir 

le  lixiéme  terme,  je  fubftituëdans  la  formule  7*^.^ 

les  valeurs  trouvées  ci- delTus  de  a Se  de  b dont  je  forme 
deux  colonnes. 
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Z 4 = 714 
3 b ==  6 17 


z<* 


-t-  3*  = 1 3 51 


1 4 = 361 
z £ = 418 


Donc  x 4 -+-  z » 
ÜL* 

780- 


780* 


a 

J- 


Donc  le  fixiémc  terme  eft 

Pour  trouver  le  feptiéme  terme  fur  la  même  formule, 
je  fubftituë  la  dernière  valeur  de  ces  lettres  a & b. 


z 4 = Z7.  oz 
3 b es  13.  40 


14  = 13  JI 

z ^ = I f <5o 


Z 4-+-  3 £ = JO.  41  \ I4-f-  Z £ = 19  I I 

ce  qui  donne  le  feptiéme  terme  = î. 

* 1 IpII  h 

Je  prends  ces  valeurs  de  4 &:  b pour  avoir  par  fubfti- 
tution. 


z 4 -+-  3 b 


z 4 = 10084 
3 6=  8733 

: 18817 


I 4 = 3041 

16  = j8ll 


ia~h  t b = 10864 


ce  qui  donne  par  le  huitième  terme  llilZ.. 
* ‘ 10864 


Vf  âge  de  la  Table  generale  des  Formules  des  termes  en 
pr  ogre (Ji  on  géométrique. 

La  première  table  des  termes  en  progreflion  géomé- 
trique eft  celle  dont  nous  parlons  ici  j elle  contient  pour 
chaque  progreflion  le  numérateur  avec  le  dénominateur , 
te  les  deux  tables  fuivantes  où  ils  font  féparez  ne  fervent 
qu’à  éclaircir  la  conftru&ion. 

Exemple.  Soit  la  férié  primitive  pour  V > fçavoir 

Ie.  zd.  3e.  4e.  f.  6e. 

1 < y 17  4»  ** 

T > 1 ) î > 11»  i » ' 7o  * 

Pour  continuer  indéfiniment  cette  férié  en  fautanrd’un 
terme  à un  autre  en  progreflion  géométrique  (ans  pafier 
par  les  termes  moyens.  Par  exemple , pour  trouver  un  ter- 
me en  progreflion  géométrique  triple. 

Si 
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Si  je  prends  le  premier  terme  { dont  l’expofant  cft  im* 
pair  pour  premier  terme  de  la  progreflion  i.  3.  6.9.  n.  &c- 
Je  prendrai  dans  la  table  les  formules  qui  ont  ces  nom- 
bres pour  expofans , il  fuffirmêmc  de  prendre  les  deux 
premières. 

Simple.  Triple. 

I X 4 X}  -H  J x' 

I y ly 

Le  premier  terme  de  la  (cric  y = -,  donne  a-  = 1 
Scy  = 1.  Suftituant  ces  valeurs  dans  les  formules , j’ai 


IXI  4x1  •+-  J X I 
IXI  4XIXI  — f*  IXI* 

i1-1.  Triple. 


ce  qui  donne  i ±ztl  = Z.  3e.  terme, 
i 4 "4—  t S 

Si  je  veux  continuer  la  férié  fur  la  même  formule  ; je 


fuppole  Z =3  ï 
s y 


& fubftituant  cette  valeur  dans  la 


formule  triple **'-»*:  , j’ai  4X7  ’ - 1X.Z 
atx-y-Jr\y  4X4^xy-+'ixy 

_ = Uîl6’. terme 

4 x 1 4 j + y p8o-+-  y ?8  y 

& ainli  de  fuite. 

Si  je  prends  pour  premier  terme  de  la  progreflion  triple 
celui  qui  cft  le  fécond  dans  la  férié  primitive  - =*=  - 

dont  l'expofant  eft  pair , je  trouverai  mettant  le  ligne  — 
dans  la  formule  des  termes  triples  à expofant  pair  , la 
6\  car  3x1  = 6 , la  1 8=.  car  3 x 6 = 1 8.  la  34e.  car 
3 x 18  = 34,  &c.  Mais  il  fiiffit  d’en  trouver  d’abord  une 
qui  eft  ici  la  fixiéme  & de  réitérer  à fubftituer  des  nom- 
bres en  la  place  des  lettres  comme  dans  l’exemple  précé- 
dent , pour  avoir  toutes  ces  progreflions. 


Analyfe. 


kkk 


Analyse  generale, 

3 e.  formule , ou  triple  avec  le  ligne 

j 4^-1*'  4x17—3x3 

ÿ i 4 xly  — 1 y 4x9x1 — 1x1 

— = IO?!~~  9 — - ££,  C’eft  lelixiéme  terme. 

71  — 1 70 

J’obfcrvcdc  mettre  toujours  le  ligne  — dans  la  formule 
de  la  progrelRon  géométrique  lorfque  l’cxpofant  du  ter- 
me pris  dans  la  férié  primitive  pour  le  premier  de  celle- 
ci  cft  pair. 

6e.  terme. 

De  même  fuppofant  ££.  = 1 , &:  fubftituant  cette  va- 
70  y 

leur  dans  la  formule  triple  - — , la  fubftitution 

r 4 xj  — ly 

donne  = 

4*99  X70  — IK70  4x8649x70—7» 
= ,r.  terme. 

34Î9ÉX70 7O  141I6JO 

1 4H7IO  7O. 

Ainli  lil’on  a plulicurs  termes  dans  la  férié  primitive, 
& qu’on  fubftituë  le  cinquième  terme  ou  le  lixiéme  dans 
la  formule  décuple  on  aura  tout  d’un  coup  le  cinquan- 
tième terme  ou  le  foixantiéme  , car  3 x 10— =2  30  , & 
6 x 10  = 6 o , & continuant  fur  la  même  formule,  on 
aura  dès  la  fécondé  opération  un  terme  incomparable- 
ment plus  avancé,  car  iox  30=  3 00 , & iox  6o=»6oo. 
C’eft  ainfi  qu’en  peu  de  tems  on  avance  à pas  de  geans 
dans  la  (crie  fans  palier  par  les  termes  moïens , ce  qui 
épargne  beaucoup  de  tems , &:  ce  qui  abrège  extrêmement 
le  calcul. 

Remarque  fur  le  nombre  des  termes  de  chaque  férié. 

Il  eft  toujours  avantageux  de  former  quatre  fériés  en- 
fcmble  pour  chaque  nombre  irrationel  propofé  -,  fçavoir , 


498 
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deux  fériés  fur  chacune  des  deux  formules  exemplaires , 
dont  la  première  cft  tirée  de  la  racine  du  quatre  parfait 
moindre  que  l’irrationel  propofe  , & la  fécondé  cft  tirée 
de  la  racine  du  quarré  parfait  immédiatement  plus  grand. 
On  peut  continuer  chaque  férié  indéfiniment;  mais  pour 
l’ufagc  il  fuffïtdc  trouver  un  nombre  fuffifant  de  termes 
pour  conftruirc  le  triangle  des  rapports  , c’cft-à  dircque 
le  dernier  trouvé  foit  un  nombre  capable  de  donner  plu- 
ficurs  quotients , comme  nous  le  verrons  dans  la  Seûion 
fuivanre  , lequel  donne  la  férié  la  plus  exaéle  , la  plus 
convergente  la  plus  parfaite  pour  exprimer  toute  racine 
irrationelle. 

Régie  four  Us  Jîgnes  & Us  limites  de  chaque  terme 
des  Séries. 

En  général  pour  déterminer  les  limites  d’erreur  ou  d'ap- 
proximation , foit  par  excès  foit  par  défaut. 

Ier.  terme  id.  terme.  jc. 

a 1 a — t—  3 b 7 a —J—  1 1 b 

~b  I a -+-  1 b 4 a —H  7T 

Je  dis  qu’en  comparant  le  quarré  du  numérateur  du  fé- 
cond terme  4 a a -4-  12 , ab  -4-  9 bb , avec  le  triple  du 

Jiuarré  du  dénominateur  $aa  -4-  izab  -4-  11  bb , la  dif- 
érencc  cft  4-  aa  J+T  3 bb , félon  le  rapport  qu’on  fuppo- 
fera  entre  a te  b. 

Ainfi,  fi  a *=  b=  r , la  différence  confiante  fera 
•4—  1 aa 3 bb  = 2. 

Mais  fi  a = te  b=  1 , la  différence  confiante 
fera  -4-  I aa 3 bb  = 1. 

De  même  lctroifiéme  terme  eft  11  * , fon  quarré 

4-4-7* 

eft  4P  — at-4-144**  __  , — 'au  -t-  ^ b j^c 

sb-\-  4P  bb  16  aa  — 56  ab  -4“  49  bb 

triple  du  quarré  du  dénominateur  48  aa  4-  1 6 8 ab  4-  1 47 
bb  étant  ôté  du  numérateur  , la  différence  eft  encore 

kkk  ij 
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-4-  i ta  ZÇ.  3 bb , comme  ci-dcffus , & ainfi  de  fuite  à l’in- 
fini. 

La  différence  dans  le  numérateur^  1 aa  3 bb  , cfl 
toujours  confiante , mais  le  dénominateur  augmente  con- 
tinuellement &:  indéfiniment;  ainfi  prenant  deux  nom- 
bres quelconques  pour  la  valeur  de  a &c  de  b , quclqu 'éloi- 
gne que  foit  leur  rapport  du  rapport  donné , la  férié  ap- 
prochera cependant  indéfiniment  de  la  valeur  de  l'iwa- 
tionel  cherché. 


Exemples  en  nombres  pour  la  valeur  de  v } . 


i°.  Soit  </  = 1 & b=  1 , j’ai  par  la  formule  ci- deffus 

v'T  = — > — — > —,  — , 2—  la  différen- 
* î 11  4' 

ce  confiante  dans  le  numérateur  cfl  1 aa  — 3 bb  =.  r 


' z. 


Car  le  premier  terme  de  la  férié  qui  efl  toute  par  dé- 
faut , efl  7 , & fon  quarré  efl  ÿ = 3 — 7.  Or  ce  quarré 
approche  indéfiniment  de  3 quarré  de  V'J'.  11  efl  évident 
que  la  fraélion  du  fécond  terme  } dont  le  quarré  cfl 
= 3 — | approche  encore  elle-même  indéfiniment  de  la 
valeur  de  v ~. 

Le  troifiéme  terme  77-  dont  le  quarré  cfl  777  = 3 


X 

I 1 * # # f . * 

Le  quatrième  terme  57-,  fon  quarré  = 3 — 7777 
i°.  Soit  a=  30,  & £ = 7,  dans  la  formule  exem 


plaire  pour  V 3 , ^ j’aurai  1 a a — 3 bb  = 6oo 

147=  7 3 3, excès  confiant  dans  le  numérateur,  la 

fcnc  — JLL  /hr 

ICllCtll  7 > 44  > i69  , <xc. 

Dans  le  premier  terme  — , fon  quarré  efl-^  = 3 
qui  furpaffe  3 de  . 

Dans  le  fécond  terme  77 , fon  quarré  efl  777?  = 3 
-f-  ,-777  , excès  confiant  au  numérateur. 

Dans  le  troifiéinc  terme  777  , fon  quarré  cfl -77777  = 3 
-77-77 , excès  confiant  au  numérateur. 


Ê 
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3°.  Si  l’on  fuppofe  a = z , & b = i , on  aura  dans 
la  même  formule  -r=*=  7 = i > donc  la  (crie  par  excès 

fera  i , 4 , , 77,  &c.  Et  la  différence  confiante  cfl  i an 

3 bb  = 4 3 = i , & c’efl  la  plus  excellente  de 

toutes  les  hypothéfes,  puifque  la  différence  ne  peut  ja- 
mais être  moindre  que  l’unité  entre  le  triple  du  quarré 
du  dénominateur  &:  le  quarré  du  numérateur. 

Dans  le  troifiéme  termea,  fon  quarré  7 = 3 -+-  f. 
Dans  le  fécond  terme  \ le  quarré  ±7  = 3 
Dans  le  troificmc  terme  il  ,1c  quarré  3 "♦~7TT<- 

40.  Soit  a = 3 , Sc  b = 10  , on  aura  dans  la  même 
formule  la  férié  par  défaut-p; , 77,  &:c. 

Dans  le  premier  terme  -L , fon  quarré  ~ ==  3 , 

or  191  efl  la  différence  confiante  du  numérateur  , car 

1 aa 3 bb  = 9 300  = 191; 

Dans  le  fécond  terme  77  , fon  quarré  -777  = 3 377, 

différence  confiante  au  numérateur. 

Dans  le  troifiéme  terme  -yp , fon  quarré  -7777-  = 3 
— 77Ta>  &c*^  l’infini. 

Méthode  pour  comoître  la  pins  parfaite  & ht  plu*  conver- 
gente des  quatres  fériés  primitives  qui  expriment  une 
racine  irrationelle. 

Le  triangle  des  rapporrs  qui  fuie  donne  toujours  la  fé- 
rié la  plus  parfaite,  comme  nous  le  verrons  dans  la  fec- 
tion  fuivante  ; mais  comme  il  faut  1 employer  avec  les 
formules  rationclles,  lefquelles  fervent  à- lui  préparer  des 
matériaux  pour  fa  conftruétion  ; il  s’agit  ici  de  comparer 
enfcmble  les  quatre  fériés  données  par  les  formules  ra- 
tionelles , pour  juger  de  celle  qui  mérite  la  préférence 
6c  qui  cfl  la  plus  parfaite  &:  la  plus  approchée  par  excès 
ou  par  défaut. 

Exemple.  Pour  l’irrationel  V , les  quatres  fériés  pri- 
mitives font, 

kkk  iij 
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Première  férié  des  racines  t — , n 


77 9J4-+*  "•))“* 

> 


I49  7 I848 

La  (cric  des  quarrez  cft  alternativement  par  défaut 
& par  excès, 
j*  s 

T=  4i  T 

5919 

Î44  ==4I  ■4-  144 

ÿio.  I I«  Jlf 

41  " ~ moi 


iiS 


moi 

14  0019  S89 

- : "'.tt:  AI  -4—  “ 

J4I51;  ®+  “ J4'5‘  04 

& ainfi  de  fuite  à l’infini. 

Seconde  feric  des  racines  \ ^ , -7—  , , la  férié 

des  quarrez  par  réduction  à moindres  termes  font  tous 
par  excès.  ^ 

49  « 

T = 4r  -+-7 

1015  ti 

41  4? 

J* 

41 


1109 
4068189 
99  tij 


= 41 


1109 

44 

9J11J 


&C. 


11787  — 


Troifiéme  ferie  des  racines  r— — 

I 9 1}  9 16 1 9 I997  y 

la  feric  des  quarrez  eft  alternativement  par  excès  Sc  par 
défaut. 


49  , « 

T = 41  ■+*  r 

6889  40  1061961  100 

169  41  169  • 15911  41  1 15911 

161-  5074*9  100  0 

5988009  ‘ 41  ' 5988009  > 

Quatrième  férié  des  racines  7 , 77 , ttï  , la  férié 
des  quarrez  font  tous  par  défaut. 


6889 40 

1 69  41  ' J69 
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?1Q 

50176  4*  30176 

ni.  564.  <14  136» 

54.  58  114  ;4I  j4. 58114  > &C* 

Parallèle  du  fécond  & du  quatrième  terme  de  ces  quatre 

fériés 


ire.  férié  par 

zde.  ferie  par 

3e.  férié  par 

4e.  ferie  par 

excès. 

excès. 

défaut. 

défaut. 

zd.  terme. 

zd.  terme. 

4i-<- HT 
4e.  terme. 

a T Al. 

41  169 

4i rf. 

1 T-*|— î 6 * 

AI 

3 9 S 4 0 0 9 

<6° 

41  341  S 104 

41  991»  J 

**“*  1)9849 

Il  eft  facile  de  juger  quelle  eft  celle  de  ces  quatre  fé- 
riés qui  approche  davantage  par  excès  ou  par  défaut , 
c’eft  la  féconde  , puifque  41  H—  eft  le  terme  le  plus 
appproché  de  41  par  excès. 

Mais  pour  m’en  affurer  davantage  je  divife  chaque  - 
numérateur  par  le  dénominateur  dans  chacune  des  frac- 
tions , & chaque  divifion  donnera  un  quotient  complexe, 
qui  fervira  dans  la  fuite  à former  le  triangle  des  rapports 
comme  nous  le  verrons  dans  la  fcétion  fuivante  , qui 
donnera  la  férié  la  plus  convergente  &:  la  plus  parfaite. 

Pour  41  -+-  Tïï 

Divifeur.  Ç Dividende.  C Quotient. 

144  zy  : 000  \ o:  173.6.  -+-  &c. 

0 

1 . . 144 

106:0 

7 . . 100  8 

y z : o 

3 ...  4 3 z 

S 8:0 

6 ...  . 864 

6:0 
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Pour  41  -t-  ^ 


Divifeur.  f 

Dividende.  Ç Quotient. 

4 9-  X 

16  : 00  \ 0:3165  -4- 

0 

3 • • 

14  7 

I 3:0 

2*  • • 

•..98 

3 i : 0 

6 . . 

. 194 

1 6:0 

J • • 

..145 

1 y : 0 

Pour  41 

4» 

■ »» 

Divifeur  r 

Dividende,  r Quotient. 

169  \ 

40:  000  \ 0.  1366  -+- 

0 

z . . 

333 

6z  : 0 

3 • • 

yo  7 
Il  3:0 

6 . . 

1014 

il  6:0 

6 . . 

.1014 

146:0 

Ainli  comparant  cnfemblc  ccs  quoticns , je  peux  juger 
quelle  eft  la  férié  la  plus  parfaite,  & je  la  trouverai  par 
le  triangle  des  rapports  formé  fur  ccs  quotients. 

De  meme  je  peux  comparer  les  féconds  termes  des 
fériés  des  racines , & trouver  par  ladivifion  les  quotients. 

Pour  irc.  férié  fécond  terme. 

Divifeur.  r Dividende,  c Quotient. 

IL  \ 77:00  \ 641 66  -+- 

o . ■ • 
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72  ou  64167  — i 

4 • • 

y:  0 

• 4 8 

1 . . 

0 h 

H M 

• 

• 

6 -f- 

8 : 0 

• • • 7 ^ 

pour  £= 

8 : 0 

= V , fécond  terme  de  la  féconde  feric. 

Divijèur.  j 

Dividende.  C Quotient. 

7 l 

4f  : 00  \ 64185  -+- 

6 ...  ou  64286 


3 : o 

4 * • • 2>  8 

2 : o 

X • • • • I ^ 

6 : o 

8 y 6 

4 ••  o 

y -4-  .....  3 y 


y : o 

pour  fécond  terme  de  la  3'.  & 4*.  fêrie. 


Divifeur. 

f Dividende.  J 

' Quotient. 

1 i 

i 83  : 00  \ 

63833-4- 

6 . . 78  ou  63854^ — 

y :° 

3 ...  3 9 


1 1:0 
8 . . 104 

6 : o 

y . . . . 6 y 

y:° 

4 " • • • • J X 

Donc  le  rapport  de  qui  réfulte  des  quotiens  trou- 
Analyfe.  /// 
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vez  par  la  divifion  du  fécond  terme  des  quatre  fériés  eft, 

fçavoir , 


de  la  ire.  fcric  entre 
de  la  z*e.  férié  entre 


{ 

{ 


64166  — f— 

64167  

64183  — f— 
641S6  — 


de  la  je.  & 4e.  férié  ^ 638^4  — — 

Or  par  le  triangle  des  rapports  expliquez  ci-après  dans 
la  Scétion  fuivante,  on  trouve  pour  le  rapport  de  V41 
= 64031  -+- 
ou  63031  . 

Or  de  64031  -f-  de  6403a 

ôtez  64166  H—  ôtez  64167 


différence — 133 

diff.- 

— 133  trop  grande  de  133. 

de 

640  3 1 

-H 

de 

640  3 1 

ôtez 

6418  3 

H- 

ôtez 

64186  

différence — 134 

diff.- 

— 134  trop  grande  de  134. 

de 

6403 1 

-f- 

de 

64031 

otez  6 3 8 3 3 

-f- 

ôtez 

63834  

différence -+- 177  177  trop  petit  de  177. 


Conclujion.  La  première  férié  approche  davantage  , 
puifque  fon  excès  133  eft  la  moindre  des  différences 
trouvées  ; d’ailleurs  elle  eft  alternativement  par  excès 
& par  défaut , ce  qui  eft  eflentiel;  je  la  choifis  préféra- 
blement à toute  autre  pour  en  former  le  triangle  des  rap- 
ports comme  il  fuit,  qui  donnera  la  férié  la  plus  conver- 
gente & la  plus  parfaite.  : , 

Je  prends  le  quatrième  terme  de  cette  première  férié 

— *i-Zl  & le  3e.  terme  i^66.  je  fais  la  divifion  féparé- 
1848  ' ixipn 

ment  dans  chacune  de  ces  fractions  du  numérateur  par 

leur  dénominateur  comme  fijcvoulois  les  réduire  à inoin- 
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dres  termes , & trouver  leur  commune  tnefure  en  divi- 
fant  d’abord  le  numérateur  par  le  dénominateur  , écri- 
vant ce  quotient  à côté , & le  premier  refte  au-deflous. 

Puis  je  divife  le  numérateur  par  ce  premier  refte  ; 
j’écris  le  quotient  à côté  , &c  le  fécond  refte  au-deflous. 

Enfuitc  je  divife  le  premier  refte  par  le  fécond  refte , 
j’écris  le  quotient  à côté , & le  troifiéme  refte  au-deflous. 

Je  continue  cette  opération  jufqu’àcc  que  je  trouve  un 
quotient  qui  foit  double  du  premier  quotient , car  pour 
lors  l’opération  cft  finie,  & j’ai  par  ce  moyen  la  période 
réglée  des  quotients  générateurs  pour  former  le  triangle 
des  rapports. 


Opération  fur  le  4e.  terme', 

{£>uotiens. 
6 

Divifeur  1848 

Ier. prod.  1 1088  l z 

Ier.  rejle  74  y 

zd.  prod.' 1490  £ i 

zd.  refte  3 j 8 

3e .produit  7 16  \ 1 2.  — i — 

3e.  refte  19 

4' .produit  348  | z 

4e.  refte  1 o 
jc.  produit  zo 

6e.  refte  9 : o 


Opération  fur  le  jc  .terme. 


{<0uo  tiens. 
6 


Divif. 

11911 

iet.prod. 

i37îief  1 

l<r.  refte 

9140 

i^.prod. 

18480  1 1 

zd.  refte 

4441 

3 e.  prod. 

8881  | 11 

3 e.  refte 

4e.  prod. 

ç 

4196  £ z 

4e.  refte- 

-MJ- 

Puifque  j’ai  le  quatrième  quotient  iz  qui  eft  précilc- 
ment  double  du  premier  quotient  6 l’opération  cft  finie,  & 
j’ai  la  période  réglée  des  quotiens  générateurs  qui  revien- 
nent toujours  excepté  le  premier;  car  c’cft  une  maxime 

lll  ij 


s 


yo8  Analyse  geneaale, 

confiante  , que  lorfque  l’on  trouve  dans  la  divifion  un 
quotient  qui  eft  précisément  le  double  du  premier  , fi  on 
ajoute  des  zéros  au  relie,  & qu’on  continue  la  divifion  , 
on  trouvera  toujours  la  meme  période  des  mêmes  quo- 
tiens  qui  reviennent  continuellement  , cette  période  eft 
donc  composée  de  quatre  termes  6.  z.  z.  iz.  dont  le 
premier  cfi  hors  d’œuvre  & ne  revient  jamais , & les  trois 
autres  reviennent  continuellement,  &:  cette  période  s’ex- 
prime ainfi. 

6 1 1 z.  z.  iz  1 1 z.  z.  iz  1 1 z.  z.  iz  | | &c. 
c’eft  cette  période  réglée  des  quotients  qui  fervira  à for- 
mer le  triangle  des  rapports  inverfe  comme  il  fuit , qui 
donnera  la  férié  la  plus  parfaite. 

Fermât  ion  du  triangle  du  rapport  inverfe  pour  ^7 

Chaque  colonne  contient  pluficurs  cellules  ou  carreaux 
qui  ont  chacun  quatre  termes  ou  nombres. 

Le  premier  cft  toujours  l’unité , & le  fécond  eft  l’un 
des  nombres  générateurs  ou  des  quotients  de  la  période, 
car  chaque  colonne  a fon  nombre  générateur  particulier. 

La  première  colonne  a le  premier  quotient  6 , qui  cft 
hors  d’œuvre  & qui  ne  revient  plus  le  premier  dans  au- 
cune autre  colonne. 

Chacun  des  trois  autres  quotients  donne  les  trois  nom- 
bres générateurs  des  trois  autres  colonnes , & fe  met  en 
tête  après  l’unité  confiante  qui  commence  chaque  co- 
lonne. 

Les  trois  mêmes  nombres  générateurs  font  encore  dans 
le  même  ordre  , les  féconds  nombres  particuliers  des  4e. 
yc.  &c  6e.  colonne. 
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yio  Analyse  generale, 

La  formation  de  chaque  colonne  fc  fait  alternative- 
ment par  multiplication  & par  addition  dans  chaque 
terme  , comme  il  eft  expliqué  fort  en  détail  dans  la  Sec- 
tion fuivante  , avec  cette  différence  qu’on  y trouve  le 
triangle  du  rapport  direct , & celui-ci  eft  inverfe  } cha- 
que colonne  donne  deux  nombres  , un  eft  le  dénomina- 
teur , l’autre  en  bas  eft  le  numérateur  de  la  fraûion  ou  du 
rapport  cherché. 

Voici  leur  férié. 


Ier.  Terme. 

I 6 


Ce  premier  terme  eft  hors  d’œuvre  &:  ne  re- 
vient jamais  dans  la  Période  des  quotients. 


1e 

3e  4e.  terme. 

n 
1 * 

5e* 

ü IZZ 

5 * 61  ’ 

6e.  7 

C 

816 

1049  M 4r4  I 

119  * 

310  ’ 3 969  1 

8e. 

9e- 

10e.  terme. 

51877 

131168 

1616.  893 

8158 

* 10435 

154.  078 

1 Ie. 

11e. 

terme. 

3384954  8396-  801  104146566 

518641  1311360  * 16164961. 

On  peut  enfuite  continuer  cette  (cric  à l’infini  par  les 
formules  fuivantes  dans  lcfquelles  le  premier  terme  eft 
hors  d'œuvre  , c’cft-à-dire  , qu’il  n’entre  point  dans  la 
période  réglée  des  quotients  qui  revient  toujours  dans  la 
férié  continuée  à l’infini. 
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Formule  four  la  Série  des  dénominateurs. 


a b 

c 

d 

...  62. 

i Z 4 ■ | " O 

z b — [ — a 

11  c b 

PI 


c 

• • I 19  • * 

z d — c 


f 

• • j 20  • • 

1 f — t—  d 


g 

••  39^9 
11/  -+-  <r 


h i 

• • 81  • ..10483.. 

Lf  -+-  f zb-Hg 


k 

1^4078 

iz  i -+-  b 


1 

m 

n 

518641 

13 1 1 360 

15  751.  961 

z k -i-  i 

z l -+-  k 

il  m l 

Formule  four  la  Série  des  numérateurs. 


A 

B 

C 

D 

O • • • 

• • • I ^ • •• 

• ••  i Z ê » » 

•••397 

A 

1 A — f—  1 

z B — f—  A 

1 1 C — t—  B 

E 

F 

G 

• • 8 z 6 •«  » 

..1049.. 

. . . 15414 

zD  -+-  C 

iE+D 

11  F -+-  E 

H 

I 

K 

..51877.. 

131168 

1616893 

1 G F 

iH  -+-  G 

ii  1 -+-  H 

L 

M 

N 

3.  384.  914 

8.  3 96.  801 

10.  178.  55 6 

1K+  I 

iL  -H  K 

11 M -i-  L 
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yir  Analyse  cenerale, 

Examen  de  la  différence  des  ejuarrez.. 

Préfcnteinent  fi  j’examine  la  férié  des  défaurs  & des 
excès  dans  les  quarrez  des  termes  de  la  véritable  & par- 
faite fi-rie  formée  par  le  triangle  des  rapports  &c  réful- 
tante  des  autres  fériés  les  plus  approchantes , je  trouve  que 
ces  différences  tant  par  excès  que  par  défaut  font  des  pé- 
riodes réglées , y,  -+-  y , i ||-+-  y y — I—  r , 

— y , y , — X II  -f-  y, — -y,  ■+•  x ||  &c.  où 

chaque  terme  d’une  période  a le  figne  contraire  à fon  ter- 
me corrcfpondant  dans  la  période  fuivante  , & comme 
ce  font  les  trois  mêmes  nombres  dans  chacune  des  pério- 
des , ils  fc  trouvent  détruits  parles  trois  nombres  de  la 
période  fuivante  qui  font  égaux  avec  des  fignes  contraires. 

Racines.  J) narrez,  du  numérateur. 

f....  3 6 = 41  x'i  — y =* 4 1 — 3 = 36.  défaut  — y, 
169  = 41*4-1-3  = 164-4-  y , excès -4-  y. 
■2p...  1014=  41x13 — i=ioiy — 1.  défaut — 1. 

2^  ...  1 y7 609=  41  x 3 S 4.1 -f-  y.  excçs-4-y. 

77;...  681176=41  X1664I  — y.  défaut  — y. 

777  .. . 4198401  =41  x 102400  -4-  1.  excès -4-  1. 

T&f  . . 64387 1 396  = 41  x 13731961  — y.  défaut— -y. 
Et  ainfi  de  fuite  de  tous  les  autres  à l’infini. 


SECTION 
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SECTION  C I N QJJ  IE’ME. 

La  Science  univerfelle  des  Rapports. 

Di/cours  Préliminaire  fur  la  nature  des  Rapports , 
leur  étendue , la  néccjfté  de  connaître  tous 
les  Rapports. 

TOutcs  les  véritez  géométriques  en  général , ne  fonc 
que  les  rapports  des  grandeurs  comparées  enfem- 

bic. 

L’Analyfe  qui  eft  la  fource  Se  le  fondemenc  des  Ma- 
thématiques , confifte  uniquement  à découvrir  des  gran- 
deurs inconnues  par  le  moyen  des  rapports  connus.  C’cll 
là  où  fc  réduit  la  rcfolution  de  tous  les  Problèmes  des 
Mathématiques  pures,  fie  desfcienccs  Phifico-Mathéma- 
tiques  -,  il  eft  donc  important  de  connoîtrc  parfaitement 
les  rapports  des  grandeurs  , puifquc  c’eft  de  leur  connoif- 
fancc  qu’on  doit  efperer  la  perfedion  de  l’Analyfe  Se  de 
toutes  les  Mathématiques. 

Cependant , je  ne  fçais  par  quelle  fatalité , les  Géomè- 
tres ont  négligé  une  fcicncc  li  néccflaire,  elle  fc  trouve 
très-bornée  , on  ne  connoît  parfaitement  que  le  rapport 
d’égalité  qui  n’cft  pas  la  moitié  du  premier  genre,  mais 
feulement  une  partie  infiniment  petite  de  tous  les  rap- 
ports, car  nous  verrons  dans  la  fuite  qu’il  y a une  infi- 
nitéde  genres  entre  les  rapports,  une  infinité  d’cfpéces 
fimples , une  infinité  d’efpéccs  composes  , primitives , Se 
fubalterncs  ou  dérivées  , toutes  infinies  , Se  dont  chaque 
rapport  en  particulier  eft  le  premier  terme  Se  l’origine 
d’une  férié  infinie  d’individus , telle  eft  l’étendue  des  rap- 
ports d’inégalité , ils  s’étendent  de  toutes  parts  à l'infini, 
Analy/e.  . mmm 


Analyse  generale, 

Se  ils  font  entièrement  inconnus,  on  fçait  feulement  en 
gros  Se  confufémcnt  qu’il  y a une  infinité  de  rapports 
d’inégalité  plus  grande  ou  plus  petite  à l’infini. 

N’y  a-t-il  pas  lieu  de  s’étonner  que  les  Géomètres  en 
foicnc  demeurez  là  , Se  n’aient  pas  poulie  plus  loin  leurs 
recherches  fur  une  matière  fi  vafte  Se  fi  importante;  quelle 
milité  ne  devoit-on  pas  efpércr  ; à en  juger  par  le  fculrap- 
port  d’égalité  qui  clt  celui  qui  nous  foit  connu  , puif- 
que  c’eft  la  fourcc  de  la  fcience  des  propwrtions  & géné- 
ralement de  toutes  les  véritez  géométriques  qui  nous 
font  connues  ; quel  fccours  ne  devoit-on  pas  attendre 
de  la  connoiflancc  entière  &cxaûedcs  rapports  de  tous 
les  genres  Se  de  toutes  les  cfpéccs  à l’infini  ; pour  la  per- 
fection del’Analyfc,  pour  les  lignes  courbes  Se  pour  les 
fciences  Phifico-Mathématiques. 

Cette  confulcration  m’a  porté  à examiner  de  plus  près 
la  nature  des  rapports , j’ai  trouvé  cette  matière  encore 
neuve  , je  me  fuis  fait  une  route  fimple  naturelle  Se  fa- 
cile par  laquelle  je  conduirai  mon  lcéteur,  pour  lui  don- 
ner icplaifir  de  découvrir  avec  moi  tout  ce  qui  regarde 
une  matière  fi  vafte  Se  fi  utile. 

Définition.  Le  rapport  des  deux  grandeurs  a Se  b con- 
fifie  ou  dans  leur  égalité  ou  dans  leur  inégalité  ; ou  dans 
leur  égalité  qui  fait  que  la  première  a contient  la  fé- 
conde b , autant  de  fois  qu’elle  y cft  contenue , & -réci- 
proquement, ou  dans  l’inégalité  qui  fait  que  la  première 
a cft  la  plus  grande  Se  contient  la  moindre  £ un  certain 
nombre  de  fois  avec  un  refte  ou  fans  refte. 

Ainfi  le  rapport  de  deux  grandeurs  confifte  ou  dans 
leur  égalité  ou  dans  leur  inégalité  ; c’eft  le  fondemenc 
de  toutes  les  comparaifons  qu’on  en  peut  faire,  la  frac- 
tion ~ Se  b-  eft  la  plus  fimple  expreftion  du  rapport  de  ces 

deux  grandeurs  ; or  une  fraCtion  indique  un  divifion 
dont  le  Dividende  eft  le  premier  terme  ou  le  dénomi* 
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natcur;  c’eft  donc  le  quotient  qui  rcfulte  de  cette  divi- 
fion  qui  caraétérifc  le  rapport,  ainfî  fubftituant  des  nom- 
bres à la  place  des  lettres  dans  j Se  dans  b-  , le  quotient 
exprimera  en  nombres  ce  rapport. 

Soit  ^ = ! , tj  y , I , t > &c.  dans  chaque  fraétion 

de  cette  férié, en  nombres  j’ai  i pour  quotient,  qui  cft 
la  marque  Se  le  caraéltrc  du  rapport  le  plus  fimplequi 
cft  celui  d’égalité,  car  l’antccédcnt contient  une  fois  fon 
conféqucnt , Se  réciproquement  le  conféqucnt  contient 
une  fois  fon  antécédent , c'cft  le  plus  fimplc  des  tous  les 
rapports , le  rapport  d'égalité  qui  cft  fcul  de  fon  genre 
Se  de  fes  cfpéccs,&  qui  n’a  fous  lui  que  des  individus. 

Mais  dans  cette  féconde  férié  de  rapports  ou  fra&ions, 
7>  ï,  f , ïi  T>  T > &c-  tous  ccs  rapports  font  fcmbla- 
blcs , puifque  chaque  antécédent  contient  deux  fois  fon 
conféqucnt , Se  chaque  quotient  qui  réfulte  de  la  divi- 
fion  cft  i , ce  qui  montre  que  tous  ces  rapports  font 
égaux  Se  font  très-fimples , puifqu’ils  n’ont  qu’un  feul 
quotient  qui  cft  le  moindre  qui  foit  poftibledans  les  rap- 
ports d’inégalité. 

Cette  fécondé  férié  ne  contient  qu’un  fcul  Se  unique 
rapporc,  qui  cft  le  plus  fimplc  rapport  d’inégalité  7,  qui 
cft  l’origine  de  cette  férié  , le  refte  de  la  férié  fonc 
des  individus  du  même  rapport  qui  cft  le  plus  fimplc 
rapport  d'inégalité  f qui  fait  le  premier  degré  ou  genre 
du  rapport  d’inégalité  i les  rapports  plus  compofcz  fonc 
les  degrez  fupérieurs. 

La  troiliéme  férié  des  rapports  fuivans,  f , f,  ~,8ec. 
contient  les  individus  du  premier  } qui  cft  l’origine  de 
la  férié,  chaque  antécédent  contient  une  fois  fon  con- 
fequent  avec  un  refte,  Se  le  conséquent  contient  deux 
fois  ce  refte,  ce  qui  donne  deux  quotients.  1 Se  1. 
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Voilà  déjà  deux  quotients  qui  marquent  le  fécond  de- 
gré ou  fécond  genre  des  rapports  d’inégalité  , mais  le 
plus  fimple  de  fon  genre  , puifquc  les  quotients  1.  & z. 
font  les  plus  Amples , car  le  quotient  1 cft  fi  fimple  qu’il 
fe  trouve  même  dans  le  rapport  d’égalité  qui  cft  le  plus 
fimple  de  tous  , ic  le  quotient  1 eft  le  plus  fimple  qui 
puiffe  fe  trouver  dans  le  rapport  d’inégalité. 

Mais  comme  ces  deux  quotients  peuvent  varier  par 
la  fuite  des  nombres  naturels,  ils  donneront  des  rapports 
différons  en  ce  cas  : mais  d’ailleurs  on  peut  conferver 
ces  deux  quotients  conftans  & invariables , &£  fubftitucr 
en  la  place  de  £ tous  les  multiples  £ , | , &c.  qui  font  des 
individus:  de  même  auffi  dans  chaque  variation  de  l’un 
des  quotients, on  aura  une  fcric  infinie  de raports : dans 
la  variation  de  l’autre  quotient  on  aura  encore  une  autre 
fcric  infinie  différente  : en  faifant  varier  le  refte  ou  la 
commune  mefure  on  aura  aufli  une  autre  férié  infinie  ; 
de  même  fi  on  fait  varier  deux  quotients , on  aura  en- 
core une  férié  infinie  de  rappors;  fi  l’on  fait  varier  l’un 
des  quotients  d’abord  avec  la  commune  mefure  enfuite 
l’autre  quotient,  puis  tous  les  trois  cnfemblei  dans  tous 
ces  cas  on  aura  autant  de  fériés  infinies  de  rapports  tous 
différons, & chaque  terme  de  l’une  de  ces  fériés  pourra 
être  pris  pour  l’origine  & le  premier  terme  d’une  férié 
infinie  de  rapports  fcmblables,  que  je  nomme  des  indivi- 
dus. 

Pour  traiter  cette  matière  fi  étendue  avec  ordre , 
d’une  manière  claire  qui  porte  la  lumière  dans  ccvafte 
pais  de  l’infini,  j’établis  entre  les  rapports  diftérens  dc- 
grez  ou  genres  à l’infini , je  divife  chaque  genre  en  fes 


Digitized 


Litre  second.' 

efpéces  primitives , foit  fimples , foie  composes , chaque 
cfpéce  primitive  a fes  efpéces  fubaltcrncs  ou  dérivées , 
& chaque  rapport  en  particulier  elt  l’origine  & le  pre- 
mier terme  d’une  fcric  infinie  d’individus  je  diflinguc 
cela  fans  peine  fans  fatiguer  la  mémoire  du  leétcur  , 
c’eft  par  le  nombre  & la  qualité  des  quotients  & de  la  com- 
mune mefure  que  l’on  trouvera  par  la  divifion  que  nous 
allons  expliquer  dans  le  Problème  qui  fuit. 


LEMME  ET  PROBLEME- 


Ier.  &c  fondamental. 


Trouver  la  commune  mefure  de  deux  nombres  , ou  Méthode 
nouvelle  four  faire  la  divifion  propre  pour  connoitre 
les  rapports  des  grandeurs  exprimées  en  nombres. 

Nous  expliquerons  dans  la  fuite  la  Méthode  d’expri- 
mer les  rapports  géométriques  par  les  nombres,  qui  eût 
la  feule  expreflion  claire  & fenfiblc. 

Soit  un  rapport  exprimé  par  la  fra&ion  ^ =-g-  # 

Opération. 


Ier.  Dividende.  A = 39 

1 : C.  premier  Quotient. 

Ier.  Divijeur  B = 14. 

de  fécond  Dividende. 

1 = XD.  fécond  Jjhtotient. 

Ier.  Refie.  M = 1 3 

a'1.  Divifear  de  3e*  Divid. 

I =E.  troifiéme  Quotient. 

zd.  Refie.  N = 9 

3e.  Divifcur.de  4e.  Divid. 

1 =F.  quatrième  Quotient. 

3'.  Refie.  O = 6 

4e.  Divifeur , de  f .Divid. 

z = G.  jc.  de  dernier  £>uot. 

4e.  Refie.  P •=  3 

de  commune  mefure. 

mmm  iij 
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Explication.  J’écris  le  plus  grand  nombre  A = 39  pour 
premier  dividende,  &:  au-deflous  le  plus  petit  du  rap- 
port propofé  B = 2.4  pour  le  premier  divifeur  ; j’ôte  le 
divifeurdu  dividende  39  autant  fois  qu’il  cftpoflible,  ici 
il  y cil  une  fois  , j’ôte  donc  une  fois  24  de  3 9 , le  premier 
relie  eft  M = 1 3 que  j’écris  au-deflous  pour  fécond  divi- 
feur, j’écris  auflîàcôté  le  premier  quotient  1 = C.  Voilà 
la  première  operation  finie. 

J’ai  B = 14  pour  fécond  dividende,  &:  M = iy  pour 
fécond  divilcur  ; j’ôte  M = 1 3 de  B = 14 , autant  de  fois 
qu’il  eft  pofliblc , c’eft-à-dire  une  fois  qui  donne  1 = D 
pour  fécond  quotient;  or  24 — 13  = 9,  j’écris  le  fécond 
relie  N = 9 au-deflous  pour  troifiéme  divifeur  ; voilà  la 
fécondé  operation  finie. 

J’ai  pour  la  troifiéme  opération  M = 1 3 pour  troifiéme 
Dividende,  & N = 9 pour  troifiéme  divifeur,  dont  le 
quotienteft  E=  1 , & le  relie  0 = 6. 

Pour  la  quatrième  opération,  j’ai  N = 9 , quatrième 
dividende , & O = 6 , quatrième  divifeur  , qui  donne 
pour  quotient  1 = F , pour  quatrième  relie  P = 3 . 

Pour  la  cinquième  opération  j’ai  0=6,  cinquième 
dividende  , & P = 3 , cinquième  divifeur,  qui  donne 
pour  cinquième  quotient  2 = G , qui  étant  exaél  ne  donne 
aucun  relie,  partant  c’clllc  dernier  quotient,  & P = 3 
cil  la  commune  mefuredes  deux  nombres  donnez  du  rap- 
port propofé 

Remarque,  t.  Lorfqu’un  divifeur  donne  un  quotient 
exaét  &c  fans  relie , ce  divifeur  eft  la  commune  mefure  des 
deux  nombres  propofez  , parce  qu’il  fc  mefure  lui-même 
par  l’unité. 

2.  Si  dans  l’opération  un  divifeur  cft  10  fois,  30  fois, 
3 3 fois , ou  100  fois,  1 30  fois  ,133  fois  dans  le  dividen- 
de , ou  même  davantage  , le  quotient  eft  exprimé  par 
deux  ou  trois  chifrcs  ou  même  par  un  plus  grand  nombre, 
&:  n’cll  pas  moins  unfeul  quotient;  alors  pour  ôter  plus 
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commodément  du  dividende  le  produit  du  divifeur  par  ce 
quotient , j’écris  à part  ou  fous  le  divifeur  ce  produit  pour 
ne  le  pas  confondre  avec  le  refte  donné  par  cette  opéra- 
tion. 

Corollaire  premier , général  & fondamental. 

Il  fuit  de  la  divifion  précédente,  dans  le  rapport  don- 
né fj-  , i°.  que  3 cft  la  commune  mcfurc  de  ces  deux 
nombres , laquelle  marque  par  fes  trois  unirez  que  ce  rap- 
port cft  le  troificmc  individu  de  fon  genre  & de  fes  cf- 
péces. 

20.  Il  y a cinq  quotients  , dont  y cfl:  l’cxpofant  qui 
marque  tout  cnfemble  le  degré  & le  genre  de  ce  rapporc 
qui  font  toujours  les  mêmes.  Il  marque  auffi  le  nombre 
des  divifions  qu’il  faut  faire  pour  connoitrcce  rapport, 
dont  chacune  donne  un  quotient. 

3°.  Le  cinquième  dernier  quotient  i marque  que 
c’eft  un  rapport  d’inégalité;  mais  le  plus  Ample  de  fon 
genre  , car  dans  le  rapport  d’égalité  le  dernier  quotient 
eft  toujours  i , & dans  le  rapport  d’inégalité-,  le  dernier 
quotient  ne  peut  être  moindre  que  2 , mais  il  peut  croître 
à l’infini.  * 

4°,  Les  quatre  quotients  qui  précédent  le  dernier  font 
des  unitez,  ce  qui  marque  que  ce  rapport  cft  le  premier 
& le  plus  (impie  de  fes  cfpéccs mais  fa  commune  mefure 
.3  marque  qu’il  cft  le  troifiéme  individu  de  (bn  genre, 
le  premier  individu  cft  encore  plus  (impie  que  le  propofé, 
ce  qui  s’éclaircira  dans  la  fuite. 

Corollaire  fécond , général  dr  fondamental. 

Ce  Problème  montre  que  la  commune  mefure  des  deux 
nombres  propofez  avec  les  quotients  trouvez  par  la  divi- 
fion , font  les  (culs  Elémcns  qui  entrent  dans  la  formation, 
des  rapports. 

Ce  qui  m’engage  à développer  les  proprictcz  de  ces  Elc- 
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mens  d’où  dépend  toute  la  théorie  des  rapports , comme 

il  fuit. 

. T H E'  O R E'  M E. 

JOuels  font  les  Elément  des  Rapports  î Leurs  propriété z.  î 
Ou  Théorie  générale  des  Rapports. 

Les  Elémens  d’un  rapport  exprimé  par  deux  nombres 
quelconques , font  la  commune  mefure  de  ces  deux  nom- 
bres , & les  quotients  que  l’on  trouve  en  divifant  le  plus 
grand  nombre  par  le  plus  petit,  par  une  divifion  réitérée 
jufqu’à  ce  qu’on  ne  trouve  plus  aucun  refte  Comme  ces 
Elémens  font  les  fculs  qui  entrent  dans  la  formation  des 
rapports,  leur  variation  qui  eft  la  feule  propriété  que  je 
confidcre  ici , eft  auffi  l’unique  fource  de  toutes  les  diver- 
fitez  qui  peuvent  fe  rencontrer  entre  les  rapports. 

i°.  La  variation  dans  le  nombre  des  quotiens  eft  la  four- 
ce  de  la  plus  grande  diverfité  qui  fc  trouve  entre  les  rap- 
ports , elle  me  fournit  la  première  idée  pour  diftingucr  les 
rapports  comme  les  puiffances  par  différens  degrez  à 
l’infini  que  je  nomme  aufii  les  genres  des  rapports , parce 
qu’ils  ont  différentes  efpéccs  du  même  dcgty  , &:  par 
conféqucnt  du  même  genre.  Voilà  la  première  &:  la  plus 
importante  diftin&ion  entre  les  rapports,  tirée  de  la  na- 
ture & de  l’cflcnce  des  nombres. 

z<*.  La.variation  de  chacun  des  quotients  caufc  une 
moindre  diverfité  entre  les  rapports,  elle  fc  trouve  entre 
les  rapports  d’un  même  degré  ou  genre,  c’eft-à  dire  en- 
tre ceux  dont  on  trouve  la  commune  mefure  par  un  nom- 
bre égal  de  divifions  qui  donnent  autant  de  quotients, 
comme  cette  variation  eft  moindre  que  la  précédente , je 
m’en  fers  pour  diftinguer  les  efpéces  différentes  entre  les 
rapports  différens  d’un  meme  genre. 

Je  nomme  efpéces  primitives  fmples  , celles  qui  font 
formées  pour  la  variation  d’un  fcul  quotient,  & dont 
la  férié  infinie  contient  des  rapports  qui  croiffent  en 

même 
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mcmc  tems  au  dénominateur  &c  au  numérateur. 

Je  nomme  ffpéces primitives  compofées  celles  qui  font 
formées  par  la  variation  ou  de  deux  quotiens , ou  de  trois 
quotiens  , ou  d’un  plus  grand  nombre  qui  varient  en- 
femble , combinez  enfcmblc  ou  avec  la  commune  mefurc , 
de  toutes  les  manières  poflibles,  &:  dont  la  férié  infinie 
contient  des  rapports  qui  croiffent  en  même  tems  au  dé- 
nominateur &c  au  numérateur. 

Mais  je  nomme  efpcces fubalternes  ou  dérivées  les  fériés 
infinies  des  rapports  qui  croiffent  feulement  au  numéra- 
teur , tandis  que  le  dénominateur  eft  confiant  &:  invaria- 
ble, qui  cfl  toujours  le  même  que  celui  du  rapport  qui  eft 
le  premier  &C  l’origine  d’où  la  férié  eft  dérivée. 

3°.  Enfin  la  variation  de  la  commune  mefure  des  deux 
nombres  qui  expriment  un  rapport , eft  celle  qui  produit 
entre  les  rapports  la  moindre  diverfité  qui  foit  poffible, 
je  m’en  fers  pour  établir  la  diftinélion  des  individus  entre 
les  rapports. 

Voilà  le  fondement  des  diftinélions  que  j’établis  entre 
les  rapports  , genres , efpéces  , individus , qui  fuffifent 
pour  dévcloper  tout  ce  qui  appartient  à la  fcicnce  des 
rapports  ; ces  diftinélions  foiit  (impies  & tirées  de  la  na- 
ture des  nombres-,  pour  les  mettre  dans  leur  jour  , il  faut 
entrer  dans  le  détail  & former  les  fériés  de  ces  genres , de 
ces  efpéces , de  ces  individus  comme  il  fuit. 


Formation  de  la  férié  infinie  de  tous  les  genres  des 
Rapports  à C infini. 


Série. 

à l’infini. 
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Le  premier  genre  eft  double  , il  contient  le  premier  &: 
le  plus  fimple-rappott  d’égalité  qui  eft  J-,  avec  le  premier 
Sc  plus  fimplc  rapport  d’inégalité  \ , qui  font  tous  deux 
Analyfc.  nnn 
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du  premier  degré  Se.  du  premier  genre , puifqu’ils  ne  peu- 
venc  avoir  qu’un  feul  quotient , car  7 = 1 , & 7 donne 
z pour  quotient. 

Le  premier  terme  de  la  férié  eft  7 , l’antcccdent  Se  le 
conféquent  font  égaux. 

Pour  le  fécond  terme  * fon  antécédent  z eft  égal  à la 
fomme  de  l'antccédent  Se  duconféqucnt  du  premier  terme 
qui  le  précédé  1 H—  1 = z , fon  conféquent  1 eft  égal  à 
l'antécédent  précédent. 

Pour  le  troiCéme  terme  i , fon  antécédent  3 eft  la  fom- 
me de  l’antécédent  Se  du  conféquent  du  terme  qui  le  pré- 
cédé immédiatement  z — H-  1 ==  3. 

Son  conféquent  z , eft  l’antécédent  du  terme  précédent. 

La  même  analogie  règne  dans  toute  la  férié  que  l’on 
peut  continuer  indéfiniment,  chaque  rapport  a pour  nu- 
mérateur la  fomme  du  numérateur  Se  du  dénominateur 
précédent , mais  le  dénominateur  eft  toujours  le  numé- 
teur  précédent. 

Bémonf ration  de  la  ferie  des  genres  des  Rappels. 

Pour  démontrer  a priori  que  cette  férié  comprend  les 
rapports  les  plus  fimples  de  tous  les  genres  à l’infini  , il 
fumt  de  démontrer  qu’un  rapport  quelconque , par  exem- 
ple, celui  du  cinquième  genre  eft  le  rapport  le  plus 
fimplc  du  cinquième  genre  , or  cela  eft  évident  par  fa 
formation,  puifqu’il  contient  tous  les  rapports  les  plus 
fimples  que  le  précédent  Se  qu’il  les  furpaffe,  car  il  con- 
tient Se  furpaffe  le  plus  fimple  rapport  du  quatrième 
genre  7,  Se  en  rétrogradant  de  même  jufqu’à  l’origine, 
on  trouvera  qu’il  contient  Se  furpaffe  le  rapport  du  troi- 
fiéme  genre  ^ .celui  du  fécond  genre  * , celui  du  pre- 
mier genre  d’mcgalité  },&  enfin  qu’il  contient  Se  furpaffe 
7 qui  eft  le  rapport  d’égalité  , le  premier  Se  le  plus  fim- 
ple de  tous  les  rapports. 

Comme  la  meme  chofc  fe  trouve  dans  chacun  des  rap- 
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ports  de  cette  férié,  il  fuit  dc-là  que  la  férié  continuée 
à l’infini  comprend  par  ordre  les  rapports  les  plus  fimplcs 
de  tous  les  genres  à l’infini. 

On  démontrera  encore  la  meme  chofc  à pofieriori  par 
la  divifion , car  on  trouvera  que  chacun  des  rapports  pris 
à diferétion  dans  la  (éric  , comme  ici  le  rapport  du  cin- 
quième genre  il  contient  tous  les  rapports  les  plus  fim- 
ples  des  genres  précédons  dans  la  férié,  & il  eft  évident 
que  chacun  de  ces  rapports  cft  le  premier  & le  plus  fim- 
plc  de  fon  genre , puifque  chaque  quotient  eft  l’unité , 
excepté  le  dernier  quotient  2 qui  ne  peut  être  moindre 
dans  le  rapport  d’inégalité  , ce  qui  cft  de  l’effencc  du 
rapport  d’inégalité. 


Ier.  Dividende. 

1.  premier  Quotient. 

Ier.  Divifeur 
C"  ad.  Divividende. 

8 

I.  2d.  Quotient. 

Ict.  Refe.  2d,  Divifeur 
& 3e  Dividende. 

_5_ 

I.  3e.  Quotient. 

2d.  Refe.  3e.  Divifeur 
& 4e.  Dividende. 

3 

1.  4e.  Jguotient. 

3 e.  Refe.  4e.  Divifeur 
dr  Jc.  Dividende. 

X 

2.  je.  Quotient. 

dernier  Divifeur 
& commune  mefure. 

1 

Formation  des  fériés  infinies  des  efpéce  s fimplcs  & primi- 
tives des  rapports. 

Entre  les  rapports  d’un  même  genre  ou  degré , par 
exemple,  dans  le  fécond  genre  ou  degré  qui  a cinq  quo- 
tients, on  peut  former  une  férié  infinie  des  efpéces  fim- 
plcs & primitives  par  la  variation  d’un  feul  quotient,  en 
prenant  pour  origine  & premier  terme  de  la  (crie  infi- 
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nie  le  premier  & plus  fimple  rapport  de  ce  cinquième 

genre  ou  degré. 

Ainfi  je  prends  le  rapport  le  plus  fimple  & le  pre- 
mier du  cinquième  genre  -y- , j’en  cherche  les  quotients 
par  la  divifion  expliquée  dans  le  premier  Problème , &C 
à côté  de  cette  opération,  j’en  fais  une  toute  contraire 
en  multipliant  la  commune  mefure,  &:  remontant  de  bas 
en  haut  par  la  fuite  des  quotients , après  en  avoir  chan- 
gé un  feul  ( pourvu  que  ce  ne  foit  pas  le  premier  pour 
les  raifons  que  nous  verrons  ) dans  cet  exemple  j’ai  chan- 
gé le  dernier  x , &:  j’ai  mis  en  fa  place  j pour  premier 
multiplicateur. 

Divif  on.  Multiplication. 


I re.  Dividende.  1 3 

Ier.  Jj>uet. 
1. 

18 

fe.  ou  dernier 
1 Multiplie  at . 

ltr.  Divifeur.  dr 
2d.  Dividende.  8 

id.  Jjtuot. 
1. 

yc.  nombre 
a multip.  1 1 

4e.  Multiplie. 
I. 

Jcr.  Refl.  2d.  Divif 
dr  3 e.  Divid.  y 

3e.  guot. 
1. 

4e.  .nombre 
à multip.  7 

3 e.  Multiplie. 
r. 

ad.  Ref.  3e.  Divif. 
dr  4e.  Divid.  3 

4 

I. 

3 e.  nombre 
à multip.  4 

2d.  Multiplie. 
1. 

3e.  Rejle  4e.  Divif. 
C?  f.  Divid.  2 

yc.  J^uot. 
2-, 

2d.  nombre 
à multip.  3 

1 cr.  Multiplie. 
3- 

4e.  Rejle  det.  Divif. 
dr  comrn.  mefure.  1 

itr.  nombre 
à multipl.  1 
ou  com.  mef. 

Je  fuppofe  la  commune  mefure  toujours  confiante 
= i , je  la  multiplie  par  le  dernier  quotient  3 mis  à la 
place  de  2 pour  frrvir  de  premier  multiplicateur,  le  pro- 
duit eft  3 , que  j’écris  à gauche  pour  le  fécond  nombre 
à multiplier. 

Le  ad.  multiplicateur  au  deflus  cft  x xor  1 x 3 -+-  1=4 
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que  j’écris  audefluspour  troifiéme  nombre  à multiplier. 

Le  3e.  multiplicateur  cft  i , Se  le  troifiéme  nombre  a 
multiplier  4,  or  1 x 4 = 4 , auquel  j’ajoute  le  nombre 
trouvé  au  deflous  3 , 4 -+-  3 = 7 , j’écris  7 pour  4e. 
nombre  à multiplier. 

Le  4e.  multiplicateur  cft  1 , & le  4e.  nombre  à multi- 
plier 7, 1 X7  = 7 , j’ajoute  4 , nombre  trouvé  au  deflous 
7 -+-  4 = 1 r , que  j’écris  pour  cinquième  nombre  à 
multiplier. 

Enfin  le  je.  multiplicateur  eft  1 , & le  ye.  nombre  à 
multiplier  1 1 , or  1 x 1 1 =====  1 1 , j’ajoure  7,  nombre  trou- 
vé au  deflous  1 1 -+•  7 = 18  , nombre  déliré  , qui  finit 
l’opération. 

Si  le  cinquième  quotient  z croît  ainfi  continuellement 
de  l’unité  &:  que  l’on  fubftituë  fa  valeur  en  fa  place  pour 
avoir  les  premiers  multiplicateurs  pour  réitérer  la  fé- 
conde opération  qui  précédé , on  trouvera  les  termes  de 
la  férié  infinie  de  la  cinquième  efpcce  fimple  & primi- 
tive du  cinquième  genre  des  rapports , ( je  dis  la  cin- 
quième efpécc  , parce  qu’elle  vient  de  la  variation  du 
cinquième  quorient  ) comme  il  fuir. 

Série  LL  IL  il  il  ii  il  1 ,Vc  à l'infini 

Dans  laquelle  les  dénominateurs  croiflentde  3,  e’cft 
la  valeur  du  premier  multiplicateur  confiante. 

Les  numérateurs  croiflcnt  de  y , & c’cft  l’expofantdu 
genre  de  cette  férié  , &c  du  rang  qu’occupe  parmi  les 
quotients  , le  cinquième  quotient  dont  la  feule  variation 
produit  cette  férié. 

Ce  qui  fournit  un  moyen  facile  de  la  continuer  indé- 
finiment par  addition  continuelle  de  3 au  dénomina- 
teur précédent  pour  avoir  le  fuivant  , & par  addition^ 
de  y au  numérateur  pour  avoir  le  fuivant. 

COROLLAIRE  I. 

On  formera  de  même  une  férié  infinie  d’efpéccs  fim- 
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pics  & primitives  par  la  variation  feule  du  quatrième 
quotient  qui  cft  ici  le  pénultième,  dont  le  plus  fimple 
rapport  du  cinquième  genre  eft  encore  l’origine  &L  le 
premier  terme. 

Sé à l’infini. 

Dans  laquelle  les  dénominateurs  & les  numérateurs 
croiflent  en  meme  tcms,cequi  cft  de  l’eflence  des  cf- 
pcccs  primitives. 

Les  dénominateurs  croiflent  de  4,  c’cft  l’expofant  du 
rang  de  ce  quatrième  quotient  dont  la  variation  feule 
produit  cette  férié. 

Les  numérateurs  croiflent  de6=j-t-  1,  ou  4-4-2,,' 
COROLLAIRE  IL 

On  formera  auflî  par  une  fcmblable  opération  une  fé- 
rié infinie  d’cfpcccs  limples  & primitives  par  la  variation 
feule  du  troifiéme  quotient  qui  eft  l’antépénultiéme  dans 
cet  exemple  , en  le  fuppofant  ou  le  faifant  fuceflive- 
ment  égal  à 1.  z.  3.  4.  &c.  à l’infini , le  premier  8^1e 
plus  fimple  rapport  du  cinquième  genre  -y-  cft  encore 
l’origine  & le  premier  terme  de  cette  férié. 

Série  H >77,  ,77.,  77,  &c.  à l’infini. 

Dans  laquelle  les  dénominateurs  croiflent  de  3,  qui  eft 
l’expofant  du  rang  du  troifiéme  quotient  dont  la  varia- 
tion donne  cette  férié. 

Les  numérateurs  croiflent  de  6,  c’cft  le  double  de  3, 
expofant  du  rang  du  quotient  générateur  pris  en  remon- 
tant, ou  bien  6 cft  triple  de  z , expofant  du  rang  du 
quotient  générateur  en  defeendant. 

COROLLAIRE  III. 

La  feule  variation  du  quatrième  quotient  en  remon- 
rant  de  bas  en  haut,  donne  la  férié  des  cfpéces  fimples 
& primitives  qui  fuit. 

Série  -H  > H,  ff,  H,  &c.  'a  l’infini. 
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Litre  second.  72.7 

Dans  laquelle  les  dénominateurs  & les  numérateurs 
croifTent  conftamment  de  j. 

COROLLAIRE  IV. 

On  ne  peut  pas  former  une  férié  infinie  d’efpéces  Am- 
ples ^primitives  par  la  variation  feule  du  itr.  quotient, car 
alors  le  dénominateur  demeureroit  le  même  8 confiant, 
ce  qui  eft  de  l'efTence  des  cfpéccs  fubalterncs  ou  déri- 
vées, comme  nous  le  verrons,  en  quoi  elles  différent  des 
efpéces  primitives , dont  l’effence  confifle  à varier  en 
meme  tems  tant  au  dénominateur  qu’au  numérateur. 

Cependant  fi  on  veut  faire  varier  le  premier  quotient 
de  manière  qu’il  donne  une  férié  dont  le  dénominateur 
& le  numérateur  varient  en  même  tems  , ce  qui  eft  de 
l’cfTcncc  des  cfpcces  primitives  , il  faut  en  ce  cas  faire 
varier  ce  premier  quotient  conjointement  avec  la  com- 
mune mefure , ou  avec  quclqu’autre  quotient  , mais  la 
férié  qui  en  réfulte  contient  non  pas  des  efpéces  Amples 
&:  primitives  des  rapports  , mais  feulement  des  efpéces 
primitives  & compofécs  comme  il  fuit. 

Formation  des  fériés  des  efpéces  compofées  & primitives 
des  Rapports. 

Les  cfpéccs  compofées  & primitives  , font  celles  qui 
fc  trouvent  dans  une  férié  infinie  de  rapports  qui  croifïcnt 
en  même  tems  tant  au  dénominateur  qu’au  numérateur, 
ce  qui  fait  l’efTence  de  l’cfpéce  primitive  , & qui  font 
formez  par  la  variation  des  deux  quotients  enfemble  , 
ou  de  plufieurs  quotients  en  quelque  nombre  que  ce  foie 
combinez  entre  eux  , ou  avec  la  commune  mefure  va- 
riable de  toutes  les  manières  poflibles. 

Entre  les  efpéces  compofées,  il  y en  a de  plus  eom- 
pofées  les  unes  que  les  autres , par  la  variation  des  deux 
quotients  elles  font  moins  compofées  que  par  la  varia- 
tion de  trois , de  quatre, de  cinq,  de  fix  , &c  de  tout  autre 


5î8  Analyse  generale, 

nombre  de  quotients  à l’infini  5 à mefure  que  le  genre 
du  rapport  cft  plus  élevé  , il  y a un  plus  grand  nom- 
bre de  quotients  qu’on  peut  combiner  Sc  faire  varier  cn- 
fcmble. 

La  férié  la  plus  compofée  des  rapports  du  cinquième 

genre  ou  degré  cft  celle  qui  fuit. 

Série  U.  '-*2l  121!  4‘  &c  à l’infini 

ocrie  —,-77}  > ,,,,  > ,014  > ote.  aiuimii. 

Elle  fc  forme  par  la  variation  de  tous  les  cinq  quo- 
tients &:  de  la  commune  mefure,  comme  on  le  voit  dans 
les  operations  fuivantes. 
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Comme  la  commune  mefure  croît  avec  les  cinq  quo- 
tients , la  variation  de  ces  fix  nombres  font  croître  les 
dénominateurs  & les  numérateurs  tout  cnfemblele  plus 
qu’il  cft  pofliblc  dans  le  cinquième  genre  ou  degré. 

COROLLAIRE.  V. 

On  peut  par  des  opérations  fcmblables  & réitérées 
trouver  des  fériés  d’cfpéecs  de  rapports  compofécs  & 
primitives  par  la  variation  de  deux  quotients  quelcon- 
ques , ou  de  trois , ou  de  quatre  , ou  de  cinq  quotients, 
ou  par  la  variation  de  la  commune  mefure  conjointe- 
ment avec  un  ou  plufieurs  quotients , c’cft  ainfi  qu’on  a 
trouvé  les  fériés  fuivantes. 

Série  formée  par  la  variation  des  trois  premiers  quo- 
tients , ¥->  n,  X , Vr , TT  » Tir  » &c.  à l’infini. 

Série 
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Série  formée  par  la  variation  des  trois  derniers  quo- 
tients — — — — iü-'  2-LÜ  &c  à l’infini 

, 1,  > »4  > > 6 * no)  lyi  J 

Série  formée  par  la  variation  du  fécond, du  croifiémc 
& 4e.  quotients  — , rr,  77  , 777  » H7  » ;77>  &c-  à l'infini. 

Formation  des  fériés  des  efpéces  fubalternes  ou  dérivées 
des  Rapports . 

Dans  les  fériés  fubalternes  ou  dérivées  , le  dénomi- 
nateur eft  toujours  confiant  Se  le  meme  que  celui  du 
premier  terme  delà  férié  qui  en  eft  l’origine,  &:  le  nu- 
mérateur feul  eft  variable  &:  croit  continuellement , voi- 
là rcfience  des  fériés  fubalternes,  entre  lcfqucllesil  yen 
a qui  font  dérivées  des  efpéccs  fimples  primitives , & les 
autres  font  dérivées  des  efpéccs  compofées  primitives. 

Les  fériés  fubalternes  ou  dérivées  fc  forment  par  la 
variation  du  feul  premier  quotient  du  premier  terme  de 
la  férié,  ce  qui  augmente  le  feul  numérateur;  ou  ce  qui 
revient  au  même  pour  former  les  fériés  fubalternes, foit 
un  rapport  ou  terme  quelconque  d’une  férié  infinie  d’ef- 
.péces  primitives  pris  pour  premier  terme  ou  origine  de 
la  férié  défirée , on  aura  les  numérateurs  fuivans  en  ajou- 
tant au  premier  numérateur  fon  dénominateur , & con- 
tinuant de  même  par  l’addition  du  premier  dénomina- 
teur à chaque  numérateur  trouvé  pour  avoir  le  fuivanr, 
on  trouvera  de  la  forte  tous  les  numérateurs  , fous  les- 
quels on  écrira  le  premier  dénominateur  qui  eft  le  dé- 
nominateur commun  Se  confiant  de  tous  les  termes  de 
la  fcric.  Exemple  , foit  le  plus  fimple  rapport  du  cin- 
quième degré  , Se  le  plus  fimple  d’une  efpéce  primitive  , 
1 » i»  —f—8  / lI_  \ m-+*  * { 19  \ l9  *4-  8 ( _ 1 

« * ' ai  g 8,1— 7“  V — ; \ ~) 

Sec.  à l’infini , ce  qui  donne  la  ferie  dérivée  ou  fubal- 

H >1  19  *»?  41  f > «1  o,_  I l’in^ni 

terne  t > Sec.  a 1 intint. 

Les  dénominateurs  font  les  mêmes,  c’cft  celui  du  pre- 
mier terme  de  la  férié. 

Analyfc.  . 000 
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Les  numérateurs  croiflent  conftamment  de  8 qui  eftle 
premier  dénominateur  du  premier  terme  qui  cft  l’ori- 
gine de  la  (cric. 


Formation  des  Séries  injinies  des  individus  des  rapports. 

Chaque  rapport  particulier , ou  chacun  des  termes  pris 
dans  une  férié  de  rapports  , foit  dans  la  férié  des  genres , 
foit  dans  les  fériés  des  efpéccs  primitives  fimples  , foit 
dans  les  (crics  des  efpéccs  primitives  composes  , foit 
enfin  dans  les  fériés  des  efpéccs  fubaltcrnes ou  dérivées; 
ce  rapport  quelconque  pris  dans  l’une  de  ces  fériés  à vo- 
lonté , peut  fervir  de  premier  terme  & d’origine  à une 
férié  infinie  d’individus  de  rapports;  ce  qui  donne  une 
infinité  de  fériés  infinies  d’individus  de  rapports , dont 
les  fériés  fc  forment  de  la  manière  qui  fuit. 

Pour  former  une  férié  d’individus  de  rapports  fur  un 
rapport  donné  quelconque;  par  exemple,  foit  le  premier 
& plus  (impie  rapport  du  cinquième  degré  ou  genre  LL  , 
je  multiplie  (cparément  le  numérateur  Sc  le  dénomina- 
teur pari,  z,  3,  4,  Sec.  qui  eft  la  fuite  naturelle  des  nom- 
bres pour  avoir  les  multiples  de  ce  numérateur  & de  ce 
dénominateur  qui  font  les  cermes  de  la  férié. 

Expofans.  Ie.  id.  3e.  4e.  je.  6e.  &c. 

Série.  tec.  à l’infini 

Il  cft  facile  de  former  de  la  même  manière  les  fériés 
des  individus  de  tout  autre  rapport. 


COROLLAIRE  GENERAL. 

Cela  fuffit  pour  donner  une  idée  de  l’étendue  de  la 
fciencc  des  rapports , &:  pour  former  les  fériés  des  rap- 
ports dont  on  peut  avoir  befoin  ; il  cft  bon  de  s’exercer 
fur  les  rapports  de  différens  genres , & former  foi-même 
les  (cries  des  efpéccs  primitives  fimples,  enfuite  des  ef- 
péccs primitives  compofécs  ; & après  en  avoir  formé 
nlufieurs  pour  les  mieux  pofléder,  on  paftera  aux  fériés 


Livre  secokd. 

des  individusj  cec  exercice  eft  le  meilleur  moïen  pour 
apprendre  aux  commençans  la  théorie  des  rapports,  8c 
leur  donner  la  facilité  de  les  trouver  dans  le  befoin. 

PROBLEME  II. 

Un  R appert  étant  exprimé  par  deux  nombres , le  réduire  À 
faplusftmple  exprejjion  ou  deux  nombres  élans  donnez 
qui  nefoient pas  les  plus  petits  de  leur  raifon  ; trouver 
les  deux  plus  petits  nombres  qui  /oient  en  mime  raifon. 

Soientlcsdcux  nombres  donnez  1391  & 688  , ou 
i°.  je  cherche  leur  commune  mefure  8C  leurs  quotients 
par  la  divifion  expliquée  dans  le  Problème  premier  com- 
me il  fuit. 


Ie.  colonne. 

Ier  .Dividende  1 y 9 1 

ide. 

colonne. 
J^uo  tiens 
i = 4 

3e.  colonne. 

Produits. 

i6x  a-h-c. 

3 7 a 1 6X2,  -+-  y =a  3 Z-t-y 

Ier.  Divifeur 
& a*1.  Dividende  688 

II 

ws 

c X b-t~  I 
16=  yx  3-4-  1 

Ier.  refte  Divifeur 

& 3 e.  Dividende  11  y 

y =e 

4 =<• 

refte  3e.  Divif.  43 
commune  mefure. 



I l’unité  confiante. 

x°.  Je  me  fers  des  quotiens  contenus  dans  la  fécondé 
colonne  pour  former  une  troifiéme  colonne  comme  il  fuit 
par  multiplication. 

J’écris  en  bas  l’unité  confiante  i.  dans  la  troifiéme  co- 
lonne qui  eft  celle  des  produits  à droite  vis-à-vis  la  com- 
mune mefure  43. 

Enfuite  j’écris  y au-deftiis  de  1 dans  la  troifiéme  colon- 
ne vis  à-vis  de  y=c  de  la  fécondé  colonne. 

Je  multiple  ce  y par  le  quotient  qui  le  précédé  dans  la 

000  ij 
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féconde  colonne  j = b , & au  produit  j’ajoute  1 unité 

confiante  qui  cil au-dciTous , j’ai  ex  b -+-  i , ou  j x 3 1 

qui  donne  16  que  j’écris  vis-à-vis  du  pénultième  quotient 
3 =b.  . . A 

Je  multiplie  ce  16.  par  a,  au  produit  j’ajoute  c , c’eil 
i6xa  -+-f=  16x1  -4-  y ==3  7,  j’écris  le  produit  37. 
vis-à-vis  2 = a. 

Ainii  les  deux  nombres  cherchez  font  37  & x 6 , ou  fj- 
qui  fonc  les  plus  petits  qui  foient  en  même  raifon  que  le 
rapport  propofé  . 

Di'moujlration.  je  dis  que  la  troifiéme  colonne  des  pro- 
duits contient  1&  mêmes  nombres  que  la  première  colon- 
ne qui  contient  les  dividendes , avec  cette  différence  que 
dans  la  troifiéme  colonne  ils  font  divifez  par  43  qui  cil 
la  commune  mefure. 

Dans  la  troifiéme  colonne  l'unité  conilanre , repréfente 
cette  commune  mefure  43  divifee  par  elle-même. 

Le  nombre  y qui  cil  au-deiTus  dans  la  troifiéme colon- 
ne égal  au  quotient  y qui  cil  à côté  , repréfente  le  pre- 
mier reile  21  y divifé  par  la  commune  mefure  43  , car  di- 
vifant  2 1 y par  43  le  quotient  cil  y. 

Le  troifiéme  produit  16 , qui  vient  de  c x b -1-  1 = yxy 
1-  1 = 1 y -4-  1 = 16  repréfente  le  fécond  quotient 
3 =b  , multiplié  par  le  troifiéme  quotient  y augmenté 
de  l’unité,  &c  cette  fomme  16  repréfente  le  premier  divi- 
feur  ou  fécond  dividende  688  divifé  par  43 , puifque  fon 
quotient  eft  1 6. 

Enfin  le  dernier  produit  37  repréfente  le  premier  di- 
vidende 1 y 9 1 divifé  par  la  commune  mefure  43  , car  iy^i 
divifé  par  43  donne  au  quorient  37. 

Donc  les  deux  nombres  du  rapport  font  les  plus  pe- 
tits nombres  qui  foient  en  même  raifon  que  le  rapport 
Donc  ce  rapport  cil  réduit  à fes  moindres  termes  ; 
ce  qu'il  falloic  trouver  & démontrer. 
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SECOND  EXEMPLE. 


irc.  colonne. 
* Dividendes. 

ie  col. 
JJuot. 

3e.  colonne. 
Produits. 

Ier.  Dividende. 

8.  36.  16 

• 

3 = 4 

21.  44. 

40}  xJ  *+"  x 19" 

Ier.  DtviJ'cur  & 

1e1.  Dividente  I.  37.  17 

<5V«  produit  x 3 ^ 

4 <?7fr  Ie.  Divid.  7.  8 3.  8 3 

II 

4°3_ 

- îxjix  } “4“  1 6 

Ier.  Rejle.  id.  Divifcur 
& 3e.  Dividende.  30.31 

produit  x 3 

4 ôter  du  id.  Divid.  1.  30.  93 

8 

129 

= 16x8  ■+■  î. 

id,  Æf/fr.  3e.  Divijeur 
dr  4e.  Dividende  6.  24 

•Sa» produit  x 8 
4 oVfr  d'à  3e.  Divid.  49.  9 2 

l6=ad 

16 

;=  t x 16  - 

3e.  4e.  Divijeur 

dr  commune  me  jure  39 

produit  k ôter 

du  4e.  Divid.  6.  24 

. Dernier  rtjle.  00 

Opérations  fuljidiaires 

i.  3 7-  *7  8.36.16  30.31  1.37-17. 

X 3 — 7.83.  8 3 X 3 — I 3 °-  93 

7.  8 j.  8 j 50.  31  13093  6 24 

614  30.31  39 

x 8 — 49.  91  xi  6 

49.91  . 39  6.14. 

000  iij 


' Digitized  by  Google 


Analyse  generale, 

J’ai  formé  les  deux  premières  colonnes  par  la  divifion 
expliquée  dans  le  Problème  i . qui  m'a  donne  les  quotiens 
j = 4,  3 = è,  8 =<-,  \6  = d{  que  jcdiftiDguc  par 
des  lettres  pour  éviter  l’obfcuritc  ) avec  la  commune  roc- 
fure  3 9. 

J'ai  formé  enfuite  la  troifiéme  colonne  qui  eft  celle 
des  produits  , comme  il  fuit. 

. Le  Ier.  terme  eft  i , l’unité  conftantc  premier  produit. 

Le  fécond  produit  1 6 eft  le  fécond  quotient  16  = d 
écrit  dans  la  féconde  colonne  vis-à  vis. 

Ce  produit  1 6 multiplié  par  le  quotient  précédent 
8 =c  donne  i6xc , ou  TtfxT  = il8  -4-  t — — 119 
troifiéme  produit  qui  eft  en  bas  vis-à-vis  8=r. 

Multipliant  119x3  ==£,  au  produit  387  , ajoutant 
119  , produit  précédent  la  fomme  403  eft  le  quatrième 
produit  vis-à-vis  3 = b. 

Enfin  multipliant  403  x y quotient  précédent  = a, 
ôc  au  produit  zoiy  ajoutant  le  produit  précédent  119  , 
la  fomme  1144  eft  le  cinquième  produit  vis-à-vis  le  quo- 
tient y = a. 

• L’opération  eft  finie,  &:  les  deux  derniers  produits  de 
la  troifiéme  colonne  ‘-iü  font  les  deux  plus  petits  nom- 

4°}  r 

bres  cherchez,  qui  expriment  en  moindres  termes  le  rap- 
port des  deux  nombres  propofez  -8' 16 ' 16 ' . 
r 1’S7-  «7- 

Dcmonjlration.  Dans  la  troifiéme  colonne  qui  eft  celle 
des  produits,  en  bas  l’unité  vis-à-vis  la  commune  mefure 
39,  repréfente  39  divife  par  lui-même. 

Le  fécond  produit  16  vis-à-vis  du  quotient  1 6t=dt 
repréfente  le  fécond  refte  delà  première  colonne  6 14  di- 
vife par  la  commune  mefure  39  , car  par  hypothéfc  & 
par  conftru&ion  39  mefure  614.  par  16 , puifque  le  quo- 
tient 1 6 eft  celui  que  donne  la  divifion  de  61 4 par  3 9. 

Le  troifiéme  produit  119  repréfente  le  premier  refte 
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de  la  première  colonne  divifé  par  la  commune  mefurc 
39  , car  par  hypothéfc  & par  conftruiftion  le  premier 
refte  5031,  contient  le  fécond  refte  62. 4 huit  fois  , 
plusjuncjois  3 9 , c’eft-à^direji^  39  = y0 .3,* 

°u  8x  i5x  }9  -4-  39  , ou  ia8x}9  -+-  39  = nj>x  jy. 

De  meme  le  quatrième  produit  403  , repréfentc  le  pre- 
mier divifeur  1.  37.  17,  divifé  par  la  commune  mefure 
39  , car  par  hypothéfc  & par  conftru&ion  13717  , con- 
tient trois  fois  le  premier  refte  3031  plus  une  fois  £4, 
c’eft-a-direj  37r7  “=  } * n?  x 3,  -4-  iTxjs  = îijTiTxlÿ 

= 4°}  x • 

Enfin  par  la  même  raifon  dans  la  troifiéme  colonne  le 
cinquième  produit  11.  44.  repréfente  le  premier  dividen- 
de 8.  3 6.  16.  divifé  par  la  commune  mcfurc  39,  car  par 
hypothéfc  & par  conftru&ion  836.  16.  contient  le  pre- 
mier divifeur  1 37. 17  cinq  fois , plus  une  fois  le  premier 
refte  3031,  c’cft-à-direque  8.  3 6.  1 6r=f^~—~ 

-t-  3031=.  3x3x8  X I6X  39  =*,44Xj9. 

Donc  le  rapport  exprime  dans  les  plus  petits  ter- 
mes poflibles  le  rapport  donné  16  . ce  qu’il  falloir 

i-S7' '7  ^ 

trouver  &c  démontrer. 

PROBLEME  III. 

Inverfe  du  précédenr* 

Trouver  les  moindres  termes  d'un  Rapport  donné, c'eft.à- dire 
d'un  rapport  dont  les  quotiens  font  donnez,  ; ou  trouver 
la  fuite  des  deux  plus  petits  nombres  qui  foient  tels  , que 
divifant  le  plus  grand  des  deux  nombres  par  le  plus  petit, 
& le  plus  petit  nombre  par  le  premier  refte;  & continuant 
à divifer  le  premier  refte  par  le  fécond , ainfi  de  fuite 

jufqùau  dernier  refte  qui  foit  un  divifeur  ekacl  , les 
quotiens  foient  ceux  du  Rapport  donné. 

Par  exemple.  Soit  donné  la  fuite  des  quotients  3. 3.  8.16. 
qui  font  ceux  d’un  rapport  donné  du  quatrième  genre  ou 
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degré , exprimer  ce  rapport  par  la  fuite  de  deux  nombres 

premiers  entr’eux. 

C’eil-à-dire , on  demande  les  deux  plus  petits  nombres, 
qui  étant  divifez  continuellement  donnent  les  memes 
quotiens  & dans  le  même  ordre  propolc. 

Il  faut  que  ces  deux  nombres  cherchez  foient  tels  que 
Je  plus  grand  divife  par  le  plus  petit  donne  y pour  pre- 
mier quotient  avec  un  premier  relie.  . 

Que  ce  premier  refte  divifant  le  plus  petit  des  deux 
nombres , donne  3 , pour  quotient  avec  un  id.  relie. 

Que  ce  fécond  refte  divifant  le  premier  relie  donne  8 
pour  quotient  avec  un  troifiémc  relie. 

Et  qu’enfin  ce  troifiéme  relie  divifant  le  fécond  relie , 
il  le  mcfurc  exactement  par  1 6 fans  aucun  relie. 

Régie.  J’écris  à gauche  dans  une  colonne  tous  les  quo- 
tiens  donnez  dans  le  même  ordre  qu’ils  font  propofez. 

Je  forme  à côté  vers  la  droite  une  fécondé  colonne  des 
produits  par  la  multiplication  expliquée  dans  le  Problème 
précédent. 

J’écris  d’abord  1 en  bas  pour  premier  produit,  &:  au- 
deflus  le  deuxième  produit  1 6 vis-a-vis  le  dernier  quotient. 

Je  multiplie  ce  produit  16  par  8 pénultième  quotient , 
ce  qui  donne  iz8  , j'ajoute  le  premier  produit  1 , c’cft 
iz8  -t-  1 = 119  que  j’écris  pour  troifiéme  produit  vis- 
à-vis  8. 

Je  multiplie  le  troifiéme  produit  119  par  le  troifiéme 
quotient  3 , au  produit  3 87  } j’ajoute  le  fécond  produit  1 6 , 
j’ai  403  pour  quatrième  produit  que  j’écris  vis-à-vis  3. 

Enfin  je  multiplie  le  quatrième  produit  403  par  le  qua- 
trième quotient  y , & au  produit  zoiy  , j’ajoute  le  troi- 
fiéme produit  119,  j’ai  1144  pour  cinquième  & dernier 
produit  que  j’écris  vis-à-vis  de  y. 

Ce  qui  donne  le  rapport  qui  contient  les  deux 
nombres  cherchez  qui  ont  les  conditions  rcquifes  par 
le  Problème. 
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ire.  colon. 
Quotients 
donner. ,. 

2dc.  colonne. 
Produits. 

î 

21.44.  dern.prod. 

i 

4.  03.  ep.  produit. 

8 

1.  29.  l*. produit. 

16. 

1 6.  id. produit. 

I.  V1.  produit. 

Livre  second. 

Opération. 

1 6 dernier  quotient 
x 8 pénultième  quot. 


I.  28...  Ier.  produit. 

"+-  i.  C unité  confiante. 

119.. .  lTc./ômme. 
x 3...  J',  quotient. 

387.. .  iA.  produit. 

I-  1 6..  dern.  çfr  4e.  quot. 

403.. .  îA^.J'omme. 


x y. 


quotient. 


20.  1 y...  y',  produit. 
+-1.29...  1 te.Jomme‘ 

21.  44...  3 c.  & dern.J'om. 


PROBLEME  IV.  FONDAMENTAL. 
Pour  la  conftru&ion  du  triangle  des  Rapports. 


T rouver  la  fuite  de  tous  les  nombres  premiers  entr'eux  , 
qui  expriment  le  plus  exaélement  qu  il  ef  pofjiblc  le 
Rapport  de  deux  grandeurs  données. 

Il  y a deux  cas.  Puifque  ces  grandeurs  fontcommcn- 
furables  ou  incommenfurables. 

Premier  cas.  Si  les  grandeurs  font  commenfurablcs , 
on  trouvera  facilement  deux  nombres  qui  reprefenteront 
leur  rapport  , &:  fi  les  nombres  donnez  ne  font  pas  les 
moindres  termes  de  leur  rapport,  on  les  réduira  à moin- 
dres termes  par  le  Problème  précédent. 

Second  cas.  Si  ces  deux  grandeurs  étant  incommcnfy- 
rables , font  exprimées  aulli  exactement  qu’il  cft  poffiblc 
par  deux  grands  nombre»  qui  different  de  moins  d’une 
unité,  l’un  par  excès,  l’autre  par  défaut,  qui  ne  foienc 
Analyfe.  ppp 


« 
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pas  des  nombres  premiers  entr'eux  , c’cft-à-dire  les  moin- 
dres termes  de  leur  rapport , on  les  réduira  à moindres 
termes  qui  feront  en  meme  raifon  par  le  Problème  pré- 
cédent. 

Mais  fi  les  nombres  qui  expriment  le  rapport  donné  font 
premiers  entr’eux , ou  les  plus  petits  nombres  de  leur 
raifon  ; alors  pour  avoir  la  fuite  des  plus  petits  nombres 
qui  expriment  d’une  manière  approchée  le  plus  exacte- 
ment qu’il  cft  poftible  le  meme  rapport,  ce  qui  cft  plus 
commode  dans  la  pratique.  Voici  la  Méthode  pour  trou- 
ver la  fuite  de  tous  les  nombres  qui  expriment  le  plus 
exactement  qu’il  cft  poftible  le  rapport  de  deux  grandeurs 
données  en  nombres  entiers. 

Exemple.  Soit  donné  le  rapport  *-y  exprimé  par 

deux  nombres  qui  font  les  plus  fimplcs  de  leur  raifon  , 
& premiers  entr’eux  , qui  expriment  ce  rapport  le  plus 
exactement  qu’il  cft  poftible. 

i°.  Je  fais  fur  ces  deux  nombres  la  divifion  expliquée 
par  le  Problème  icr.  qui  me  donne  les  fept  quotiens  fui- 
vans  que  je  diftingue  par  des  lettres  pour  éviter  la  con- 
fufion. 

4,  b , e,  J,  e y f , g. 

i , y , i,i,  i , 18 , 8.  Dans  cctordrc , ce  qui  me  donne 
deux  colonnes. 

La  première  colonne  contient  les  dividendes , les  di- 
vifeurs  ic  les  reftes. 

La  féconde  colonne  contient  les  fept  quotients  a , b , c , 
d , e , f,  g , exprimez  en  chifres  &:  en  lettres. 

Il  s’agit  de  former  d’autres  colonnes  que  je  nomme  les 
colonnes  des  produits(  fur  ces  deux  premières,  ainfi  conf- 
truites , ) ce  qui  fe  fait  de  la  manière  qui  fuit. 

La  troifiéme  colonne  vers  la  droite  fe  forme  de  ccrte 
forte.  J’écris  i qui  cft  l’unitc  pour  premier  produit  vis- 
à-vis  le  dernier  quotient  8=j.  Je  forme  tous  les  pro- 
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duits  de  ceccc  troifiéme  coloffhe  en  remontant , de  la  ma- 
nière expliquée  dans  le  Problème  précédent , ce  qui  fe 
fait  en  multipliant  chacun  des  produits  trouvez  par  le 
quotient  de  la  fécondé  colonne  qui  cft  du  rang  au-deflus , 
& ajoutant  à ce  produit  celui  qui  eft  au-deflous  du  mul- 
tiplié dans  la  troifiéme  colonne. 

C’cft- à-dire , fécris  dans  la  troifiéme  colonne  le  fécond 
produit  18  vis-à-vis  du  quotienc  28  =/,  de  la  féconde 
colonne. 

Je  multiplie  ce  produit  28  par  le  quotient  du  rang  fu- 
périeur  i = e.  Au  produit  28  j’aioute  le  premier  pro- 
duit 1 de  la  troifiéme  colonne  , j’écris  la  fomme  19  dans 
la  troifiéme  colonne  pour  troifiéme  produit 
.Je  multiplie  ce  troifiéme  produit  29  par  le  quotienc 
précédent  de  la  féconde  colonne  1 =d.  Etau  produit 
29  j’ajoute  le  produit  précédent  28,6.:  j’écris  la  fomme 
J7  dans  la  troifiéme  colonne  pour  quatrième  produit. 

Je  multiplie  ce  57  par  le  quotient  précédent  i=f  de 
la  fécondé  colonne,  &:au  produit  57,  j’ajoute  le  produit 
précédent  29  , & j’écris  la  fomme  86  dans  la  troifiéme 
colonne  pour  cinquième  produit. 

Je  multiplie  ce  86  par  le  quotient  précédent  j t=£  ; 
& au  produit  450  j’ajoute  le  produit  précédent  37  , &: 
j’écris  la  fomme  487  dans  la  troifiéme  colonne  pour  fixié- 
me  produit. 

Enfin  je  multiplie  ce  487  par  le  quotient  précédent  qui 
cft  le  premier  de  la  fécondé  colonne  2 = a -,  & au  pro- 
duit 974  j’a]oûtc  le  produit  précédent  487,  SC  j’écris  la 
fomme  1 o.  60  dans  la  troifiéme  colonne  pour  le  feptiéme 
& dernier  produit. 

Je  conclus  delà  formation  de  ccctotfoifiéme  colonne, 
que  le  rapport  15-?—  contient  les  plus  petits  nombres  qui 
expriment  le  plus  cxa&cmcnt  qu’il  eft  pomble  le  rapport 
donné 
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N ous  verrons  enfuite  la  formation  des  autres  colonnes. 


Première  colonne. 
Contenant  Us  Dividendes, 
les  Divifeur  s dr  les  Rejles. 

2de. 

col. 

Quoi. 

J me, 

col. 
Prod ■ 

4™. 

col. 

Prod. 

jme. 

col. 

Prod. 

6mc. 

col. 

Prod- 

ymc, 

col. 

Prod. 

8me. 

col. 

Prod. 

Ier.  Dividende.  8 J.  17 

1 c=iU 

io-6o 

37 

14 

M 

Il 

2 

Ier.  Divifeur 

ÇT  2d.  Dividende  39.  13 

r=* 

4.87 

*7 

1 1 

6 

5 

t 

Ier.  Rejle.  2d.  Divif.  6.  9 1 
(y  3e.  Dividende  34.  y y 

I =c 

U 

3 

l 

l 

1 

2d.  Rejle.  3e.  Divijeur 
dr  4e.  Dividende  4.  y 8 

1 =i 

57 

X 

i 

1 

3e.  Rejle.  4e.  Divifeur 
<&  Jc-  Dividende  2.33 

1=  c 

2-9 

1 

1 

4e.  Rejle.  je.  Divijeur 
dr  6e.  Dividende  2.  14 

23=/ 

28 

1 

yc.  Rejle.  6e.  Divijeur 
dr  7e.  Dividende  ....  8 

Son  produit  par  28. . . 224 

*=* 

1 

6e.  Rejle.  7e.  Divijeur 
d' la  commune  mefure  1 

Formation  de  la  quatrième  colonne 

i°.  J’écris  dans  la  quarriéme  colonne  l’unité  i dans  une 
cellule  vis-à-vis  le  fécond  quotient  28  =/  delà  fécondé 
colonne  pour  le  premier  produit  de  la  4e.  colonne. 

2°.  Je  multiplie  cet  1.  par  le  troifiéme  quotient  1 ==e 
de  la  fécondé  colô&nc  , &c  j’écris  1 pour  le  fécond  pro- 
duit de  la  quatrième  colonne. 

30.  Je  muitipliecc  fécond  produit  1x1 , j’ajoûte  le  pre- 
mier produit  qui  eft  1 , j’écris  lafomme  2 dans  la  4e.  co- 
lonne vis-à-vis  de  1 = d pour  3e.  produit  de  la  4e.  colonne. 
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40.  Je  multiplie  ce  troifiéme  produic  2 par  le  quotient 
précédent  1 = e , Se  au  produic  1 j’ajoûtc  le  produic  pré- 
cédent 1 , &:  j’écris  la  Comme  3 pour  quatrième  produit. 

y°.  Je  multiplie  ce  quatrième  produit  3 par  le  quotient 
précédent  y = b ; St  au  produit  1 3 j'ajoute  le  produit  pré- 
cédent 2 , Se  j’écris  17  pour  cinquième  produit. 

6'’.  Je  multiplie  ce  cinquième  produit  17  par  le  quotient 
précédent  2 =3  a , Se  au  produit  34 , j’ajoûtc  le  produic 
précédent,  $ , Se.  j’écris  la  Comme  37  pour  fixiéme  St 
dcrjiicr  produit. 

D’où  je  conclus  que  les  nombres  du  rapport  77  Cont 
encore  Ccnfiblemcnc  dans  le  même  rapport  que  les  nom- 
bres donnez  7777-,  car  diviCant  les  uns  Se  les  autres  par 
la  diviCion  expliquée  dans  le  Problème  premier,  ils  don- 
neront les  memes  quotients  qui  Cont  par  conftru&ion  les 
multiplicateurs , dont  les  nombres  ou  produits  de  la  qua- 
trième colonne  ont  été  formez,  excepté  le  dernier  quo- 
tient que  j’ai  CuppoCé  1 , au  lieu  de  1 

Formation  de  la  cinquième , Jixiéme , feptième  (jr  huitième 
9 colonnes. 

On  formera  encore  de  la  meme  manière  la  yf.  6e.  7e.  Se 
8e.  colonnes  qui  donneront  les  rapports  77  , , y-,  7 , 

qui  Cont  encore  chacun  Cenfiblcment  égaux  au  rapport 

donné  8^~ 17 - on  aura  ainlx  la  Cuite  de  tous  les  nombres 

39-  13 

premiers  encr’eux,  qui  expriment  le  plus  exactement  qu’il 
eft  pofGMc  le  rapport  de  8 y 17, à 3913,  telle  qui  Cuit  dans 
les  deux  rangs  que  nous  avons  détachez  des  colonncs^ 
formées  ci-dcflus. 


Irc.  col. 

3e.  col. 

4e- 

3e- 

6e. 

7e*  , 

8'. 

Sy.  17. 

1060. 

37- 

24. 

13- 

1 1. 

z 

39.  13. 

487. 

17- 

1 1. 

6. 

S- 

l 

m “J 
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On  peut  toujours  augmenter  le  nombre  des  colonnes 
jufqu’à  ce  qu’on  arrive  à une  colonne  qui  n’ait  que  deux 
nombres,  après  laquelle  on  ne  peut  pas  en  former  d’auxrcs 

Demonjlration  du  Problème  Cr  du  réfultat  de  chaque 
colonne  des  produits. 

On  peut  démontrer  le  Problème  en  general  en  cette 
forte , deux  nombres  qui  ont  exactement  le  meme  rap- 
port que  deux  autres  nombres , donnent  précifémcnt  la 
même  fuite  de  quotients  , & plus  leur  rapport  eft  appro- 
chant , plus  aufli  la  fuite  de  leurs  quotients  doit  être  ap- 
prochante ; or  par  la  conftruètion  les  nombres  1060  Sc 
487,0111  les  mêmes  quotients  que  les  deux  nombres  8517 
&c  3913  , excepté  le  dernier  quotient  8 que  j’ai  omis 
exprès  dans  la  colonne  des  produits  pour  mettre  en  fa 
place  l’unitc, donc  les  nombres  du  rapport -7^°  font  fort 
approchans  des  nombres  qui  expriment  le  rapport  ; 
pour  s’en  convaincre,  il  faut  examiner  leur  différence  , 
c’eft-à-dirc,  les  limites  d’approximation  par  excès  & par 
défaut  comme  il  fuit.  I 

Limites  d’approximation  ou  examen  des  erreurs , tant  par 
excès  que  par  défaut. 

Comme  il  eft  impoffiblc  d'exprimer  exaûement  le  rap- 
port donne , il  y a erreur  ou  par  excès  ou  par  defaut  dans 
chaque  terme  delà  fcric  ci-defTus  > 77  , r?  , t-  > v»  ï » 
pour  connoîtrc  les  limites  , il  faut  remonter  aux  hypo- 
théfes  qui  ont  donné  les  produits , comme  il  fuit. 

i°.  Dans  la  première  colonne  j’ai  fuppofe  que  8 me- 
furoit  ny  négligeant  l’unité  qui  reftc,car  ilmcfureii4 
= ziy 1 , ce  qui  donneroit  28  au  lieu  du  quo- 

tient 28  = g , donc  ce  quotient  £ eft  trop  petit,  ainfi 
en  écrivant  dans  la  troifiémc  colonne  le  fécond  produic 
28,  il  eft  trop  petit  de  puifquc  le  véritable  quotient 
eft  18  i,  qui  furpafle  28  de  j. 
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i°.  J’écris  19  dans  la  croificme  colonne  pour  la  même 
raifon  , au  lieu  de  19  i , & 57  pour  $7  f , & 86  au  lieu 
de  86  £ , &:  487  au  lieu  de  487  ^ , ou  de  489  \ , & en- 
fin 1060  au  lieu  de  1060  Y , ou  de  1064 

Donc  les  excès  des  véritables  quotients  fur  les  quo- 
tients approchez  font  i,T>ï>ï>Jr>ir>  dont  ^cs  numé- 
rateurs 1.  1.  1.  3.  17.  37.  font  produits  continuellement 
par  la  multiplication  du  numérateur  8 par  le  quotient 
précédent  de  la  fécondé  colonne,  & le  produit  ajouté  au 
numérateur  fuivant  en  remontant  comme  ilparoît  dans 
la  table  fuivante. 


Colonne  des 
Quotients. 

Numérateurs  des 
excès  & des 
défauts. 

Produits  exacts 
de  la  colonne. 

l = a 

37 

1060  'f- 

y = b 

*7 

487  H- 

I —a  c 

3 

3*  \ 

I = d 

X 

57  c 

I = e 

1 

\ 

z8  ==  f 

j 

z8  j- 

8 = g 

1 

Ce  qui  fe  démontre  comme  dans  le  Problème  puif- 
que  c’eft  la  même  opération,  comme  il  fuit. 


Dcmonjlration  des  limites  de  la  troijiéme  colonne. 

Puifque  nous  venons  de  voir  que  487  — eft  à 1060 
exadement  comme  3913  eft  à 8 3 17 , fi  j’en  ôte  les  deux 
fraftions  'f-,  &:  'f-,  qui  font  fenfiblement  dans  le  même 
rapport  , comme  on  le  verra  dans  la  formation  de  la 
quatrième  colonne  , il  fuit  dc-là  que  les  reftes  487  &: 
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1060  feront  encore  fcnfiblcmcnt  dans  le  même  rapport, 
ce  qui  cft  évidcnc  par  la  formation  de  la  quatrième  co- 
lonne expliquée  ci-dcflus. 

Dcmonjhration  des  limites  de  la  quatrième  colonne. 

Je  dis  que  les  deux  nombres  de  la  quatrième  colonne 
37  & 17,  font  encore  fenfiblement  dans  le  meme  rap- 
port que  les  deux  nombres  donnez  8 5 1 7 , & 3913  , c’eft- 
à-dirc  qu'ils  donneront  par  la  divifion  les  mêmes  finq 
premiers  quotients  &c  dans  le  même  nombre  &:  le  même 
ordre  2 = a , 5 = b , 1 = c , x = d , 1 = e 5 
mais  ils  différent  dans  le  fixiéme  quotient  que  j’ai  fup- 
pofe  1 , au  lieu  de  1 •jf,. 

Car  en  divifant  de  fuite  83  17,  ic  39  13  , & tous  les 
relies  par  115  , on  trouvera  ce  qui  fuit  5 fçavoir  , 

D’abord  divifant  223  par  22  y,  le  quotient  efl  i,commc 
je  l’ai  écrit  dans  la  quatrième  colonne. 

En  remontant  133  divife  par  12  y , le  quotient  cil  1 
J- , au  lieu  de  1 que  j’ai  rais  à la  féconde  cellule  de  la 
quatrième  colonne  pour  fécond  produit. 

En  remontant  encore  458  divife  par  21  y le  quotient 
ell  l ttî  »au  ^cu  1 <luc  j’ai  m‘s  a quatrième  colonne 
pour  troifiétne  produit. 

Enfuite  691  divife  par  223  , le  quotient  efl  3 , 

au  lieu  de  3 que  j’ai  écrit  à la  quatrième  colonne  pour 
quatrième  produit. 

De  même  3913  divife  par  2 23, le  quotient  efl  17 
au  lieu  de  17  que  j’ai  écrit  à la  quatrième  colonne  pour 
cinquième  produit  & dernier. 

Donc  les  excès  des  véritables  quotients  fur  les  quo- 
tients approchez  qui  font  les  produits  contenus  dans  la 

quatrième  colonne  font  — , — , ~ . — , — , donc 

les  numérateurs  8,  8,  16,88,192,  font  produits  con- 
tinuellement par  la  multiplication  du  numérateur  8 mul- 
tiplié 
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tiplié  par  le  quotient  précédent , le  produit  ajouté  au 
numérateur  précédent , comme  il  paroît  par  la  table  qui 
fuit,  ce  qui  fe  démontre  comme  ci-deflus. 


Quotients. 

Numérateurs  des 
excès  dr  des 
défauts. 

Produits  exacts 
de  la  4e.  colonne. 

1 = a 

191 

37  777 

5 b 

88 

•7  7TÎ 

I = c 

16 

3 ITT 

I = d 

8 

- tft 

1 ==  r 

8 

1 rir 

C’eft-à-dire,  puifque  37  Ht  cfi:  à 17  ^ exaftement 
comme  8317  eft  à 3913  , &:  que  les  deux  excès  &C 
qui  font  entre  eux  comme  14  à 11 , qui  font  encore 
dans  le  meme  rapport , comme  on  le  voit  par  la  forma- 
tion de  la  cinquième  colonne  , c’eft-à-dirc  qu’ils  font 
entre  eux  fenfiblement  comme  83170(133913. 

COROLLAIRE. 

Règle  générale  pour  les  limites. 

L'origine  du  triangle  des  Rapports. 

Ce  Problème  me  fournit  par  la  formation  de  fes  co. 
lonncs  diftinguées  par  carreaux,  la  figure  d’un  triangle 
numérique  que  je  nommerai  déformais  le  triangle  des 
Rat> port  s j c’eft  de  ce  triangle  que  je  tire  une  Méthode 
générale  pour  connoître  le  plus  exaûement  qu’il  eft  pot 
liblc  les  rapports  des  nombres  tant  commenfurables  qu’in- 
commcnfurablcs,  qui  fe  trouvent  exprimez  dans  les  deux 
rangs  d’en  haut  par  la  fuite  des  nombres  entiers  premiers 
entre  eux , non  pas  dans  la  dernière  précifion  , ce  qui 
Analyfe.  qqq 


Analyse  generale, 
cft  impoflible  dans  les  nombres  irrationaux  , mais  avec 
la  plus  grande  approximation  pofliblc  alternativement 
par  excès  8c  par  defaut , avec  des  limites  qui  déterminent 
l’erreur. 

Des  limites. 


Toute  Méthode  d’approximation  cft  inutile  , fi  clic 
n'eft  accompagnée  d’une  autre  Méthode  qui  donne  les 
limites  d’erreur  , foit  par  excès,  foie  par  defaut } ici  je 
donne  une  Méthode  facile  pour  ces  limites  , en  com- 
parant comme  il  fuit  par  la  régie  de  trois  chaque  terme 
de  la  férié  comprife  dans  les  deux  premiers  rangs  d’en 
haut  trouvez  par  l’opération  ci-dcflus  avec  les  nombres 
du  rapport  donné. 

. . Série  des  nombres 

ÎH1  iï£î  XL.  ü.  H.  ü.  i.  compris  dans  les  deux 
39x3  487  17  11  6 î 1 rangs  d'en  haut. 

Régie  générale. 


Faites  cette  analogie  ou  régie  de  trois  , comme  le 
nombre  du  zd.  rang  ou  le  dénominateur  eft  au  nombre 
corrcfpondant  du  premier  rang  ou  le  numérateur. 

Ainfi  le  plus  petit  des  deux  nombrres  donnez  3913  , 
eft  à un  quatrième  nombre. 

Or  ce  quatrième  nombre  qui  n'eft  qu’approché  Sc  non 
pas  exaét,  diffère  ou  par  excès  ou  par  défaut  d’une  frac- 
tion , dont  le  dénominateur  cft  le  dénominateur  même 
compris  dans  le  fécond  rang  d’en  haut  , 8c  le  numéra- 
teur eft  le  refte  de  la  divifion  que  donne  la  règle  de  trois, 
ce  qui  s’éclaircira  par  les  exemples  fuivans. 

Exemple.  Pour  connoitre  l’erreur  du  dernier  terme  de 
la  férié  ci-dcflus,  j’ai  cette  analogie,  1 : 1:  : 3913  -.jSiéi 
je  trouve  ce  quatrième  nombre  par  ja  régie  de  trois  com- 
me il  fuit,  je  multiplie  le  plus  petit  des  nombres  donnez 
3913  Par  1e  nombre  z , numérateur  du  rapport  | , le  pro- 
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duit  cft  7816, que  je  divife  par  1 dénominateur  du  meme 
rapport  le  quotient  cft  7816. 

Ênfuite  j’ôtcce  quotient  7816  du  plus  grand  des  deux 
nombres  donnez  8 3 17 , la  différence  cft  6pi,c’eft  l’excès 
dont  8 j 17  furpaffe  le  quotient  7816. 

Opération  3 9 1 3 

Analogie.  1 : 1 : : 391 3 : 7816 — xz 

78.  z 6\  78z 6 


83.  17 

78.  t6  défaut 


69 1 


J’ai  donc  une  fradiom  pour  l’erreur  par  défaut  dont  le 
numérateur  eft  cette  différence  691 , le  dénominateur 
eft  1,  qui  cft  le  dénominateur  du  rapport  i. 

Autrement.  Dans  la  férié  des  rapports  formée  par  les 
nombres  des  deux  rangs  d’en  haut  ; je  confidére  deux 
chofcs , i°.  le  nombre  des  quotients  donc  la  multiplica- 
tion a donné  chaque  rapport  particulier , z°.  le  caradére 
fpécial  du  pénultième  quotient  qui  fournit  le  deuxième 
produit  en  commençant  l’opération , & qui  eft  au-deflus 
de  l’unité  dans  chaque  colonne,  j'examine  (i  ce  pénultième 
quotient  eft  défedif  ou  excclfif,  c’cft  à dire  par  défaut 
ou  par  excès , d’où  je  tire  cette  régie  générale. 

Régie  générale  pour  trouver  les  limites. 


irr.  cas.  Si  le  pénultième  quotient  eft  défedif,  & que 
le  nombre  des  quotients  reftans  qui  ferviront  de  multi- 
plicateurs ( pour  l’une  des  colonnes  dont  il  s’agit  ) , foit  un 
nombre  pair  fans  y comprendre  l’unité,  dans  ce  cas  le  plus 
grand  des  deux  nombres  exprime  par  excès  le  rapport  pro- 
pofé. 

zd.  cas.  Mais  fi  le  nombre  des  quotients  reftans  eft  im- 
pair, alors  le  rapport  eft  cxprifné  par  défaut. 

m V 
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je.  cas.  Au  contraire.,  fi  le  pénultième  quotient  qui 
donne  le  z*.  produit  de  la  colonne  dont  il  s’agit  eft  cx- 
ceflif , & le  nombre  des  quotients  reftans  eft  ou  pair  ou 
impair,  alors  le  plus  grand  des  deux  nombres  de  cette  co- 
lonne exprime  par  défaut  le  rapport  donné. 

D’où  il  fuit  que  lorfquctous  les  quotients  font  défec- 
tifs comme  il  arrive  ordinairement , la  férié  des  rapports 
trouvés  dans  les  deux  rangs  d’en  haut  expriment  le  rap- 
port donné  alternativement  par  excès  &c  par  défaut. 

Ainfi  dans  la  huitième  colonne  le  rapport  7 exprime 
par  défaut  le  rapport  7777  , puifquc  le  quotient  a^=<jcft 
défeftif , &c  laide  un  relie  , d’ailleurs  le  nombre  des  quo- 
tients reftans  eft  impair  non  compris  l’unité  , puifquc  ce 
quotient!  eft  unique,  ce  qui  donne  cette  analogiccomme 
ci-devant. 

I : !::  3913  :yîz6 8517 

Opération.  39x5  78 16  Défaut^ 

x t JOuotient  69  r 

1 ^ 78.  16  78  16 

Dans  la  feptiéme  colonne  le  rapport  eft  exceflif , 
puifquc  le  pénultième  quotient  j = b eft  dcfeélif , & 
que  le  nombre  des  quotients  eft  pair  non  compris  l’unité, 
ce  qui  donne  par  la  régie  ci-dcflus  cette  analogie. 

Il:  jr:  39  13  • *77*  Ht  TT- 
Opération.  3913 
x 1 1 

3i>i3 

39130  Quotient. 

î { 43°43  { 8608  -+-  { 
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3 : 0 

..30 

. . . . 0:4:3 

4 0 


or  8317 
« — 8608-+-  { 


= 9 1 —H 
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excès. 

91-H 
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refte  3 

Dans  la  fixiéme  colonne  le  rapportfeft  défe&if, 
puifque  le  pénultième  quotient  1 =c  eft  défcftif  laif- 
f'ant  un  refte,  &c  que  le  nombre  des  quotients  non  com- 
pris l’unité  eft  impair  , cc  qui  donne  par  la  régie  ci- 
deffus  cette  analogie. 

6 : 13  : : 3913  : 8478  i 

Opération.  3913 
x 13 


1. 17.39 

3.91.30 


6 y.  08.  69  ^ 84.  78 


8.-48 
2.:  8 

4 ...  z 4 or  8317 

4 '•  6 — 8478  \ 

7 • • • • 4 1 — — 38  a 

4 = 9 

8  4 8 
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2Ü 
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ou  f 


refte  1 

Dans  la  cinquième  colonne  le  rapport  f*-  eft  cxceflif, 
puifque  le  pénultième  quotient  1 = d eft  défeélif  laif- 
fant  un  refte,  & que  le  nombre  des  quotients  eft  pair 
non  compris  l'unité , ainfi  par  la  régie  j’ai  cette  analogie, 
11:14::  39  »3  : 8337  n -4-, 

Opération.  3913 
x 14 
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i.  f6  3 a 

7.  8 1 6 Quotient. 

{ U { 9-  }•  9*  it.  <[  8364  tt 
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Dans  la  quatrième  colonne  le  rapport  if  cft  défec- 
tif, puifquc  le  pénultième  quotient  1 = t eft  défe&if, 
& que  le  nombre  des  quotients  reftans  non  compris  l’u- 
nitc  cft  impair,  ce  qui  donne  cette  analogie. 

17:37::  3913:83  16  

Opération.  39.13 

x 37  ou  par  40 3. 

13.  6 y.  ao 

— 1‘  l7'  Quotient. 

{ !7  { 14*  47*  81.  { 8 y.  16  — 


8 • • IJ  6 

8:7  or  8yx7 

y ....  8 3 ' — 8yi 6 4- 

a : 8 =a  défaut 

1 7 

1 1 • 1 

6 I o a 

rcftc  9 

Enfin  dans  la  troificme  colonne  le  rapport  eft  ex- 


t 

t 

a 

{ 


c 
f. 
b , 

«j 
1 ; 

V 

g 

tn 

U 


de 

de 

le 

fe, 

<\u 


Digitized  by  Google 


Livre»  second.  jî1 

ceflif , parce  que  le  pénultième  quotient  28  =/eft  dé- 
feftif , laiflant  un  relie  , d’ailleurs  le  nombre  des  quo- 
tients non  compris  l’unité  , cil  pair , ce  qui  donne  ccttc 
analogie. 

487:  1060  : : J9  13  : 17  jî? 

Quotient 

{ 487  { 4.  14.  77.80  { 8 j.  17  £7 

8 . . . 3.89.  6 
M I:7 

J . • • • *4  3 5 = 8317-4-577 

82:8  or  85  17 

1 ••••••  4 ^ 7 excès  -+- 

j 4 1:0 

7 3 4 0 9 

I 

On  voit  par  le  détail  des  operations  l’erreur  de  cha- 
cun des  termes  de  la  férié  , foit  par  excès  , foit  par  de- 
faut, 11  cil  impolïiblc  de  trouver  d’autres  moindres  nom- 
bres qui  expriment  plus  exactement  le  même  rapport 

, car  quelques  nombres  que  l’on  choififle , on  trou- 
vera toujours  que  l’excès  ou  le  defaut  fera  toujours  plus 
grand , 8c  par  conféquent  moins  approchant , ce  qui  dé- 
montre que  ceux-ci  approchent  davantage  » ce  qu’il  fal- 
loir démontrer. 

Remarque  fondamentale. 

Si  le  rapport  donné  efl  exprimé  exactement  par  les 
deux  nombres  donnez,  la  ferie  donne  exactement  la  fuite 
de  tous  les  nombres  premiers  entre  eux  qui  expriment 
le  meme  rapport  le  plus  cxaCtemenc  qu'il  cil  poflible. 

Si  les  deux  nombres  donnez  ne  font  pas  cxaCts , mais 
feulement  approchez  d’un  rapport  géométrique  donné 
quelconque , ou  l’un  des  nombres  exaél , 8c  l’autre  fcul«- 


3913 
x 1060 

23.  4780 
3-9i.  3 • • 

414. 77.80. 


yyz  Analyse  generale, 

ment  approché,  on  opérera  de  meme  comme  ci-defTus. 

Si  les  nombres  donnez  font  irrationaux  & incommen- 
furablcs,  il  fera  toujours  fort  aifé  de  fubftituer  en  leur 
place  deux  nombres  rationaux  entiers  auffi  grands  qu’on 
voudra , qui  différent  chacun  de  moins  d’une  unité  du 
rapport  donné  , Se  dont  l’un  en  approche  par  excès 
Se  l’autre  par  défaut  ; dans  ce  cas  il  faut  deux  opéra- 
tions , la  première  furies  nombres  approchés  par  ex- 
cès qui  donne  une  première  fcrie,&  la  fécondé  opéra- 
tion fur  les  nombres  approchés  par  défaut  qui  donne 
une  fécondé  férié  , comparant  enfuite  ces  deux  fériés , 
on  préféré  celle  qui  approche  davantage,  foit  par  excès, 
foit  par  défaut  , comme  nous  le  verrons  dans  la  fuite. 

LE  TRIANGLE  DES  RAPPORTS 

Ou  Méthode  générale  ér  facile  pour  trouver  la  férié  infnie 
de  tous  les  nombres  premiers  entr’eux , qui  expriment 
le  plus  exactement  qu'il  ejl  pof  ible  un  Rapport  donné 
quelconque. 

Définition.  Je  nomme  un  triangle  des  rapports  , le 
triangle  numérique  compofé  de  plusieurs  colonnes  divi- 
fées  par  carreaux  ou  cellules  tel  qu’eft  celui  qui  réfulte 
dans  le  Problème  quatrième  qui  précédé,  de  la  formation 
des  dernières  colonnes  3e.  4',  y«.  6e , & 8e.  qui  pré- 

fentent  à la  vûë  la  figure  d’un  triangle  re&angle. 

C'eftcc  triangle  que  je  nomm c le  triangle  des  Rapports , 
Se  je  l’employé  comme  un  inftrument  univerfel  pour  for- 
mer la  plus  fimple , la  plus  convergente  Se  la  plus  parfaite 
des  fériés  pour  exprimer  un  rapport  quelconque  ; par 
exemple  , foit  propofé  le  rapport  yf-fr- 

Pour  former  le  triangle  des  rapports  qui  donne  la  férié 
des  fra&ions  en  nombres  premiers  entr’eux  qui  expriment 
ce  rapport  le  plus  exactement  qu’il  eft  poffible. 

i°.  Il  faut  par  ladivifion  expliquée  dans  le  Problème 
premier  trouver  les  quotiens  Se  la  commune  mefurc  des 

deux 
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deux  nombres  qui  expriment  ce  rapport , qui  font  les  fepe 
quotients  fuivans  trouvez  dans  cet  ordre. 

Ier.  zd.  3e.  4e.  5e.  6e.  7e.  Quotient. 

i—j.  j=é.  i =r.  i=d.  i=r.  z $—f.  8=j. 

Voilà  dans  leur  ordre  analytique  les  fept  quotiens  gé- 
nérateurs du  triangle  des  rapports , que  je  nomme  géné- 
rateurs parce  qu’ils  font  les  (culs  avec  la  commune  mefure 
qui  entrent  dans  la  formation  du  triangle  des  rapports. 
Les  extrêmes  font;  fçavoir  , z = 4 qui  eft  le  premier, 
& 8 =g  qui  eft  le  dernier  , tous  les  autres  font  les  quo- 
tients moïens. 

z°.  Je  range  ces  mêmes  quotients  par  Synthéfe  dans  un 
ordre  contraire. 

Ier.  Quot.  zd.  3e.  4f.  yc.  6e.  7e.  Quotient. 

8=^.  z8  =f.  i=e.  i—d.  i=c.  j=£.  i=j. 

30.  Si  je  prends  les  fept  quotients  en  nombres,  je 
formerai  par  la  multiplication  Se  l'addition  un  triangle 
des  rapports  numérique  &:  particulier  pour  le  rapport 
donné. 

Mais  fi  je  prends  ces  fept  quotients  en  lettres , je  for- 
merai par  leur  multiplication  Se  addition  un  Triangle 
des  Rapports  Analytique  & univerfel  qui  fervira  de  for- 
mule générale  ou  de  régie  abrégée  pour  conftruire  fur 
ce  modèle  tous  les  Triangles  des  Rapports  numériques  & 
particuliers  qu’on  voudra  en  fubftituant  à la  place  des 
lettres  les  quotients  numériques  qu’on  aura  trouvé  par 
la  divifion  pour  chaque  cas  particulier. 

Ainfi  le  Triangle  des  Rapports  Analytique  ou  univerfel , 
& le  T riangle  des  Rapports  numérique  & particulier  ne 
different  que  par  la  feule  expreffion , qui  eft  générale  dans 
le  premier  triangle , Se  qui  eft  particulière  ou  déterminée 
dans  le  fécond  triangle , nous  les  formerons  ici  tous  les 
deux  en  même  tems  pour  montrer  leur  conformité.  Se 
nous  prendrons  pour  exemple  un  rapport  du  cinquième 
genre  ou  degré  qui  n’a  que  cinq  quotients  , afin  que  les 
Analyfe.  rrr 
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opérations  puiffent  fe  renfermer  dans  deux  pages , & re- 

préfenter  les  triangles  fans  confulion. 

Formation  du  Triangle  des  Rapports  , pour  trouver  la 
Série  infinie  des  fraéfions  qui  expriment  en  nombres 
premiers  entr'eux  le  plus  exactement  (fi  le  plus  prompte- 
ment qu’il  efi  pojib/e  un  Rapport  donné. 

Exemple.  Soit  le  rapport  donné 
Pour  former  le  triangle  des  rapports  fur  ces  deux  nom- 
bres. 


Préparation.  i°.  Je  me  fers  de  la  diviûon  expliquée 
dans  le  Problème  premier  pour  trouver  la  commune  rae- 
furc  & les  quotients  par  cette  opération. 


Ier.  Dividende. 

8 69 

Quotients. 
4 = a 

Ier.  Divijeur  (fi  jA  Dividende 

178 

1 = b 

Produit  x 4 du  Divifieur  à ôter 
du  1er.  Dividende  . . . 

711 

• 

Ier.  Refit.  iA  Divijeur 
(fi  3 e.  Dividende 

7 = c 

îA  Re/te.  3 e.  Divijeur 
(fi  4*.  Dividende 

2 1 

1 = d 

3e  ReJ/e.  4e.  Divifieur 
efi  f'.  Dividende 

10 

1 0 = e 

Dernier  Divijeur  , refie 
(fi  commune  mefiure 

1 

Ainfi  j’ai  par  Analyfe  les  cinq  quotients  générateurs 
dans  cer ordre, 

Ier.  id.  3e.  4e.  je.  Quotient.  , 

4=>j.  i ^=b.  7=c.  i—J.  l o=  e. 

Enfuirc  je  peux  ranger  ces  mêmes  quotients  par  Syn- 
théfe  dans  un  ordre  contraire , parce  que  la  Synthcfe  cft 
oppofee  à l’Analyfc  de  cette  forte. 
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Ier.  Quotient.  jA  je.  4e.  je.  Quotient. 

1 0=1'.  i—d.  7 =c.  i—b.  4=4. 

Je  nomme  ccs  quotients  difpofez  par  Analyfe  les  quo- 
tiens  générateurs  du  triangle  des  rapports  , parce  que  ce 
fonc  les  feuls  nombres  avec  la  commune  mcfurc  qui  en- 
trent dans  la  formation  du  triangle  des  rapports  -,  cha- 
cun de  ces  quotients  fert  à former  l’une  des  colonnes  de 
ce  triangle,  d’où  il  fuie  que  le  triangle  des  rapports  con- 
tient autant  de  colonnes  qu’il  y a de  quotients  trouvez 
par  la  divifion  précédente  fur  le  rapport  propole , c’eft- 
à-dire  que  dans  cet  exemple  où  le  rapport  donne 
cinq  quotients  , le  triangle  des  rapports  aura  cinq  co- 
lonnes. 

Préparation  de  Cefpace  nécejfaire  pour  écrire  & former 
le  T rianglc  des  Rapports  pour  les  cinq  £>uoticns  pré - 
cédens. 

l°.  Je  tire  une  ligne  droite  indéfinie  qui  doit  fervir  de 
bafe  au  triangle  des  rapports,  fur  laquelle  je  marque  fix 
divifions  inégales  dans  la  proportion  qui  fera  expliquée 
ci  de  {Tous  , pour  déterminer  par  des  lignes  perpendicu- 
laires indéfinies  les  efpaccs  nécefiaircs  pour  les  cinq  co- 
lonnes que  je  formerai  fur  les  cinq  quotients  générateurs 
trouvez  ci-deflùs. 

La  première  divifion  de  gauche  à droite  , aura  une 
largeur  fenfible  pour  écrire  le  premier  quotient  , & ce 
premier  interval  fervira  d’échelle  pour  déterminer  tous 
les  autres.  C’eft  l’efpacede  la  première  colonne,  fa  hau- 
teur fera  double  de  fa  largeur,  parce  qu’elle  ne  contient 
que  deux  rangs  pour  j. 

La  féconde  divifion  ou  le  fécond  interval  de  gauche  à 
droite  pour  la  fécondé  colonne  aura  de  largeur  le  dou- 
ble de  la  première  colonne  & le  triple  de  hauteur , parce 
quelle  doit  avoir  fix  termes  ou  rangs , Si  deux  chifres 
ou  deux  lettres  dans  le  rang  d’en  bas. 
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Analyse  ceneaale, 

La  troifiéme  divilion  ou  le  troifiéme  intcrval  de  gau- 
che à droite  pour  la  troifiéme  colonne , aura  de  largeur 
le  triple  de  la  largeur  de  la  première  parce  qu’elle  con- 
tient trois  termes  dans  le  rang  d’en  bas.  Sa  hauteur  con- 
tient cinq  fois  la  hauteur  de  la  première  colonne  , parce 
qu’elle  contient  dix  termes  ou  dix  rangs. 

On  déterminera  facilement  de  meme  les  largeurs  &:  les 
hauteurs  des  autres  colonnes  en  fuivant  les  progrefïions 
des  fériés  fuivantes  , qu’on  peut  continuer  indéfiniment. 

Série  pour  déterminer  les  hauteurs  des  colonnes  du 
triangle  x.  3.  y.  7.  9.  11.  ij  , & c.  c’efl  la  progreflion 
continue  des  nombres  impairs. 

Série  pour  déterminer  les  largeurs  des  colonnes  du 
triangle  des  rapports,  r.  z.  3.  5.  8.  13.  &c.  qu’on  peut 
continuer  aifément,  puifquc  chaque  terme  pris  dans  le 
milieu  de  la  férié  égale  la  fomme  des  deux  termes  précé- 
dens.  Exemple  13  = 5 -4-  8. 


Cor.Jlruclion  de  chaque  colonne  du  Triangle  des  Rapports 
. en  particulier. 

Pour  éviter  les  répétitions , je  forme  tout  à la  fois  cha- 
cune des  colonnes  du  triangle  des  rapports  Analytique 
ou  univerfel , & celle  du  triangle  des  rapports  numéri- 
que & particulier  en  mêmetems,  celaferviraàlcs  com- 
parer & à montrer  que  les  deux  triangles  ne  différent  que 
par  la  feule  cxpreflion. 

Après  avoir  formé  féparément  chacune  des  cinq  co- 
lonnes , je  les  rafTemble  enfuitc  pour  former  le  triangle 
des  rapports  tout  entier  dont  ces  colonnes  font  les  parties. 

La  première  colonne  ne  contient  que  deux  termes  ; le 
premier  terme  eft  l’unité  confiante  , c’cft  la  commune 
mefurc  & la  première  fomme  Analogique,  ou  le  premier 
terme  confiant  &c  invariable  dans  toutes  les  colonnes  du 
tria_ngle  des  rapports. 

Le  fécond  terme  eft  le  premier  quotient  générateur 
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4=  a.  C’cft  le  quotient  propre  Se  particulier  de  cette 
première  colonne , car  chaque  colonne  a un  quotient  par- 
ticulier , qui  a le  même  expofant  dans  l’ordre  Analytique. 


Première  colonne 
en  Lettres. 


I.  L'unité  confiante. 

lre.  fomme  Analogique. 


a i . Quotient. 


Première  colonne, 
en  Chifres. 


i Première  Jomme 
Analogique. 


4.  Premier  Quotient. 


Cette  première  colonne  me  donne  le  premier  terme 
de  la  férié  que  je  veux  former  , c’cft  ;■  = i.  Ce  rapport 
approche  par  excès. 

La  fécondé  colonne  contient  fix  termes  fur  fa  hauteur. 
Se  deux  termes  fut  fa  largeur. 

Sur  fa  hauteur  le  premier  terme  cft  l’unité  confiante 
1 , qui  cft  toujours  la  première  fomme  analogique 

Le  fécond  terme  , cft  le  fécond  quotient  1 *=  b , qui 
cft  le  quorient  propre  Se  particulier  à la  féconde  colonne , 
puifqu’il  eft  le  fécond  dans  l’ordre  Analytique. 

Le  troifièmc  terme  eft  le  premier  quotient  4=4Comj 
me  multiplicateur  du  fécond  quotient. 

Le  quatrième  terme  eft  le  produit  de  ces  deux  quotients, 
c’cft = 4=  ctb.  C’eft  le  premier  produic  contenu 
dans  cette  colonne. 

Le  cinquième  terme  cft  l’unité  confiante  qui  cflla  pre- 
mière fomme  analogique  répétée  pour  la  première  fois. 

Le  fixiéme  terme  cft  la  fomme  du  premier  produit  SC 
de  la  première  fomme  répétée , c’cft-à-dirc  = y »• 

OU  1* 
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GENERALE, 

Seconde  colonne 
en  Lettres. 

Seconde  colonne, 
en  Nombres. 

I Première  Jomme 
Analogique. 

I.  Première  Jomme 
Analogique. 

b.  Second  ^gotient  & 
pénultième  femme 

I.  Second  Quotient  dr 
pénultième  fomme 

x a.  Premier  Quotient. 
a b.  Premier  produit. 

+ 1.  Première  fomme 
répétée. 

a b -H  i.  Dernière  femme. 

X4.  Premier  Quotient 
= 4.  Premier  produit. 
*+>  1 . Première  fomme 
répétée. 

J.  Dernière  fomme. 

La  troifiémc  colonne  contient  trois  termes  en  lettres 
fur  fa  largeur  en  bas , qui  fe  réduit  à un  fcul  nombre  dans 
le  triangle  numérique  & particulier. 

Sur  fa  hauteur  elle  contient  dix  termes. 

Le  premier  terme  eft  l'unité  confiante  i. 

Le  fécond  terme  eft  le  troifiémc  quotient  7 —c  qui  eft 
le  quotient  propre  & particulier  de  la  troifiéme  colonne. 

Le  troifiémc  terme  eft  le  fécond  quotient  1 = b , com- 
me multiplicateur. 

Le  quatrième  terme  eft  le  produit  des  deux  quotients 
fTÏ  = 7xl  = bc.  Premier  produit  de  cette  colonne. 

Le  cinquième  terme  eft  la  première  fomme  analogique 
1 . répétée  une  féconde  fois. 

Le  fixiéme  terme  eft  la  fomme  du  premier  produit  Sc 
de  l’unité  répétée.  C’eft  ff.  , = S = if+'u 

Le  feptiéme  terme  eft  le  premier  quotient  4 ==  a , 
comme  multiplicateur. 

Le  huitième  terme  eft  le  produit  du  premier  quotient 
par  la  féconde  fomme  4X  8 = 3 1 , ou  hi+î  x a = abc 
-+-  1 a , c’eft  le  fécond  produit  de  la  troifiéme  colonne. 

Le  neuvième  terme  eft  le  troifiéme  quotient  propre  de 
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cctcc  troifiéme  colonrifc  répétée  une  fécondé  fois  7 r. 

Le  dixiéme  terme  cft  la  fomme  du  fécond  produit  &c 
du  troificme  quotient  répété  ^2+1^  = 5 9=  aic-t-i  a. 
•+-c.  C’efl  la  y',  ôc  dernière  fomme  de  la  j'.colonnc. 

Troifiéme  colonne.  Troifiéme  colonne, 

en  Lettres.  en  Nombres. 


I . Première  fomme . 
c.  3e.  Quotient  propre. 
xb.  id.  Quotient. 
b c.  Ier.  produit 

I . I re.  fomme  répétée. 
bc-Hl.  xt,e.  & pénultième 
fomme. 


xa.  Ier  Quotient. 
abc -4-  1 a.  id.  produit. 


I.  Première  fomme. 

7.  3e.  Quotient  propre. 
xi.  xd.  Quotient. 

7.  1er.  produit. 

-4-  I.  f'.  fomme  répétée. 

8.  pénultième  tomme. 

x 4.  Ier.  J^uo  tient. 

3 1.  xd.  produit. 

*4-7.  3e*  Quotient  répété. 
39.  Dernière  fomme. 


-4-  c.  3e.  JOuotient 
répété. 

abc  4“  I 14-c.  Dernière  fomme. 


La  quatrième  colonne  contient  fur  fa  largeur  en  bas 
quatre  termes  en  lettres , & un  feul  nombre  en  chifres. 

Sur  fa  hauteur  elle  contient  quatorze  termes  , c'cfl 
une  Loi  confiante,  que  le  nombre  des  termes  croît  tou- 
jours  de  4 d’une  colonne  à la  fuivante  à droite  , ainfi  la 
première  colonne  n’a  que  deux  termes , la  féconde  en  a 
fix  , la  troifiéme  a dix  termes,  la  quatrième  quatorze  ter- 
mes , &c.  c’eft  une  cellule  entière. 

Le  1“.  terme  cft  l’unité  confiante  1 . Première  fomme. 

Le  fécond  terme  efl  le  quatrième  quotient  x==  d}  qui 
eflle  quotient  propre  & particulier  de  la  4e.  colonne. 

Le  troifiéme  terme  efl  le  troifiéme  quotient  7 = r, 
comme  multipliîateur. 

Le  quatrième  terme  efl  le  produit  de  ces  deux  quotients 
» x 7 = 1 4 = ex  d = c d. 


y6o  Analyse  g#enerale. 

Le  cinquième  terme  eft  la  prci»ére  fomme  i répétée. 

Le  fixiéme  terme  eft  la  fomme  du  premier  produit  Se 
de  la  première  fomme  = i y = c d -+-  i.  C’eft 
la  féconde  fomme  de  cette  colonne. 

Le  feptiéme  terme  eft  le  fécond  quotient  i = b com- 
me multiplicateur. 

Le  huitième  terme  eft  le  produit  de  la  fécondé  fomme 
multipliée  par  le  fécond  quotient,  ce  qui  donne  le  fécond 
produit  Tÿ’xT  = i y = bc  d -h-  x b. 

Le  neuvième  terme  eft  le  4e.  quotient  a = d répété. 

Le  dixiéme  terme  eft  la  fomme  du  fécond  produit  Se.  du 
quatrième  quotient,  ce  qui  donne  77-î-î  = 1 7 > — tcJ-+ 14 
c'eft  latroiûémc  Se  pénultième  fomme. 

L’onzième  terme  eft  le  premier  quotient  4 = a , com- 
me multiplicateur. 

Le  douzième  terme  eft  le  produit  de  la  pénultième  fom- 
me par  le  premier  quotient , c’eft  17x4  = 68  , Se  abcd 
— f— • a b — f—  ad. 

Le  treiziéme  terme  eft  la  fécondé  fomme  répétée  1 y 
• cd  —J—  1. 

Enfin  le  quatorzième  terme  eft  la  fomme  du  rroifiéme 
produit  Se  de  la  fécondé  fomme  répétée,  c’eft  cü+Tÿ  = 83, 
& abcd  | 1 ab  —4—  ad  ■ cd  " | ■ 1 . 


Quatrième  colonne 
en  Lettres. 

I Première  fomme. 
d.  Le  4f.  Quotient  propre. 
x c.  Le  3e.  Quotient. 

c d.  Le  Ier.  produit. 

-f-  1.  La  irc.  fomme  répétée. 
c d — f-  1 . La  iM.  fomme. 

X b.  Le  ^d.  Quotient. 


Quatrième  colonne, 
en  Nombres. 

l . Première fomme. 
a.  Le  4e.  Quotient  propre. 
x 7.  Le  3e.  Quotient. 

14.  Le  Ier . produit. 

-4-1.  La  \xc. fomme  répétée. 
1 y.  La  fomme. 
xi.  Le  ad.  Quotient. 


bed 
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bcdn-  \b.  Le  zd.  produit.  15.  Le  zd.  produit. 

H-d . Le  4e.  Qnot'n  nt  répété.  -4-z . Le  4e.  Quoti ènt  répété. 
bed  -4-  ib  -4-  d.  La  3e.  & pé-  17.  La  3=.  & pénultième 

nultiéme  fomme.  fomme. 

xa.  Le  ict.  Quotient.  X4.  Le  i'-1.  Quotient. 


abcd-4-ab-4-ad.L<r  f.prod.  6 8.  Le  3e. pr 
H-cd-t-i.  La  zdc.  fomme  -+- 1 J . La  zdc._> 


produit. 

. fomme  -4-  1 J . La  fomme  répétée, 

repétée.  83.  Dernière  fomme. 

abcd  -4-  ab  -4-  ad  H-  cd  -H  1 
dernière  fomme. 

La  cinquième  colonne  ÔC  les  autres  au-deiïus  Le  for- 
ment par  la  même  Méthode. 


Triangle  des  Rapports  numérique 
& particulier  , formé  fur  les 
cinq  Quotients  générateurs. 


4 = a 
j =b 

7 =c 
z = d 
- 10  = e. 


*4 
• • < 

4 


Analjfe. 


7 

x 1 


7 ‘ 
-+~  1 


8 


x4 


3 1 

4-7 


3 9 


x 

*7 


1 4 

*4—  I 


1 5 

X I 


I L 

-+-  z 


1 7 


x 4 

68 
4-  if 


83 


1 o 

X Z 
• • 
zo 
*+*  I 


Z I 

x7 


147 
4-  io 


*57 
x 1 


1 37 

-h  zi 


178 


x 4 


7iz 
4-  137 


869 

HT 


dernière 

fomme. 


! H :r. 


(^Huitième 

fomme. 
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Remarque.  En  renverfantce  triangle  & lcfuivant,  on 
aura  le  triangle  du  rapport  direft  comme  dans  la  page 
540.  ci-dcffus. 


Triangle  des  Rapports  Analytique  & univerfel , formé 
fur  les  cinq  Quotients  générateurs  a , b , c , d , e. 


\ a 


• 

• 

9 

9 

9 

I - 

9 

1 • 

9 

9 

9 

I' 

•* 

9 

I 

d 

X f 

r 

“h  1 

- 

f 

x b 

■ c d-\~  1 1 

, X b 1 

b c 
-H  I 

b c d —H  b 
*+*  d 

b 

bs~\-  t 

btd  -+-  b d 

X a 

X 4 

x 4 

ab 

abc  - 4-  14 

abcd  -4-  ab  -f-  ad 

-4-  I 

-4 -c 

■+■  cd~*~  I 

a b-+-  1. 

abc  +4+f,  | 

abcd-+-  ab  -4-  ad -4-  cd- f- 1 
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I 


e 

x d 


de 
•+*  I 

d t -+~ 1 

x c 


c d e -+■  i c 


-t~  e 


x b 


b c d e~\-b  c *4-  b e 
~\-dc- h X 

bc  dc-t-bc-hbe-i-de-ï- 1.  Pénultième  fomme. 
x a 


bcde-t-4bc-4-abe-+~ade-+-l* 


b c d e -H  4 b c *+*  d b e 


d d € -4-  d “4“  c d c 4*  c -4-  c • 
dernière  fomme. 
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Avertijfement.  Comme  il  cft  très-important  de  fuivre 
exactement  les  régies  preferites  ci-dcfTus  dans  la  forma- 
tion des  colonnes  du  triangle  des  rapports  , puifquc  le 
moindre  changement  gâteroit  tout  , j’ai  jugé  à propos 
d’entrer  dans  un  plus  grand  détail  dans  régies  qui  luivent 
en  déterminant  toutes  les  parties  du  triangle  des  rap- 
ports , afin  que  le  lc&cur  ne  puifle  pas  fe  tromper  ; en- 
fuite  je  verrai  l’ufagc  de  ce  triangle  des  rapports  2>c 
des  fériés  qui  en  ré  fuirent. 

Irc.  Régie  générale  pour  former  les  colonnes  du  triangle 
des  Rapports  ,fur  des  quotients  générateurs  donnez ,. 

* Chacune  des  colonnes  du  triangle  des  rapports  a fon 
quotient  générateur  propre  &c  particulier,  qui  a le  même 
expofant  qui  marque  le  rang  qu'il  occupe  dans  la  pre- 
mière difpofition  des  rangs  des  quotients  où  ils  font  ran- 
gez par  Ânalyfe,-  ainfi  le  troifiéme  quotient  eft  le  quo- 
tient propre  de  la  troifiéme  colonne,  le  cinquième  quo- 
tient eft  le  quotient  propre  de  la  cinquième  colonne,  &c. 

Chaque  colonne  outre  fon  quotient  propre  contient 
cndorc  tous  les  quotients  qui  le  précédent  dans  l'ordre 
d’ Analyfe,  ainfi  la  troifiéme  colonne  contient  outre  fon 
quotient  propre  les  deux  quotients  qui  le  précédent,  qui 
font  le  premier  & le  fécond  comme  multiplicateurs  s de 
même  la  cinquième  colonne  outre  le  cinquième  quotient, 
qui  cft  fon  quotient  propre  , contient  encore  comme 
multiplicateurs  les  quatre  quotients  précédens,&:  ces  mul- 
tiplicateurs donnent  chacun  leurs  produits,  que  je  dis- 
tingue dans  la  colonne  par  ordre  Ier.  z <*.  3e.  &:c.  produits. 

Chaque  colonne  confidéréc  dans  fa  figure  contient 
d’abord  en  tête  un  triangle  reétangle  qui  contient  un 
feul  terme  ,c’eft  toujours  l’unité  confiante  mife  pour  pre- 
mière fomme  analogique,  le  refte  eft  un  parallelograinc 
partagé  en  plufieurs  cellules  ou  carreaux. 

Chaque  cellule  a la  forme  d’un  parallelogramc  , & 
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contient  quatre  rangs  ou  quatre  termes  ,•  fçavoir,un  ter- 
me pour  chaque  rang  :1e  premier  rang  eft  un  quotient, 
le  fécond  eft  un  quotient  précédent  comme  multiplica- 
teur , apres  ces  deux  rangs  ou  termes  , eft  une  ligne 
ponétuée  pour  les  feparcr  des  deux  rangs  fuivans , le  troi- 
fiéme  terme  eft  un  produit  , le  quatrième  terme  eft  al- 
ternativement ou  une  Comme  répétée  ou  un  quotient  ré- 
pété. 

Le  nombre  des  cellules  eft  déterminé  par  l’cxpofant 
même  de  la  colonne  auquel  il  eft  égal  moins  unjc’cft- 
à-dire  que  la  cinquième  colonne  donc  l’cxpofanc  eft  j-, 
contient  quatre  cellulfs  de  quatre  rangs  ou  de  quatre 
termes  chacune,  la  troifiéme  colonne  contient  deux  cel- 
lules , la  fécondé  colonne  ne  contient  qu’une  cellule,  & 

la  première  colonne  n’a  point  de  cellules,  puifque  i 1 

= o , ainfi  elle  ne  contient  que  deux  termes , dont  le 
premier  eft  l’unitc  confiante  qui  eft  en  tête  dans  fou 
triangle  reélangle,  & au-defTous  un  fcul  rang  qui  eft  le 
premier  quotient  , c’eft:  le  premier  rang  en  bas  , ou  le 
dernier  fi  l’on  veut,  qui  étant  prolongé  contient  la  der- 
nière fomme  de  toutes  les  colonnes , & qui  en  eft  abfo- 
lumcnt  fépaié  de  même  que  le  triangle  qui  eft  en  tête1 
de  chaque  colonne. 

Seconde  Régie  four  le  nombre  des  termes  contenus  dans 
chaque  colonne  en  farticulicr. 

Le  nombre  des  termes  de  la  première  colonne  eft 
elle  ne  peut  en  avoir  moins,  c’eft  un  rapport  exprimé  par 
une  fraélion  qui  a deux  termes , fon  numérateur  & fon 
dénominateur. 

Dans  chaque  colonne  le  nombre  des  termes  croît  de 
4,  c’eft-à  dired’une  cellule  entière  d’une  colonne  icelle 
qui  la  fuit  de  gauche  à droite  fuivant  cette  progreffion. 
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Expofunt  du  / 
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T roijtéme  Régie  pour  U qualité  des  termes , 


Il  y a trois  cfpéccs  de  termes  dans  chaque  colonne  4 
(çavoir,  des  quotients  , des  produits  & des  fournies , qui 
reviennent  toujours  de  la  même  manière  &.  dans  le  même 
ordre  dans  les  quatre  termes  de  chaque  cellule  dansccc 
ordre;  fçavoir,  1°.  une  fomme,  i°.  un  quotient  multi- 
plicateur, 30.  un  produit,  40. une  fomme,  excepté  dans 
la  première  cellule  dont  le  premier  terme  eft  le  quotienc 
propre  delà  colonne,  mais  il  eft  confidéré  comme  une 
fomme  dans  les  autres  cellules,  ce  premier  terme  eft  la 
fomme  des  termes  de  la  cellule  précédente. 

De  telle  forte  que  dans  la  première  cellule  de  chaque 
colonne,  le  premier  terme  eft  le  quotient  propre  & par- 
ticulier de  cette  colonne. 

Le  fécond  terme  dans  toutes  les  cellules  eft  le  quo- 
tient precedent  comme  multiplicateur. 

Le  troifiéme  terme  eft  le  produit  des  deux  termes  pre- 
cédens,  defquels  il  eft  fépaié  par  une  ligne  pon&uée. 

Le  quatrième  terme  eft  toujours  le  premier  terme  de 
la  cellule  précédente  répété  & eonfidéré  comme  une 
fomme. 

Car  chaque  fois  qu’on  employé  pour  multiplicateur  un 
quotient  qui  précédé  le  quotient  propre  de  la  colonne  , 
il  occafionnc  toujours  un  quatrième  terme  qui  fuit  fon 
produit , qui  eft  néccftaircmcnt  la  répétition  d'une  fomme 
précédente , ce  qui  donne  la  fomme  qui  fait  le  premier 
terme  de  la  cellule  fuivante. 
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Pftmier  ufdge  du  triangle  des  Rapports  , ou  examen  de  la 
J erie  fondamentale  des  Rapports  trouvez,  par  le  moi  en 
du  triangle  des  Rapports. 

Le  but  de  la  conftru&ion  du  triangle  des  rapports, 
confiftc  à trouver  les  termes  d'une  férié  de  rapports  ou 
fra étions , qui  expriment  le  plus  exactement  qu’il  eft  pof- 
fible  le  rapport  propofé;  or  dans  chaque  colonne  c’eft  la 
pénultième  fomme  8c  la  dernière  qui  font  les  termes  qui 
compofent  les  rapports  cherchez  félon  cet  ordre. 

C pénultième 

fournie  < JL  b % ab  c -+-  r a-+-c 

( dernière  4 ’ a.b-b-iy  bc~^~  i 
dans  le  triangle  des  rapports  analytique. 

Mais  dans  le  triangle  numérique  & particulier , j’ai 
C pénultième 

fomme  < _L  _L  JL  iZ 

£ dernière  4>  J»  39 1 83,  869  , ^c* 

Ces  fradions  ou  ces  rapports  ont  été  trouvez  par  le 
moien  des  quotients  générateurs  pris  dans  l’ordre  d’A- 
nalyfe,  ma,s.fl  on  Ies  avoic  Pris  en  ordre  de  Synthéfe , on 
auroit  les  memes  rapports  dans  un  ordre  renverfé  qui  eft 

S™1  i°nA  °n  a (°,n  & tcl  <3u  il  fuit>  fÇ*voir  , dan, le 
triangle  des  rapports  analytique  8c  univerfcl. 

Ç dernière 

fomme  ) L a b 1 *bc+t  *-4 -c, 

/ pénultième  r>  b , bc-+-i 

c eft  la  vraie  férié  primitive  8c  fondamentale. 

li.P,'.?!Cre  'a“ffi  d“"S  le  triîn8lc  numérique  & parneu- 
hcr  ) a,  la  fine  pnmit.vc  Si  fondamentale,  en  renverra»* 
de  meme  tous  les  termes» 
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f dernière  f 

fournie)  4 ? 39  Si  *<S9  ^ 1 

^ pénultième  1,  i,  8,  17,  178, 

De  cette  forte  pour  avoir  la  férié  primitive  Sc  fon- 
damentale , je  prends  de  chaque  terme  dans  la  bafe  du 
triangle  pour  numérateur  la  dernière  fommc,&  pour  déno- 
minateur la  pénultième  fomme  de  chaque  colonne , & la 
Icrie  érant  ainfi  trouvée  dans  laquelle  chaque  terme  ap- 
proche de  plus  en  plus  de  la  valeur  du  rapport  donné; 
j’ai  deux  moïens  pour  la  perfectionner. 

Le  premier  moïcrv  confiftc  à continuer  indéfiniment 
cette  férié , i°.  ou  en  augmentant  la  fuite  du  nombre  des 
termes , puifque  les  plus  éloignez  expriment  plus  exac- 
tement le  rapport  cherché  , z°.  ou  en  fautant  plufieurs 
termes  pour  avancer  plus  vite  dans  une  progrelfion  arith- 
métique quelconque , ou  en  fautant  plufieurs  termes 
dans  une  progreflîon  géométrique  qui  ell  encore  plus 
prompte,  & qui  avance  à pas  de  géans. 

Le  fécond  moïen  de  perfectionner  la  férié  primitive 
& fondamentale  trouvée  par  le  triangle  des  rapports  , 
confiftc  à trouver  d’autres  fériés'  qui  foient  dérivées  de 
celles-ci  par  addition  ou  fouftraCtion,  ôcc.  j’expliquerai 
ces  deux  moïens  dans  le  détail  ; mais  auparavant  je  veux 
donner  les  limites  de  chaque  terme  de  cette  lcrie  primi- 
tive &:  fondamentale  , pour  connoître  l’erreur  qui  fe 
trouve  dans  chaque  terme , foie  par  excès , foit  par  dé- 
faut. 

DES  LIMITES. 

Pour  connoître  V erreur  foit  par  excès  foit  par  défaut  dans 
chaque  terme  de  la  férié  primitive  & fondamentale 
réfultante  du  triangle  des  rapports. 

Comme  le  rapport  donné  cft  irrationel  de  fa  nature, 

il 
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il  eft  irupoflible  de  l’exprimer  exa&ement  fans  une  divi- 
fion  pouflec  à l’infini , ce  qui  eft  encore  impolfible  dans 
la  pratique;  ce  que  peut  faire  de  mieux  une  intelligence 
bornée  telle  qu'eft  i’efprit  humain  , c’cft  d’exprimer  ce 
rapport  par  une  férié  de  fractions  rationcllcs , dont  les 
termes  approchent  le  plus  qu’il  eft  poflible  alternative- 
ment , ou  par  excès  ou  par  défaut , & dont  l’erreur  foit 
non  feulement  infenfible,  mais  la  moindre  qui  foitpof- 
lîblc  ; & pour  en  juger  il  faut  connoître  & déterminer 
avec  précifion  l’erreur  de  chaque  terme  de  la  lérie,  foit 
par  excès  foit  par  defaut. 

Dans  le  triangle  des  rapports  numérique  S£  particu- 
lier ci-dcflus,  foit  le  rapport  donné  = -^-  = 
j’ai  trouvé  en  lettres  la  férié  primitive  & fondamentale 

a — a b -f- 1 » b c — (-  a f — f-  Abri  — f-  aI  -4-  »d  -+■  ci  — f-  I 

1 > b > b c -4-  J > bed— b — d * 

Ab  c d e -+■  a b c — f-  a b t -\-adt  —4—  a — f-  c de  —4"  c — 4-f— H - 
b c de  — f»  b c -+•  b e —4“  d e — f-  i 

La  même  férié  primitive  &c  fondamentale  trouvée  en 
nombres  pour  le  rapport  donné  eft 

4-4*  I >9  -+  8; 8<9-4* 

j > I >8  >17  >178 

Dans  cette  férié  chacun  des  termes  eft  fuivi  alterna- 
tivement du  figne-h-  & , parce  qu’ils  expriment  al- 

ternativement par  défaut  &c  par  excès  le  rapport  donné 
en  plus  petits  nombres  toujours  premiers  entre  eux , puif- 
qu’ils  n’ont  que  l’unité  feule  pour  commune  mcfurc,&£ 
par  confisquent  c’cft  l’expreflion  la  plus  (impie  & la  plus 
exa&c  qui  foit  poffiblcdu  rapport  des  deux  nombres  don- 
nez ; pour  s’en  convaincre  , il  n’y  a qu  a appliquer  ici  les 
régies  des  limites  expliquées  ci-deflus , comme  il  fuit. 
Dans  la  férié  primitive  &:  fondamentale  en  lettres  , 

le  premier  terme -p-  donne  le  rapport  -j-  par  défaut,  car 

le  numérateur  a eft  un  quotient  défc&ifpar  la  conftruc- 
jinalyfe.  ’ ttt 
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tion  du  triangle  des  rapports  analytique; puifqu»il  laide 
un  refte,  & que  ce  quotient  eft  impair,  étant  unique.  Donc 
fuivant  les  régies  des  limites  , il  exprime  par  defaut  le 
rapport  donné,  c’cft  pourquoi  ce  numérateur  doit  être 

fuivi  du  ligne  -4-  , ainf^-",  fes  limites  font  b i , 

car i-fi-TT  qF=  T. 

Le  fécond  terme  — r doit  être  fuivi  du  figne , 

parce  qu’il  exprime  par  excès  le  rapport  donné  par  fa 

conftruftion,  fes  limites  font  b i , fuivant  les  régies 
expliquées  ci-dclTus  page  370  & 499. 

Tous  les  autres  termes  (ont  de  meme  alternativement  par 
défaut  & par  excès , on  en  trouvera  facilement  les  limites 
par  la  régie  de  trois  , comme  il  eft  expliqué  ci-dcflus. 

Des  fériés  dérivées. 

De  la  première  férié  trouvée  ci  - defius  par  le  triangle 
des  rapports  qui  eft  la  (cric  primitive  & fondamentale, 
on  peut  former  plufieurs  autres  (crics  dérivées  en  joi- 
gnant cnfemblc  deux  termes  de  la  férié  primitive  , ou 
plufieurs  comme  il  fuir. 

i°.  La  fécondé  (cric  qui  eft  la  première  des  (cries  dé- 
rivées fc  forme  en  joignant  cnfemblc  deux  à deux  les 
termes  de  la  férié  primitive  qui  font  toujours  alternati- 
vement par  excès  & par  défaut,  je  retranche  l’excès  des 
termes  qui  donnent  trop  pour  l’ajouter  aux  termes  qui 
ne  donnent  pas  aftcz. 

Ainli  du  fécond  terme  -*  j’ôte  — , le  refte 

eft  — , qui  étant  ajoute  au  premier  terme  qui  ne  donne 
pas  aflez,  lafomme  eft  -+-7*1  ce  font  les  deux  pre- 
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micrs  termes  trouvez,  qui  font  trop  grands,  car  c’eft 

Ti , duquel  j otc  le  3e.  terme 

le  relie  cft  ■ ,7  x-. — _ qui  fera  le  troiûéme  terme  de  lafé- 

ibbc-+*  1 b 1 

rie  dérivée  -,  pour  la  preuve  il  fuffit  de  faire  l’opération 
qui  fuit. 

car  x a b 1 
xi  b c -+-  1 

— 1 a b b c 1 ■■  • I A b "1  ■ I b c - |~  I . 


£t  1 a bb  c —H  I a 1 c 
x 1 b 


= 1 a b b c — f—  1 a b 


I b c 


or  ôtant  ce  fécond  produit  du  premier , le  relie  cft 


! = — — r . c’eft  le  troifiéme  terme  de 

1 bbc-+  ib  I i f -f.  1 X 1 i ’ 

la  férié  dérivée , 8c  ainfi  des  autres  termes  à l’infini. 

Par  ce  moïen  je  forme  la  féconde  férié  qui  fuit,  qui 
cft  la  première  férié  dérivée  de  la  férié  primitive. 

Ier.  2A  3e.  terme  4e.  terme. 


I I 

b ~ \bbc-\-i6 
j 


1 

1 b b ce  d—^  1 bbc—^tb 


I b b c c d U e 1 b b c d , fiée. 

Dans  laquelle  , i°.  tous  les  numérateurs  font  l’unitc 
confiante,  ce  qui  rend  cette  férié  la  plus  fimple  qui  foie 
poffible,  & les  dénominateurs  de  chaque  terme  font  tou- 
jours le  produit  des  dénominateurs  des  deux  termes  qui 
ont  fervi  à former  ce  terme,  qui  ne  font  que  des  parties 
aliquotes  de  l’unité  qu’il  faut  foullrairc  8c  ajouter  pour 
avoir  le  rapport  cherché. 

z°.  Tous  les  termes  ont  alternativement  le  ligne 
8c  ■ — apres  le  premier  terme  dans  cette  férié. 

tttij 


Analyse  genekalEj 
Remarque.  11  eft  plus  facile  de  former  cette  fécondé 
férié  en  nombres  qu’en  lettres , parce  que  dans  1 addition 
des  grandeurs , littérales  elles  reftent  toutes  entières  & 
confcrvent  le  même  nombre  de  termes , au  lieu  que  dans 
l’exprcffion  des  nombres  , l’addition  les  réünit  dans  un 
feul  terme  ou  dans  une  feule  fomme , ce  qui  rend  cette 
fécondé  férié  beaucoup  plus  fimplc  loifqu  elle  eftcxpri* 
mee  en  nombres , que  lorfqu’cllc  eft  exprimée  en  lettres, 
la  même  chofe  fc  crouvc  encore  dans  la  fouftraélion , ou 
l’expreffion  en  nombres  confervc  le  même  avantage,  mais 
dans  la  multiplication  &:  dans  ladivifion  où  il  eft  necef- 
fairc  de  connoître  tous  les  termes,  1 expreffion  littérale 
a l’avantage  au-deftùs  de  l'expreflion  en  nombres  & lui 
eft  préférable. 

Formation  de  la  fécondé  férié  qui  ejl  la  première  dérivée 
en  nombres  de  l'équation  primitive. 


Ier.  terme.  j*.  4e.  ye.  terme. 


fs  r • • • • 4 1*9  O rr. 

Sene  primitive.  7.  T.  — . 77.  775-  occ. 

J’opère  comme  dans  l’expreflion  littérale  en  prenant 
toujours  deux  termes  , & ôtant  le  premier  du  fuivant 
après  les  avoir  réduic  au  même  dénominateur  , ainfi  de 

\ , j’ôte  ï , c’eft  7 7 


JX  I 1X4 


! — 4 


voilà  le  fécond  terme  trouvé  pour  la  fécondé  férié  que  j’a- 
joute au  ier.  terme , ainfi  les  deux  premiers  termes  font  i 
-f-  i = { , cette  fomme  eft  trop  grande , j’en  ôte  le  troi» 
fiéme  terme  de  la  férié  primitive  ~ , c’eft  i -y- , je 

les  réduis  d’abord  au  même  dénominateur  = — * 

IX® 


-, — a 40  — =*  L , c’eft  le  troifiéme  terme  de 

I X o o • ' 

la  férié  dérivée,  que  l’on  continuera  de  même  à l’infini, 
autant  qu’on  voudra. 

Série  dérivée  \ •+-  7 — î -h  Scc.  où  les  termes  ont  ai- 
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tcrnativcment  les  lignes &: après  le  premier. 

Cette  férié  cft  la  plus  fimple  & la  plus  commode  de 
toutes  les  fcrics  qu’on  peut  dériver  de  la  férié  fonda- 
mentale , foit  par  l’addition  de  pluficurs  termes  excé- 
dans  8c  la  foullraclion  des  termes  défaillans , foit  en  com- 
parant de  toutes  les  manières  8c  dans  toutes  les  combi- 
naifons  poflïblcs  les  termes  de  la  férié  primitive  , ce  qui 
donne  autant  de  fériés  dérivées , mais  cette  première  dé- 
rivée aïant  toujours  l’unité  confiante  au  numérateur,  elle 
efb  la  plus  commode , parce  qu’il  eft  facile  de  voir  la  pro- 
grellion  qui  règne  dans  les  dénominateurs , qui  ne  font 
que  des  parties  aliquotes  de  l’unité  qu’il  faut  ajouter 
&c  fouftraire  pour  avoir  le  rapport  cherché  > mais  ces 
fériés  dérivées  font  trcs-utiles  dans  la  rc&ification  &:  la 
' quadrature  des  lignes  courbes  , 8c  dans  tous  les  Pro- 
blèmes où  il  entre  des  racines  irrationcllcs  , c’cft  pour- 
quoi nous  les  renvoyons  dans  l’Analy fc  particulière, c’cft 
leur  place  naturelle,  parce  que  nous  en  ferons  en  meme 
tems  l’application  aux  lignes  courbes , où  l’on  en  a be- 
foin,  « 

De  U Méthode  inverfe  du  triangle  des  Rapports. 

Le  triangle  des  rapports  qui  cft  expliqué  ci-defTus 
donne  infailliblement  toujours  la  férié  la  plus  parfaite 
qui  exprime  le  plus  exaftement  qu’il  cft  poftiblc  le  rap- 
port ou  la  racine  irrationelle  cherchée. 

Ce  triangle  cft  un  inftrumcnt  univerfel  pour  trouver 
les  rapports  de  tous  les  nombres  irrationaux  8c  de  toutes 
les  racines  irrationelles  de  tous  les  degrez  à l’infini , car 
ce  que  nous  expliquons  ici  dans  le  détail  pour  le  fécond 
degré,  doit  s’appliquer  également  à proportion  dans  tous 
les  degrez.  ^ ^ 

Mais  il  y a deux  manières  de  propofer  un  rapport, 
la  première  manière  que  je  nomme  le  Rapport  dirett  , 
cft  lorfque  le  rapport  eft  exprimé  par  deux  nombres  qui 

ttt  iij 
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forment  une  fra&ion , alors  il  fauc  opérer  dire&cment 
fur  les  deux  nombres  donnez  , divifer  le  plus  grand  par 
le  plus  périt  , ce  qui  donne  un  premier  refte  , enfuitc 
continuer  à divifer  le  plus  petit  par  le  premier  refte  , ce 
qui  donne  un  fécond  refte,  &c  ainfi  de  fuite,  jufqu’à  ce 
que  l'on  trouve  un  dernier  divifeur  exatt  &c  fans  refte  , 
ic  les  quotients  que  l’on  trouve  par  chaque  divifion  , 
fervent  de  matériaux  pour  former  le  triangle  des  rap- 
ports expliqué  ci-dclTus  dans  cette  feélion. 

La  fécondé  manière  que  je  nomme  la  Méthode  in- 
verfe  du  triangle  des  rapports  , eft  lorfque  le  rapporc 
propole  eft  inconnu  &:  n’eft  point  exprimé  par  deux 
nombres  qui  font  une  fra&ion  , mais  que  l’on  propofe 
feulement  la  période  réglée  des  quotients  qui  réfultede 
la  divifion  du  rapport , & dans  ce  cas  il  s’agit  par  le  moïen 
de  la  période  de  ces  quotients , de  trouver  les  deux  nom- 
bres qui  ont  ce  raport,  & mcinc  tous  les  nombres  qui 
ont  le  même  rapport  en  réitérant  la  période  des  quo- 
tients qui  eft  toujours  la  meme  ; nous  en  avons  donné 
un  exemple  fur  la  lin  de  la  Sc&ion  précédente,  p. 

C’eft-à-dire  que  là  Méthode  directe  du  triangle  des 
rapports  cherche  les  quotients  du  rapport  de  deux  nom- 
bres donnez  & connus  , la  Méthode  inverfe  au  contraire 
cherche  les  deux  nombres  inconnus  dont  le  rapport  eft 
exprimé  par  une  férié  de  quotients  donnez  connus. 

Former  U Série  générale  des  Périodes  réglées  des  nombres 
irrationaux  en  général. 

Toutes  les  périodes  réglées  des  quotients  générateurs, 
commencent  après  le  premier  quotient  qui  eft  hors  d’œu- 
vre &:  qui  ne  fc  répété  point  & s’étendent  depuis  le  fécond 
quotient  jufqu’à  celui  qui  eft  pjécjfément  double  du  pre- 
mier inclufivcment , & la  divilion  continuée  indéfiniment 
donne  toujours  la  même  période  de  quotiens  qui  fe  répété 
à l’infini , quelquefois  il  n’y  a qu’une  feule  période , c’cft 


Digitized  by  Google 


Livre  second.  y7y 

lorfque  le  premier  divifeur  revient  le  premier  dans  l’opéra- 
tion ; &c  quelque  fois  il  y a deux  périodes , c’elt  lorfque  le 
premier  nombre  qui  revient  n’elt  pas  le  premier  divifeur. 

Exemple.  Pour  trouver  le  rapport  de  i àv~,  je  cher- 
che la  racine  quarréc  de  a , j’ajoute  des  zéros  tant  que  je 
veux  après  i , ou  limplcmcnt  je  mets  des  points  que  je 
regarde  comme  des  zéros. 


Extraction  de  la  Racine  quart ée  de  z. 


Ç Dividende.  C Jpjtotient. 

\ 1.00.00 . Scc.  \ 14141.  i 3.  56 

Racines  ou  1414113.57 . 

I...I.  premier  quarré  à ôter. 

1:00..  premier  relie  augmenté  de  deux  zéros, 
x : 4 ....  5 >6. . fécond  produit  à ôter. 

4 : 00.  fécond  relie  augmenté  de  deux  zéros. 

1 : 8 : 1 ..  1 81.  troifiéme  produit  à ôter. 

1 19:  00. . 3"'e.  relie  augmenté  de  deux  zéros. 
18:1:4..!  11.96.  quatrième  produic. 

6 04  : 00.  quatrième  relie. 

181 : 8 : z . ..  5 6 5 64.  cinquième  produit. 

38.  36:  00.  cinquième  relie. 

28 18  : 4:  1 ...  z.8  28  41.  fixiéme  produit. 

1 o 07  59:  eo.  lixicmc  relie. 

18284  : 1:  î • • 848  jz  69.  feptiéme  produit. 

I j 9 o 6 3 1 : 00.  fcpticme  relie. 
282841:  6 : y . . 141411325.  huitième  produit. 

. 17641775:00.  huitième  relie. 

28 1841 : 70:6... 16970562  36.  neuvième  produit, 
&c.  &c.  &c. 

Au  contraire  fi  j’opère  fur  ces  deux  nombres  donnez 

en  fraélion  qui  ell  par  défaut  8c 

100. 000.  00  * 


141  • 411-  3^7  — 

100. 000. 000 


par  excès. 


Pour  trouver  la  férié  des  nom- 
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bres  qui  expriment  ce  même  rapport  le  çlus  exa&emcnc 
qu’il  cft  poflible  alternativement  par  excès  & par  défaut, 
je  trouverai  comme  dans  les  deux  operations  iuivantes  la 
fcric  des  quotients  générateurs  i | z 1 1 z 1 1 1 1 1 &c. 


Première  opération , fur  le  rapport  exprimé  par  défaut. 

f i^guot. 

rremier  Divid.  par  défaut  1 4 1 . 4 1 1 . 3 3 6 -+-  l 1 


Ier.  Divifeur  & zd.  Divid.  1 00.  000.  000. 1 

Ier.  produit  à ôter 100.  000.  000 

r zd.  jpuot. 

t z- 

I ct. refte.  id.  Divif.  & 3e.  Divid.  41. 41  x.  3 36.! 
zd.  produit  à ôter 81.  841.711.1 

r je-  £“ot- 
1 1. 

z1'.  refte.  3e.  Divif.  cr  4e.  Divid.  17.  1 37.  18  8. 
3e.  produit  à ôter 34.  314.  376 

^ 4e.  £>uot. 

f .refte.  f.Divif.O"  Jc .Divid.  7.  106.780.1 
4e.  produit  à ôter 14. 1 1 3.  360. 1 

r jc.  j&ot. 
L 

4e.  refte.  3e.  Divif.  Çr  6e.  D/vid.  z.  943.  718.J 
produit  3.  887.  436.1 

r 6e.  £)uot. 

L 1. 

3e.  refte.  6e.  Divif.  7e.  Divid.  1.119.3 14. 1 
6e.  produit.  1.438.648.1 

r 7e.  guot. 
L 

6e.  refte.  7e.  Divifeur  S11.  Divid.  303.  080.I 
7e.  produit  1 . 0 1 0.  1 60.I 

r 8e.  jïuot. 
L Z. 

7e.  refte.  8e.  Divif.  9e.  Divid.  109.  164.J 

Z*,  produit  418.318.I 

r 9e.  j?uot. 
L 1. 

8e.  refte.  9e.  Divif.  10e.  Divid.  86.  75 1.  f 

9e.  produit  173.  304-1 

•10e.  Jguot. 
i. 

9e.  refte.  10e.  Divif.  11e.  Divid.  33.  660.  J 
10e.  produit  • 71.  310.I 

r IIe.  £j*0t. 
L 1. 

10e  refte.  1 Ie.  Divif.  11e.  Divid.  1 3.  431 .1 

30.  864.  | 

• I Ie.  uot . 

. 3—- 

4.796. 

Les 
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Les  onze  premiers  quotients  font  bons  & exacts  ; mais 
le  douzième  commence  à être  faux  par  excès  ; c’cft  un  3 
au  lieu  de  z , parce  que  le  dividende  a été  pris  un  peu 
trop  petit  dans  fon  dernier  chifre  6. 

Seconde  opération  fur  le  rapport  exprimé  par  excès. 

Ier.  Divid.  far  excès.  1 4 1 . 4x1.337.  — / 1 ' Q*ot*tnt- 

V*  I • 


Ier.  Di-vif.  & zd.  Divid. 

100.  000. 000. 

f zd.  Quotient. 
l 

1 er.  refte.  zd.  Divif.  & 
3 c.  Divid. 

41.4ZI.  3J7- 
8z.  841.  714. 

/ 3e-  Quotient. 
\ z.  • 

17.  137.  z8 6. 
34.  314.  57a. 

^ 4e.  Quotient. 

7.  106.  78?. 
14.  113.  J70. 

^ ye.  J^uttient. 

z.  943.716.  . 
y.  887.  43Z. 

f 6e.  Quotient. 
1 ze. 

*•  *«*  3J3-  . 
z.  438.706. 

f 7e.  Quotient. 
l z. 

yoy.  010. 
I.  OIO.  ozo. 

^ 8e.  Quotient. 

3 3 3-  < 
418.  666» 

f 9e.  Quotient. 
l z. 

86  344-  « 
17Z.  688. 

f 10e.  Quotient. 
L z. 

36.  64y.  J 
73.  z?o. 

f 11e.  Jfuotient. 

Lz. 

13.  054.  1 

z6.  108.  1 

r ize.  Quotient. 

L I.  -H  ou  z — 

Analyfe. 

10.  537. 

HHH 
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Les  onze  premiers  quotients  font  bons  & exa&s,  mais 
le  douzième  cft  faux  par  défaut,  c’cft  i h-  au  lieu  de  2. 
parce  que  le  dividende  a été  pris  trop  grand  au  dernier 
chifre  7. 

THEOREME. 

Tout  rapport  d’inégalité  comme  77 , ou  77  peut  être 
transformé  dans  une  période  de  quotients  réglée  fuivant 
la  progrclTion  géométrique  décuple  continue  defeen- 
dance  à l'infini,  20.  & le  nombre  des  chifrçs  néceflaircs 
pour  exprimer  chaque  période  réglée  , non  compris  le 
zéro  peut  être  égale  au  nombre  d’unitez  que  comprend 
le  numérateur  du  rapport  qui  eft  l’antécédent  moins  un. 

Ainfi  dans  77  , la  période  réglée  contient  16  chifres 
dont  quinze  font  fignificatifs  ,&  le  16e.  eft  un  zéro, car 
les  reftes  de  la  diviïion  peuvent  être  1,  2,  3 ,&c.  jufqu’à 

1 6 &c  pas  davantage,  ce  qui  donne  ce  raport  comme  17 

n \ . r „ v 7«4.  70f.  881.  «fl.  9411.  &C 

eltai3,amfi  roooo,  &c.efta.-  ■ ~ rr' 

J * * XOOO.  OOO.  OOO.  OOO.  OOO.  oCC. 

comme  il  paroît  par  la  démonftration  fcnfible  de  l’opé- 
ration qui  fuit. 

Démonftration  fenfiblc  & particulière  pour 
Bivifeur  Ç Dividende  Ç Quotient 

17  : £ 13  : o ...)  0.764.705.  882.  352.  941.  1 

ll764-7°5-88*~  11 

7 . . 119 

H:o 

6 . . . loi 
8:0 

4 • • • 6 8 


1 2:0 

1 1 9 

1:0 
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O • • • • O 

IOIO 

5 • • • » 8 y 

1 y : o 

8 ....  1 3 6 ' 

I 4:  o 
8 ■ 1 j ^ 

4:0 

6:o 

3 • • • • • j 1 
$:o 

y *y 

y:o 

1 ? 4 

1 6:0 

9 1 y 5 

7:0 

4 6 8 

z:o 

l 17 

. , . , 3:° 

fin  delà  irc.  période  1 17  cgal  au  Ier. 

. divifeur. 

qui  recommence  à l’infini  13:0.  ict.  divid. 

7 11  9 

1 1:0 

6 10  z 

8:0 

4*  • • • . 6 8 

I z:o 

Remarque  fur  les  refies.  Le  Dividende  13  eft  regardé 

_ uuu  ij 
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comme  le  premier  relie , car  tous  les  rcftes  font  des  di- 
videndes , en  le  comprenant  il  y a 17  relies  dans  cet 
exemple, & c’cll  tout  ce  qu’il  y en  peut  avoir  , puifque  17 
ell  le  divifeur. 

Remarque  importante  & fondamentale . Lorfquc  le  pre- 
mier relie  qui  revient  dans  le  cours  de  l’opération  cil 
le  même  que  le  dividende  comme  ici  13 , alors  il  n’y  a 
qu’une  feule  & unique  période  réglée  qui  recommence 
toujours  à l’infini , &:  qui  redonne  toujours  la  même  fé- 
rié des  quotients  comme  dans  l’exemple  précédent. 

Mais  lorfquc  le  premier  relie  qui  revient  dans  le  cours 
de  l’opération  , comme  dans  le  rapport  alors  il  y a 
deux  périodes  qui  compofent  la  période  réglée , la  pre- 
mière partie  fc  termine  à ce  premier  relie  qui  revient  le 
premier , cette  première  partie  de  la  période  fc  borne  là, 
& ne  revient  plus  , mais  la  fécondé  partie  contient  la 
période  qui  fuit  après,  & qui  fe  répété  à l'infini. 

Conclujion.  C’ell  cette  cxprelfion  en  parties  décimales 
du  rapport^;  fçavoir  0.764,  &c.  que  je  nomme  le  cal- 
cul intégral , il  peut  s’appliquer  à tous  les  rapports  , ic 
par  confisquent  à toutes  les  racines  irrationellcs  de  tous 
les  degrez  à l’infini , & cette  intégration  cil  incompa- 
rablement plus  facile , plus  commode  &:  plus  exaûe'quc 
celle  des  progrclfions  géométriques  décroilTantcs  à l’in- 
fini , & l’exprcffion  fcnfible  des  nombres  la  rend  préfé- 
rable à toute  autre  Méthode  d’intégration,  nous  en  ver- 
rçns  la  preuve  dans  l’application  que  nous  en  ferons  aux 
reélifications  & aux  quadratures  des  lignes  courbes , de 
leurs  furfaccs  & de  leurs  folides  ,’c’elt  le  fujet  del’Ana- 
lyfc  particulière  qui  fera  la  fécondé  partie  de  cette  Ana- 
lyfc  complette. 
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LIVRE  TROISIEME 


Des  Problèmes  indécerminez , 

& des  Problèmes  plus  qu’indéterminez. 

ME’ THODE  GE'NE'R  AL  E 

Pour  réfoudre  en  nombres  entiers  les  Problèmes 
indctermine^duns  tous  les  eus  pojjibles  à l'infini. 

LEs  anciens  n’ont  pas  voulu  recevoir  les  folutions 
irrationclles  dans  les  Problèmes  numériques , parce 
qu  effectivement  ils  n’ont  pas  regardé  les  irrationaux 
comme  de  véritables  nombres.  Euclide  n’en  a fait  au- 
cune mention  dans  le  7.  8.  & 9.  livres  de  fes  Elcmens 
qui  font  tous  deftinez  aux  nombres,  le  deuxième  qui 
auroit  du  traiter  des  irrationaux  n’eft  exprime  qu’en 
lignes  , ils  ont  crû  que  cette  expreflion  étoit  la  feule 
exaCtc  & naturelle  pour  les  rapports  incommenfurablcs, 
en  quoi  ils  fe  font  trompez,  comme  l’auteur  de  la  recher- 
che de  la  vérité  l’a  fait  voir, car  les  lignes  ne  parlent  qu’aux 
yeux , & pour  en  connoîtrc  exactement  le  rapport , il 
faut  avoir  recours  aux  nombres , lefqucls  s’ils  font  ra- 
tionaux  expriment  exactement  &:  en  meme  tems  d’une 
manière  parfaitement  intelligible  le  rapport  de  toutes 
les  grandeurs , mais  s’ils  font  irrationaux  , ils  expriment 
ces  mêmes  rapports  exactement  & en  même  tems  de  la 
manière  la  plus  intelligible  qui  foit  poliiblc , mais  quia 
cependant  c(Tcnticllement&  inévitablement  une  inintcl- 
ligibilitc  indéfinie  que  l’on  peut  diminuer  à l’infini  , en 
fubftituant  des  nombres  cxaCts  qui  approchent  toujours 
de  la  valeur  de  ces  irrationaux  par  defaut  ou  par  excès, 
mais  qui  ne  peuvent  jamais  l’égaler. 

uuu  Hj 
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Euclidc  n’a  pas  même  regardé  comme  nombres 
les  fractions  rarionellcs , la  définition  qu’il  donne  du 
nombre  au  commencement  du  7e.'livre  ne  leur  convient 
pas  plus  dire&cment  qu’aux  irrationaux  , cftc&ivcmcnt 
on  ne  peut  concevoir  de  fraétion  abftraitc  , l’unité  abf- 
traitc  étant  indivifiblc. 

Diophante  n’a  point  admis  les  irrationaux , mais  il  em- 
ployé les  fra&ions,  & tous  les  Problèmes  dont  l’égalité 
parfe  le  premier  degré  font  ou  indéterminez,  ou  reftrains 
par  des  conditions  qui  les  rendent  néceflai  rement  ratio- 
naux  , & il  n*y  a de  difficulté  & d’adrefle  que  dans  les 
Problèmes  indéterminez , lcfquels  naturellement  tombent 
dans  les  irrationaux  ; il  faut  entre  une  infinité  de  folu- 
tions  rationcllcs  &c  irrationellcs  dont  ils  font  fuftcpribles, 
fçavoir  former  l’égalité  de  telle  forte  , qu’elle  donne 
néccffaircmcnt  une  folution  rationclle,  de  forte  que  les 
Problèmes  qni  font  les  plus  difficiles  , &c  même  quelque- 
fois impoflibles  étant  propofés  avec  cette  reftriétion  , 
d’en  donner  la  folution  en  nombres  rationaux , font  fi 
faciles  fans  cette  même  condition  , qu’il  feroit  ridicule 
de  les  propofer. 

P tir  Exemple.  Divifer  un  nombre  quarré  en  deux  autres 
nombres  quarrez , divifer  un  cube  en  deux  autres  cubes, 
&c.  &rccn’eftpas  fansraifon  que  l’on  s’attache  aux  nom- 
bres rationaux  préférablement  aux  irrationaux , car  il  eft 
évident  que  l’cfprit  reçoit  avec  plus  de  plaifir  ce  qu’il  ap- 
perçoit  cxa&cmcnt  comme  les  nombres  rationaux,quc  les 
irrationaux  qu’il  ne  peut  jamais  apercevoir  parfaitement. 

Diophante  & les  autres  anciens  n’ont  point  connu  de 
folutions  négatives  , &:  cffe&ivcment  elles  doivent  être 
rejettées,  lorfqu'il  y en  peut  avoir  de  pofitives,  & lorf- 
qu’il  n’y  en  péut  avoir  , le  Problème  eft  abfolumcnt  im- 
poffiblc  , car  il  eft  impoffible  de  concevoir  un  nombre 
négatif  purement  ic  Amplement  ; cffc&ivcment  les  fi>- 
lutions  négatives  d’un  Problème  font  des  folutions  po- 
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fitives  d’un  autre  Problème , quoique  cependant  il  y aie 
une  très  petite  différence  entre  les  Problèmes  abfolu- 
ment  impôflibles , & ceux  qui  ne  peuvent  avoir  que  des 
folutions  négatives,  ou  meme  imaginaires. 

Diophante  ne  s’eft  pas  mis  en  peine  d’aller  plus  avant, 
il  me  fcmblc  au  contraire  qu’on  peut  réduire  à cinq, les 
différons  degrez  de  perfection  dans  la  folution  d’un  Pro- 
blème. 

Le  premier  , qu’elle  foit  en  nombres  rationaux. 

Le  fécond , qu’elle  foit  en  nombres  entiers. 

Le  troiliéme  , qu’elle  foit  en  plus  petits  nombres  qu’il 
foit  poffible , le  quatrième , qu’on  en  ait  une  infinité. 

Le  cinquième  qu’on  les  ait  toutes,  ce  qui  eft  différent: 
du  quatrième , car  on  peut  en  avoir  une  infinité,  fans  ce- 
pendant les  avoir  toutes,  par  exemple,  on  trouve  une 
infinité  de  nombres  propres  aux  triangles  rc&angles  par 
la  régie  des  quarrez  impairs,  mais  on  ne  les  trouve  pas 
tous  , car  on  ne  trouve  pas  , par  exemple.  8:  15:17: 

De  tous  ces  degrez  de  perfection  , Diophante  & les 
anciens  ne  fe  font  mis  en  peine  que  du  premier  , mais 
il  eft  aifé  de  voir  qu’ils  ont  eu  tort  de  négliger  les  autres, 
&:  pour  ne  parler  que  des  folutions  en  nombres  entiers, 
il  eft  évident  que  les  réfolutions  en  nombres  entiers  ont 
fur  les  folutions  en  fraCtions , à peu  près  tout  l’avantage 
que  les  folutions  rationellcs  ont  fur  les  irrationellcs.  . 

Voici  en  peu  de  mots  l’occafion  & la  manière  dont  j’ai 
trouvé  la  Méthode  , un  de  mes  amis  m’ayant  dit  qu’il 
fe  trouvoit  embarrafle  dans  la  folution  d’un  Problème 
de  Diophante , qui  n’étoit  cependant  que  du  premier 
degré,  me  pria  de  lui  en  envoyer  la  folution  Méthodique, 
parce  que  celle  de  Diophante  lui  paroiffoit  embrouillée 
&:  peu  naturelle. 

Voici  le  Problème  tirée  de  Diophante, liv.  t.  prop.  1 g. 
trouver  trois  nombres  tels  que  fi  on  ôte  la  cinquième 
partie  du  premier  plus  6 , & qu’on  l’ajoute  au  fécond  , 
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après  en  avoir  ôcé  la  fixiéme  partie  plus  7 , pour  l’ajou- 
ter au  troifiéme  , après  en  avoir  ôté  la  feptiéine  partie 
plus  8 pour  l’ajourer  au  premier,  ce  qui  rcfulrc  de  l’ad- 
dition 6c  de  la  fouftra&ion  faite  fur  de  certains  nombres 
fafie  trois  nombres  égaux. 

Voici  comme  j'opérai,  foit  pour  éviter  les  fractions. 

Le  premier  . . jx 

Le  fécond  . . 6 x 

Le  troifiéme  . . 7 z 

ôtant  du  premier  la  cinquième  partie  -+-  6 , il  rcfte  4X 
» — 6,  auquel  relie  il  faut  ajouter  la  feptiéme  du  troi- 
fiéme -+-  8 , ce  qui  fait  4 x 6 -4-  z -4-  8 , ou  4 x 

-4-  z -+-  2.  pour  premier  nombre  réfultant. 

Otant  la  fixiéme  partie  du  fécond  -J-  7 , il  relie  y y 
7, auquel  relie  aioutant  x -+-  6,1a  cinquième  par- 
tie du  premier  félon  le  Problème,  on  a pour  le  fécond 
nombre  réfultant  y y 7 -4-  x -4-  6 , ou  y 7 -4-  x — r. 

Enfin  ôtant  du  troifiéme  fa  feptiéme  partie  -}-  8 , 6c 

au  relie  6 z 8 , ajoutant  la  fixiéme  parrie  du  fécond 

-4-  7,  qui  elt/  -4-  7,  on  aura  6 z 8 -4-  y -+-  7 , 

ou  6 z -4-7 1 , pour  troifiéme  nombre  réfulranr. 

Il  y donc?  égalité  entre  ces  trois  nombres  réfultans. 

4 x -4-  z — t-  t 
y y ~+-  x — 1 

6 z -4~  y 1 

dont  on  peut  former  deux  égalitez  , 6c  comme  il  y a trois 
inconnues  , il  cil  évident  que  le  Problème  ell  indétermi- 
né , c’cll  pourquoi  nous  pouvons  à diferétion  réduire 
deux  des  inconnues  à l’exprclfion  complexe  des  nombres 
connus  6c  de  la  troifiéme  inconnue. 

Ainfi  par  la  première  égalité  4 x -t-  z -f-  2,  = y y 
-4-  x 1 , on  a cette  égalité  z = y y 3 x 3 . 

Par  la  lecondc  égalité  4 x -4-  z -4-  1=  6 z~\~ y — 1. 

onai=  - — “ 6c  comparant  ces  deux  valeurs  de*, 

on 
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on  aura  y = y y 3 * 3.  Et  en  mul- 
tipliant tout  par  y,  on  aura  4*  -4-  3 y = zy  y 

1 y x IJ  , ou  ij  ;+;=  ly  * -<-  4 x 

-H  I y -+-  3 , c’cft-à-dirc  , 16  y = 19  .v  -+-  18. 

Et  y = 18  . Or  en  fubflituant  cette  meme  valeur 

dans  l’égalité  z,  = y y 3 at  3 , on  aura  cette 

autre  égalité  * = ---  ' ° 3 x 3 , c’cft-à-dire, 

z ===  U mu^*pl‘anc  en  croix  pour  ôter  l’entier 

de  la  fra&ion,  & ôtant  des  numérateurs  16  autant  qu’il 

eft  poflible,  c’cft-à-dire  trois  fois,  à caufe  de 3 x, 

car  3 x 16  = 78  x 78. 

Le  Problème  eft  donc  réduit  à fa  dernière  & plus  fîm- 
plc  expreflïon  d'égalité  , par  conféqucnt  il  eft  indéfini- 
ment réfolu , car  quelque  nombre  que  je  prenne  pour  .v, 
les  valeurs  de  y Se  de  z.  font  trouvées  ; mais  il  s’agit  de 
trouver  des  nombres  enticrs.il  faut  donc  que/  étant  égal 

à -9  & sj  étant  égal  à'-7 il  faut  dis-je  que* 

foit  tel  que  fon  produit  par  19  augmenté  de  18  , & de 
plus  fon  produit  par  17  augmenté  de  n , foient  divi- 
libles  par  z6. 

Or  voici  la  penfée  qui  me  vint  là-deftus  , fi  19  *• 
-f-  18,  &:  17*-+-  iz  font  divifibles  par  16,  il  eft  évi- 
dent que  leur  différence  l’cft  aufli , c’cft-à-dirc  que  z * 
-f-  6 eft  aufti  divifiblc  par  z6  ; donc  fon  multiple  fera  auffi 
divifiblcpar  16,  c’cft-à-dirc,  confidérant  dans  17*  com- 
bien de  fois  il  y a z x,  je  l’y  trouve  8 fois , ainfi  je  mul- 
tiplie z at  — 4—  6x8  , il  eft  évident  que  16  x -4-  4$ 
fera  auflï  divifiblc  par  z6,  & pour  abréger  j’ôte  de  l’ab- 
folu  48  le  nombre  z6  autant  de  fois  qu’il  eft  poflible,  c'eft- 
à-dire  ici  une  fois  feulement,  & il  merefte  16 x -+-  zz, 

Analyfe.  Xxx 


Digitized  by  Google 


y8 6 Analyse  generale, 

qui  eft  divifible  par  z6 , or  17  x -t-  neft  auffi  divifible 

par  z6  , donc  leur  différence  x 10  l’eft  auffi  , donc  le 

double  de  cecre  différence  z x 10  eft  auffi  vilible  par 

z6 , Sc  ce  double  1 x zo , crant  ôté  de  z x -+-  6 , il 

refte  16. 


de  19  x-f-  18 
ôtant  17  x-f-  12 


16  x-f-  zz 
— iyx-h  1 z 

dift.  x — 10 
x z . . z x — 20 

— z 6 
refte  zx  — 20 


2 x-f-  6 refte  ou  différence  ite. 
x 8 

i6x-f-48  Multiple. 

— 2 6 

reft.  1 6 x -f-  22  dont  ôtant  2 6 

x — 10  refte  différence  i*c. 
zx — 20  Multiple. 


2<S 


Or  d’autant  que  le  nombre  abfolu  étant  16  , il  eft 
effectivement  divifible  par  26, je  conclus  que  le  Problème 
peut  fc  réfoudre  en  nombres  entiers  , & qu'il  ne  refte 
qu’à  rendre  x 10  divifible  par  2 6. 

Je  fuppofe  x 10  , égal  à zéro  qui  eft  la  moin- 
dre valeur  poffiblc  , * '°  ==  o , ce  qui  donne 

x = 10  qui  fatisfait. 

Ainfi  fubftituanr  cette  valeur  dans  les  égalitez  ci-def- 
fus , on  aura  pour  les  trois  nombres  cherchez  y x = yo. 
6y  = 48 , 7 z,  ==  49  , qui  font  les  plus  petits  qui  foient 
poffiblcs , & c’cft  la  folution  la  plus  élégante  qu’on  puifTe 
délirer  ; ceux  de  Diophante  font  ^ 


= ^±l8  = i£!=8.donc^=48. 

x6  1*  y t 

17  * ■+  it  I70-4-I»-  iti  , 

— = 7.  donc  7 z.  = 49. 

n i * n ' ' 


donc  y x=  yo. 

Si  on  veut  avoir  tous  les  nombres  à l’infini  qui  fatis- 
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font  aux  conditions  du  Problème , il  n’y  a qu’à  donner  à 
x les  valeurs  fuivantes. 
x = 10. 

x = 1 o -H  16  qui  eft  le  divifeur  ; ce  qui  donne 
pour  les  trois  nombres  cherchez  180.  161.  168. 

x I o —J—  i x 16 

X - ■ ■■  I O — f—  j x 1 6 

&c.  qui  font  tous  primitifs  ; mais  leurs  multi- 
ples ne  fatisfont  pas  généralement. 

Or , il  eft  évident  que  tous  les  Problèmes  indéterminez 
peuvent  fc  réduire  aune  formule  femblable  , & parcon- 
féquentils  peuvent  être  réfolus  de  la  même  manière  en 
nombres  entiers , en  obfervant  ce  qui  eft  dit  ci-aprcs. 

Voilà  l’occafion  de  la  première  découverte  , je  l’ai 
mieux  digerée  dans  la  fuite,  SC  je  l’ai  poufféc  à l’infini  avec 
un  progrès  qui  m’a  étonné.  En  voici  le  détail  en  com- 
mençant par  les  Problèmes  les  plus  fimples. 


SECTION  PREMIERE. 

Propofition  première. 

R éfoudre  en  nombres  entiers  un  Problème  indéter- 
miné où  il  y a deux  grandeurs  inconnues , dont 
l'égalité  finale  ne  paft'e  pas  le  premier  degré , fg) 
où  une  inconnue  ri  eft  pas  multipliée  par  l'autre. 

( On  fuppofe  toujours  qu'il  y a une  fraction  dans 
l égalité  finale  , autrement  il  ny  auroit  point  de 
difficulté  3 & partant  on  n auroit  pas  befoin  de 
régie.  ) 

TOus  ces  Problèmes  peuvent  aifément  fc  réduire  à 
l’une  des  quatre  formules  fuivantes. 

xxx  ij 
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•y 1 


q — — a 


i°.  La  première  formule  cft  aifée , il  n’y  a qu’à  fuppofer 
y = a,  te.x=p. 

Je  fuppofe  a tep  réduits  à leurs  moindres  termes  fi  l’on 
veut  avoir  les  plus  petits  nombres  qu’il  foit  poffible  ; ainfi 


on  aura  * =»—  ce  qui  donne  a = a.  Tous  les  multiples 

fatisfont  &c  font  les  fculs  qui  puiflentfatisfairejCC  qui  don- 
une  folution  pleine  te  entière , x te  y étant  comme  a les 
plus  petits  de  leur  raifon  par  là  . . du  7 d’Euclide,  toutes 
les  valeurs  de  x te  de  y font  multiples  de  la  ire.  valeur. 

z°.  Pour  la  fécondé  formule  / = — 

Freparatitn.  Il  faut  d’abord  réduire  a.  -+-  q à leurs 
moindres  termes.  Enfuite  ôter  de  a ou  de  q tout  ce  qui 
cft  égal  ou  multiple  de^p  ; je  fuppofe  toujours  dans  cette 
préparation  a te  q plus  petits  que  p , te  la  raifon  de  cette 
préparation  eft  évidente  ; car  il  eft  certain  que  p fe  me- 
furc  lui-même  te  fes  multiples  , te  par  conféquent  s’il  eft 
poffible  qu’il  mefure  le  tout  propofé  , il  mefurera  la  dif- 
férence. 

Ainfi  ôtez  a de  p autant  de  fois  qu’il  eft  poffible , pré- 
eifément , te  s’il  refte  quelque  chofe , foit  ce  refte  nommé 
r , ôtez  r autant  de  fois  qu’il  cft  poffible  dc4,&  s’il  refte 
quelque  chofe,  foit  nommé  ce  fécond  refte  / ,•  ôtez  t de 
r autant  de  fois  qu’il  cft  pofliblc , te  ainfi  de  fuite  jufques 
à ce  que  vous  ayez  trouvé  un  divifeur  fans  refte , ou  que 
> vous  foyez  parvenu  à l’unité. 

Faites  les  memes  divifions  fur  q te  furp , que  vous  avez 
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fait  fur  a 8c  p , en  gardant  les  lignes  -+-  8c , 8c  fi  vous 

• parvenez  à l’unité  , ce  qui  arrivera  toujours  lorfque  a 8c  p 

feront  premiers  entr’eux  , fi  l’abfolu  reliant  eft s , donc 

x = s : mais  fi  l’abfolu  reliant  eft  -f-  / , donc  .y  =^>  — s t 
8c  toutes  les  valeurs  à l’infini  font  dans  le  premier  cas. 

J P~s 

p -f-  s i p — t 

2 p -A-  s 3 p — s 

i P ~+~  s 4 P~s 

A P s SP~S 

8cc.  8cc. 

3°.  Dans  le  fécond  cas , que  fi  l’on  trouve  un  divifeur 
fans  relie  avant  l’unité , multipliez  l’abfolu  s par  l’expofant 
de  ce  divifeur  fans  relie  -,  ajoutcz-le  s’il  cil  plus  petit  au 
dividende  prochainement  plus  grand,  8c  faifant  l’addition 
ou  la  fouftraélion  du  produit , l’inconnuë  fe  détruira,  8c 
fi  l'abfolu  reliant  n’ell  pas  divifiblc  par  p , le  Problème  eft 
abfolument  infoluble  en  nombres  entiers. 

Que  s’il  ell  divifiblc  , divifez  l’abfolu  précèdent  par  le 
nombre  des  racines  du  dernier  divifeur  fans  relie  , & le 
quotient  fera  la  valeur  de  la  racine  s’il  eft  - — , ou  fa  dif- 
férence au  dénominateur  s’il  eft  -t-. 

Que  fi  l’abfolu  n’eft  pas  divifible  fans  relie , par  le  nom- 
bre des  racines  dudivilcur  fans  relie,  le  Problème  eft  in- 
foluble. 

Et  fi  on  a foin  de  rejetter  tous  les  excès  dans  l’opération , 
le  nombre  reliant  fera  le  dénominateur  même. 

4°.  Toutes  les  fois  que  a &c  p font  nombres  entiers,  le 
Problème  eft  folublc  8c  infiniment  folublc , parce  que  par 
la  fouftraûion  continuelle , on  arrive  à l’unité,  & toutes 
les  fois  que  a 8c p ne  peuvent  pas  être  réduits  à moindres 
termes  avec  a , enforte  que  a 8c p foient  premiers , ou  plus 
Amplement  fi  les  trois  <f , p , ej , étant  premiers  cncr’cux 
a 8c p font  compofez , le  Problème  eft  impolfiblc.  Ce  qui 
eft  un  des  plus  bcaux«Thcorcmes  qui  puilfent  être  trouvez 
en  ce  genre.  xxx  iij 
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EXEMPLE  I. 

Trouver  deux  nombre  J entiers  tels  que  le  premier  étant 
multiplié  par  7 , fait  égal  au  fécond  multiplié  par  1 3 , 
dr  encore  plus  20. 

Soit  le  premier  ==  x , le  fécond  =y.  Donc  7 x = 1 3/ 

-f-  20.  Doncx  = ür~(~10  le  Problème  eft  indétermi- 

7 

ne  & réduit  aux  termes  de  la  propofition. 

Mais  d’autant  que  1 3 & 20  font  plus  grands  que  7 , je  l’ôte 
de  l’un  fie  de  l’autre  autant  de  fois  qu’il  efl  poflible,&:  il  me 

refte  à rendre  en  nombres  entiers  , je  pofe  — 6 y 

7 y 7 

6y  -hé  > doncj'  =a  6,&C  par  rnnfrqnpnr  = -Ü1L  10 

relie  y — 6 7 

= y-=  14  qui  fatisfont. 

J’aurois  pû  trouver  premièrement  x par  la  même  éga- 
lité , yx  = 137  -f-  io,  Donc  13  7 =7.* 20,  & 

y = , & ajoutant  13a  l'abfolu 10 , il  fuffic 

de  rendre  en  nombres  entiers 
13X 

je  pofe  — 7 x — 7 
relie  6x-+-y 

x 1 4 , & par  la  réglé  x = 14. 

Pour  trouver  tous  les  autres  nombres  qui  donnent  toutes 
les  lolutions  polübles  à l’infini , il  n’y  a qu’à  ajouter  7 -+-  6. 
pour  la  valeur  de  x continuellement , & 13  -4-  14  pour  la 
valeur  dey. 

Ainfi  les  valeur  de  x feront 

* y 

6 ■ - 6 ... . 14 

6-t~y=  13. ...27  • 
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134-7 

= 10 . . . 

.40 

10-4-7 

= 17.. 

••fJ 

17-4-7 

= 34.. 

..66 

&c. 

&c. 

icc. 

E X 

E M P L E 

I I. 

Pour  le 

premier  cas 

ci-defïus, 

Trouver  deux  nombres  tels  , que  fi  le  premier  donne  au 
fécond  fa  cinquième  partie  -4-  7,  & le  fécond  donne  au 
premier fa fixiéme  partie  -+*  I } , les  deux  nombres  re- 
fait ans  foient  égaux . 

Soient  d’abord  ces  deux  nombres  xScy.  Donc  ôtant 
la  cinquième  partie  du  premier  x -+-  7 , il  refte  f x — 7 , 
auquel  ajoutant  la  fixiéme  partie  du  fécond  y -+-13  , 
c’eft-à-dire  77  —H  13.  Le  premier  réfultant  eft 

f x —7  *+“*/'+■  x3- 
c’cft-à-dirc , f x -+-  \y  -4-  6. 

De  même  ôtant  du  fécond^  fa  fixicme  partie  -4-  1 3 , 

il  refte  \y 1 3 , auquel  ajoutant  j x H-  7.  Le  fécond 

réfultant  \y  -4- - \ x 6 =>  y x -f-  \y  -+-  6 , qui  eft 

le  premier  réfultant. 

Et  multipliant  tout  par  30  pour  ôter  les  fractions  i & 
| , j’ai  cette  égalité  1 37  -4-  6 x - — 1 80  = 14  x -4-  37 
-4-  180  , laquelle  étant  ordonnée  donne  10 7=  360 
-4-  i8x,  &7==  18  -4- 

Et  d’autant  que  18  eft  un  nombre  entier  , il  fuflfit  de 
rendre  en  nombres  entiers  ~ , ce  qui  fe  fait  par  le  pre- 
mier cas , en  fuppofant  x = 10.  ce  qui  donne7  = 17 , 
& le  réf  ultant  eft  1 8 

x=  10  ..  7=  17 
x = 10 . . 7 = 3 6 
x=  30. . 7=  4î 
x=  40..  7 = 34 
x=  30..  7=  63 
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x = 60  . . y = 72 
x = 70  ..  y = 81  Soit  x = 10 
x = 80..  7 = 90  20^  = 360  -4-  18 x 

x = 90  ..  y = 99  donne  107  = 360  -+-  180 
x = 100  . .7=  108  = 340 

x = 1 10 . .y  = 1 17  je  divife  340  par  20  le  quo- 
x=  120../=  126  tient  eft  27  =7. 

X=I3  o..jr=  133 

x = 140  . .y  ==  144  » 

x = 1 30 . ,y=z  1 33  Et  ainfide  fuite  à l’infini, 
x=  160  . .y  = i6z  où  l’on  trouve  que  dans  le 
x = 170 . .y  ==  17 1 dix-huitiéme  rang  les  deux 
x=s  1 80  . ,y=.  180  nombres  font  égaux;  &:  en 
Dans  ce  18e.  rang  les.dcux  effet  , fi  de  180  l’on  ôte  la 
nombres  font  égaux.  cinquième  partie  3 6 , plus  7 

qui  font  43,  & qu’on  y ajou- 
te la  fixiéme  partie  qui  cft  30,  plus  13  qui  font  aulfi  43 , il 
cft  évident  que  le  Problème  cft  refolu. 

On  auroit  pû  éviter  les  fractions  , en  mettant  pour  le 
premier  3 x,  & pour  le  fécond  6 y , & on  auroit  trouvé 
ao  & 3 6 -,  fçavoir,  4 pour  x,  & 6 pour  y , furquoiil  faut 
remarquer  que  10  & 27  font  bien  les  plus  petits  nombres 
qui  fatisfont  en  nombres  entiers  i mais  que  toutes  les  opé- 
rations du  Problème  ne  font  pas  néceiïairemcnr  en  nom- 
bres entiers  , comme  dans  ce  cas  les  rcfultans  font  18  i , 
au  lieu  qu’en  évitant  les  fraûions  dans  l’opération  , on 
évite  aulfi  toute  fraftion  dans  la  réfolution , non  feule- 
ment à l egard  des  nombres  cherchez  &c  principaux , mais 
auffi  à l’égard  des  nombres  intervenans  ; car  ce  font  deux 
fens  différens  qu’il  faut  bien  remarquer  , l’un  demande 
feulement  que  les  nombres  propofez  foient  entiers , & 
l’autre  demande  que  non  feulement  les  nombres  propofez, 
mais  auffi  les  nombres  réfultans  foient  entiers. 


EXEMPLE 
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Trouver  deux  nombrestels  que  le  premier  donnant  au  fécond 
fa  cinquième  partie  , dr  le  [eeond  donnant  au  premier  fa 
fxiéme  partie  les  deux  réfultans  foient  égaux. 

Ces  deux  nombres  foient  x &cy , ou  y x 5c  6 y. 

Donc  ip  —J—  \y  = ^y  —H  } x.  Et  multipliant  tout  pat 
30  pour  ôter  les  fractions , on  aura  24  x y^  = 2y/ 
6 x , &c  20  y = 1 8 x ce  qui  donne^  =.  Donc 
x=io,  &cy  = $.  C’cft  la  folution  en  plus  petits  nom- 
bres, mais  elle  donne  des  fractions. 

Mais  fi  l’on  prend  y x & 6 y , on  aura  cette  égalité  4X 
H-  y = y y -+-  x.  Par  confisquent  4 y s=  jx,  donc 
y =='-?  > cc  qui  donnex  = 4,  &cy  = 3 ; alors  les  nom- 
bres cherchez  font  20  ==  3x4  = y x 3x6  = 3 x 
==  1 8 qui  fatisfont  pleinement  & tous  leurs  multiples. 

EXEMPLE  IV. 

Pour  le  troifiéme  cas. 

Suivant  la  Formule  y = — - — ■ la  même  préparation , la 
même  résolution  dr  le  même  Théorème  ont  lieu  comme 
dans  le  premier  cas. 

Remarquez,  qu'on  peut  toujours  transformer  ce  troi- 
ficme  cas  dans  le  premier  , en  ajoutant  au  numérateur 

-q-  p ; ainfi  — fe  change  dans  le  premier  cas  pofitif 

- - — -où  p — q eft  toujours  pofitif,  parce  que  par  la 

préparation q eft:  fuppofé  plus  petit  que  p. 

Or  il  eft  aifé  de  choifir  entre  les  infinitez  de  valeurs  de 
x que  la  régie  donne  par  fimple  addition  , une  de  fes  va- 
leurs telle  qu’on  en  puifte  ôter  q tel  qu’il  eft , même  avant 
la  préparation , fuppofé  que  p foie  plus  grand  que  q. 
Analyfe.  yyy 
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Par  exemple.  Soit  l'égalité  propofec^  = 

la  préparation  me  donne  i x= 

„ , . il*. 

Opération 


fox  — ytfo 


•J 


«i 


& *■ 


a*-+-  i 
102,-4-  y 

* — 6 

Or , je  ne  puis  pas  prendre  a ■=>  6 pour  x , à caufe  que 
divifant  y6o  par  yo  , la  valeur  de  x eft  plus  grande  1 1 
c’eft  pourquoi  l’ajoute  13*6,  qui  me  donne  19  pour  fé- 
conde valeur  qui  cft  la  première  en  cas  de  .v  qui  fatisfair. 

Car  jo  x 19 j 60  = 9 jo j 60=  390  qui  eft 

divifible  par  1 3 , dont  le  quotient  eft  30  valeur  dc_y. 


Exemples  des  Problèmes  impojjibles  dans  le  fécond  cas. 


S V ’T 

Premier  Exemple.  Soit  légalité  y = — — — . 

üémonjlration.  Si  8 y —H  7 cft  divifible  par  1 o , d’au- 
tant que  10  l’eft  aufli.leur  différence  iy 7 le  fera  aufiî, 

ce  qui  eft  évident.  Par  conféquent  fon  quadruple  8 y 
28. 

Or  8 y -1-  7 par  l’hypotéfe  eft  divifible  par  10.  donc 
leur  différence  3 j cft  auffi  divifible  par  10,  ce  qui  cft  ab- 
furde. 


Ie.  Exemple,  x = 

„ de  n» 

Operation.  A _ 

‘ otez  87 


8 y *4-p 


différ.  47 9 

multiple.  8 y — 18,  ou  8 y 6,  ce  qu’il  faut 

g y f remarquer 

1 y qui  n'eft  pas  divifible  par  1 1. 
Remarque.  On  peut  &:  on  doit  toujours , pour  abréger , 


/ 
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fur-tout  dans  les  grands  nombres , diminuer  tous  les  nom- 
bres qui  furpaflent  le  dénominateur,  ainfi  on  doit  mettre 
ijr 6 au  lieu  de  87  — * 1 S. 

3 e Exemple.  x = — 4Q  i~. 

40  y 

Opération.  1 17  -I-  3 y 

3 67  -4-  1 o y , ou  -4-  z y 

4/ M* 

1 1 J H 

70  qui  n’eft  pas  divifiblc  par  40.  Ainfi  le 
Problème  eft  impollible. 

SECTION  SECONDE. 

Des  Problèmes  plus  qu indéterminé^. 

SI  le  Problème  eft  plus  qu’indéterminé  ; c’cft  à-dirc, 
s’il  y a plus  d’une  inconnue  outre  le  nombre  des 
égalirez,  alors  le  Problème  qui  étant  fimplcmcnt  déter- 
miné feroit  infolublc , pourra  avoir  une  , ou  pluficurs  fo- 
lutions. 

Par  Exemple.  Soit  l'égalité  ^ ==  il  y a trois 

inconnues  dans  une  feule  égalité,  qui  eft  par  conféquent 
plus  qu’indéterminé  , pour  avoir  toutes  les  folutions  pof- 
liblcs , ayant  réduit  a pz  leur  moindre  dénomination, 
( & s’ils  font  premiers  entre  eux  , il  n’y  a qu’à  prendre 
pour  z.  tel  nombre  qu’on  voudra  ) mais  s’ils  font  com- 
pofez  , on  peut  prendre  tous  les  nombres  multiples  de 
leur  commune  mefure. 

„•  r , c •_  o '»*-+ •*  „ *?*-+•*  * 

Ainfi , par  exemple.  Soit,  1 -y= — - — , i°. — > 

d’autant  que  1 3 & 13  font  des  nombres  premiers,  on  peut 
prendre  pour  z,  tel  nombre  qu’on  voudra , par  exemple, 
1.  1.  3.  &cc.  yyyi] 
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en  prenant  & = 
on  aura  x — 
x = 

. x = 

X = 

X 


I . . . Z=s  2 . 
y ...  X=a  14  . 

30.. .  X = 37. 
j3  .. . x=  60. 

76 .. .  X = 8j 

99 

X <=  I 2 2 ...  X = I IJ» 

&c.  &c. 


•*=  3 *■)* 

. X — II  I3A--+- 

. x = 44diff.  1 o.v — 
. x = 67 


=5  qo...x=io6  &CC. 


3 -v' 
9 x- 


011  aura 
23  x 

13X-H  2 

I O A- 2 

3 ■*■-+-  4 

9X 


x—  7 


23  X 
13  x- 


5 


1 2 


lox — 3 
3 A'-t-  6 
9 X-+-18 


-14 


d’où  il  cft  évident  félon  les  différentes  valeurs  de  z , 
qu’on  peut  prendre  pour  x tous  les  multiples  de  7 ; fça- 
voir  14,  21,28,33  > &c.  & tous  *es  compofez  de  ces 
multiples  -f-  23,  ainfi  la  ptogreflion  feroit  7.  14.  21. 
28.  33.  42.  49.  3$.  6 3.  &c. 

30.  37.  44  3 1.  38.  63.  Scc. 

Mais  foit  fuppofé  =7  » d'autant  que  34  & 

j 1 font  des  nombres  compofez  , toutes  les  valeurs  de  z. 
ne  peuvent  pas  être  prifes  à difcrction , mais  feulement 
la  commune  mcfurc  de  34  5c  31.  & fes  multiples. 

C’cft-à-dirc  que  la  moindre  valeur  de  2.  cft  17  , puis 
34  , 3 1 , 68.  &c.  ce  que  je  prouve  par  l’opération  même. 


Soit ; 
3 * 

2 x 


J* 


par  réduction  ■ 
&:  x = 1 
a-  = 2 


— x = 3 & à tous  les  nombres  à 

x 1 l'infini 

mais  les  valeurs  de  z corrcfpondantes  font  17.  34.  31. 
68.  &c. 
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mais  pofons  1±L ±J1.  roPération 
y i donne 


qui  n’eft  pas  3 

divifible  par  y i. 

Or  il  cft  aifé  de  démontrer  , que  quelque  nombre  que 
je  mette  au-deftous  de  17  , d’autant  que  le  dernier  abfolu 
rélultantcft  triple  du  fuppofe  , le  triple  d’aucun  nombre 
au-dcftbus  de  17  n’eft  divifible  par  yt , puifque  y 1 cft  le 
triple  de  17,  &c  c’eft  de  là  que  je  tire  la  démonftration 
du  Théorème  ci-dcflus. 

Mais  foit— iti-L  j’opère  delïus  tout  de  même  & les 

valeurs  de  «.font  1.  a.  3.  4.  y.  &c.  celles  de  x font  10. 
2,0.  30.  Scc.  &:  ccllcsdc^  font  6.  11.  18.  14.  &c. 

1}  x 

1 3 x -4-  8 a 

10  x 8 2, 


5*7 

yl  * 

34  x -4-  10 

17* 1 o 

34x 2-0 


3 * 
9 x 


1 6 z. 
48  z. 


X • 
X ■ 


y 6 z, 
•102, 


Soit  enfin 


!4  x -4-8  x. 


je  cherche  la  plus  grande  com- 


mune mefure  de  34  & de  y 1 , qui  eft  17 , & je  cherche  à 
8 & 17  le  plus  petit produic  divifible,  & d’autant  qu’ils 
font  premiers  , je  prends  2,  = 17,  &r  8 2,  =====  8 x 17  , 

- , , *-4-8  X 17  1 *•+■  8 

ainfila  plus  petite  égalité  eft — ou — - — , donc 

la  valeur  de  x cft  8.  16.  24.  &c. 


y) y **j 
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Quatrième  cas  four  la  formule  y ==  — y*- 

II  n’y  a jamais  qu’un  certain  nombre  de  folutions  dans 
ce  quatrième  cas , au  lieu  que  les  trois  autres  en  ont  une 

infinité.  Soit  l'égalité^  = — . i°.  on  peut  le  ré- 

duire au  fécond  cas  , ajoutant  -+-  13  x au  numérateur, 
ce  qui  donne  6x.  . enfuite  ôtant  1 3 de  zoo  autant 

de  fois  qu’il  eft  poflible , il  refte  . 

Or  divifant  d’abord  zoo  par  7 x on  trouve  que  la  va- 
leur de  x eft  au-deffous  de  19  , & en  ré-  1 J x 

foudant  l’égalité  ~ - — , on  trouve  pour  6 x H-  5 

la  plus  petite  valeur  de  x , 10  qui  fatisfair,  1 ~ * 1 °_ 

car  zoo 7 x 10=1 30  qui  eft  diviliblc  x 10 

par  13.  — — 

Les  autres  valeurs  de  x font  Z3.  3 6.  49.  &c.  mais  d’au- 
tant qu’elles  font  plus  grandes  que  19  , terme  de  la  va- 
leur , au-dcfTus  de  laquelle  x ne  peut  pas  aller  , elles  font 
inutiles. 

Autre  Exemple.  Soit  y ==  7!  4l  Je  divife  d’a- 
bord Z873  par  Z3  pour  avoir  la  limite  au-deftous , & je 
trouve  1 zj. 

Enfuite  j’ajoute  41  x à Z3  x , & il  me  refte  -4-  iSx, 

je  divife  Z873  par  41  , & il  me  refte  3. 

Ainfi  j’ai  l’égalité  transformée  "t~  , j’opère  ainfî, 
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41  x 
18  x 


3 6 x 


y x 6 

1 y * 1 8 


3 * 
z x 


ZI 

z7 


x -+-  48 

réduira  x -+-  7 ou  x 34. 

Cette  operation  me  donne  x=  34  qui  fatisfait  , j’y 

ajoute  41  qui  donne  une  fécondé  valeur  de  x j y j 

&:  une  troifiémex  = 1 16, qui  fatisfont  toutes  trois , les 
autres  valeurs  ne  fatisfont  pas  , parce  qu’elles  furpaiïcnc 
1 zy. 


SECTION  TROISI  E’M  E. 

Des  doubles  égulitex, . t/#  premier  degré. 

LEs  doubles  égalitez  fe  peuvent  toutes  réduire  à l’une 
des  deux  formules  fuivantes  , après  avoir  réduit  à 
même  dénomination  pour  connoître  G le  Problème  cft 
impoffiblc,  pour  ne  pas  calculer  inutilement,  il  faut  ré- 
duire les  trois  grandeurs  a , b ,p,  à leurs  moindres  termes 
& fi  les  deux  grandeurs  q & d ne  font  pas  divifibles  par 
leur  plus  grande  commune  mcfurc , le  Problème  eft  im- 
poflible. 

Z+.  a x -H  q 

Formules  y = 

J f 

-+■  b x -+■  d 


Si  le  Problème  cft  fimplcment  indéterminé  ,•  c’cft  à- 
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dire  qu’il  y ait  trois  inconnues  &;  deux  égalitez  du  pre- 
mier degré  , on  pourra  toujours  après  les  fubftitutions 
faites,  les  réduire  aux  formules  ci-deffus  , & fi  les  dé- 
nominateurs font  différons,  il  n’y  a qu’à  les  multiplier 
en  croix,  & réduire  à moindres  termes  par  rapport  au 
dénominateur  commun, comme  dans  l’exemple  ci  def- 

lus , y = — ~ — &c  z,  = , apres  quoi  il  rauc 

fouftrairc  continuellement  les  numérateurs  l’un  de  l’autre, 
ou  divifer  quand  il  cil  beloin  , jufqu’à  ce  que  vous  foyez 
parvenu  à l’unité  , ou  à un  divifeur  commun  , que 
l’inconnue  foit  évanouie. 

Divifcz  enfuite  cet  abfolu  par  le  dénominateur  , fe 
s’il  ne  le  divife  pas  fans  relie,  le  Problème  ell  infolublc 
en  nombres  entiers, que  s’il  ell divilible , le  nombre  ab- 
folu accompagnant  l’inconnuë  à l’unité  , fera  la  valeur 

cherchée  s’il  cft ou  fa  différence  au  dénominateur 

s il  cil  (—  « 

Exemple  Ier.  Soit  le  Problème  ci-deffus^  = 


z,  = ’8  &c.  on  les  réfoudra  comme  ci-dcffus. 

Exemple  zd.  Soit  la  double  égalité. 

73507— H7r  „ ...  ,73507  „ 

— i4}  -y  < Î38  car  IJ7  < y J ». 

8x3x7 — 1877x6  „ 18771  T « 

= . y > 12.  car  > 1 a.  Je  rends 


tout  politif,  ajoutant  à la  première  fraûion  143  y ce  qui 
la  transforme  en  Z112ZEÏi£l  , enfuite  ajoutant  à la  deu- 


xième un  nombre  multiple  de  1 3 1 prochainement  plus 
grand  que  1877x6,  ccquife  trouve  en  divifant  187716, 
par  1 5 1 , où  fans  avoir  égard  au  quotient,  je  vois  qu’il 
relie  3 3 ; c’ell  pourquoi  je  transforme  la  deuxième  éga- 
lité en  celle-ci  *l>,y  ■ , j’ôte  enfuite  de  73307  au- 


tanc 


1 
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6or 


tant  de  fois  143  , qu’il  eft  pofliblc , il  me  reftc  — ^ — 
Sc  faifant  la  même  chofe  fur  — * * Par  l5l  » j’ai  la 


deuxieme  transformée 


78.r-4-  33 


a*Ty  r 1 T / y 

Enfin  je  réduis  à meme  dénomination — ~ , te 

7*7-4- 3 î • , 7057  -f-90<Î7  r 1 1 iy4 r -+ 4719 

— — » cc  vir  mc  donnc  ..w  . > & ; 7^ 

pour  dernière  préparation,  après  quoi  je  fais  l’opération 


mur 

9 °6y 


+-  4719 
4-  7096 
x 11 


dont  j’ôte 
il  refte  64779 

12,2,0. 

-+•  Î9J9 
x 3 

9067-+-  42T9 
846 7 -4-  17817 

607 — 1 3098 
2407—  £1391 


10871 7 -f~  70960-4- 
-+-  14191 

= *ÎIÏ? 1 

autant  de  fois  qu’il  eft  poflible , te  ici 

il  reftc  donc  10373 , dont  la  différence 
à 11593  m°* 

ainfide  1 ii£47  -+-  4719 
j’ôte  108717 iiîo 

il  refte  1817-4-  5939. 

IZ?LZ 

4211 

13098 


417 

Remarquez , qu’on  peut  aifement  comme  ei-defïds  ré- 
duire tous  les  cas  à un  fcul , en  ajoutant  comme  il  eft 
expliqué  le  dénominateur  multiplié  par  l’inconnue  au  nu- 
Analyfc.  ru 
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mcrateur , y = * - , & en  divifant  l’abfolu  par  l’in* 

X.  : — b x -f-  A 


f *■ 

connue  , vous  aurez  les  limites  au-deffus  &C  au-delTous 
defquelles  doit  être  la  valeur  dcfirce. 


SECTION  QJJ  ATKIE'ME. 


Des  doubles  égalité^ plus  qu  indéterminées. 


NOus  avons  vu  ci-deflTus  que  pour  les  égalités  fim- 
pies  indéterminées, il  n’y  avoir  qu’une  condition 
qui  les  rendoit  impoffibles  ; mais  pour  les  deux  égalités 
femblablemcnt  indéterminés  , il  y en  a deux  , de  forte 
qu’en  général  il  y a la  moitié  moins  de  Problèmes  fo- 
lubles  en  nombres  entiers  dans  les  doubles  égalitez  que 
dans  les  fimplcs , &:  la  raifon  en  eft  bien  claire , car  il  eft 
deux  fois  plus  difficile  de  fatisfairc  à deux  conditions  que 
de  ne  fatisfairc  qu’à  une  feule. 

Par  exemple,  dans  l’égalité  fimple  x = ^ 

n’y  a qu’à  trouver  7 tel  qu’étant  multiplié  par  19  , & fon 
produit  augmenté  de  18  , la  fomme  foit  divifiblc  par 
16. 


Mais  dans  la  double  égalité  x = 


& fcs=ai U±21. 

il  faut  de  plus  que  le  mêmej'  multiplié  par  17  , &:  fbn 
produit  étant  augmenté  de  11,  la  fomme  foit  encore  di- 
vifiblc par  16. 

Or  de  tous  les  nombres  qui  peuvent  fervir  au  pre- 
mier cas,  &dc  tous  ceux  qui  peuvent  fervir  au  fécond, 
il  n’y  en  a que  quelques-uns  de  communs  à cous  les  deux. 
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&C.  il  peut  arriver  qu’il  n’y  en  ait  point  du  tout  de  com- 
muns. 


Ainfi  cherchant , par  exemple,  x 


18 

16 


z6y 

1 9 y -+*  i° 

i y — 1° 
*4  y — 

i9y  -+- 10 

— & 

1 6 

z6y 

17  y ■+*  7 

17  y -+-  7 

2 6 

713 

2-33 

i6y 

l9y  -f.  jg 

7 y — 18 
14  y — 36 
i;+  1 

2 y 20 

9 y — 7 

îSy 14 

5 y -+-  3° 
ity  -+-  90 

S<o 

y- 1-6 

y 21 

713 

4-  y — 14 

y~>r  1 6=  z6 

7 = 20.  ..y 

= 21 

14 

y=  10 

y = 46... y 

= 47 

689 

y = 7z...y 

= 73 

670 

y=9*--y 

— 99 

43 

Or  il  eft  évident  qu’il  n’y  a aucune  valeur  commune, 
& même  d’autant  que  touces  les  valeurs  fe  font  egale- 
ment par  l’addition , fi  la  première  valeur  ne  fe  trouve 
pas  égale , toutes  les  autres  feront  inégales  ; il  n’eft  donc 
pas  néceflaire  de  faire  aucune  rédu&ion  à même  déno- 
mination , fi  l’on  ne  veut  ; mais  on  peut  {cparément  trou- 
ver les  racines , & fi  leurs  racines  font  les  mêmes , ou 
leur  différence  cft  égale  à celle  des  dénominateurs 
réciproquement , ou  telle  qu’en  ajoutant  un  certain  nom- 
bre de  fois  le  dénominateur  de  l’un  à l’une , & un  autre 
nombre  de  fois  l’autre  dénominateur  à l’autre,  lafomme 
foit  égale  , le  Problème  cft  folublc,  &:  on  trouvera  toutes 
les  valeurs  poftibles  , en  ajoutant  continuellement  à la 
plus  petite  valeur  trouvée , le  plus  petit  nombre  mefuré 
par  les  dénominateurs. 


’jZjZ»  ij 
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47  x *+-  S 6 


6«  4 

Par  Exemple.  Soit  s ===== 


67 


4 1 x 


M3 


' 199 

i°.  Il  faut  réduire  le  dénominateur  à fon  plus  petit 

. 60X-H17  • • r 

nombre  premier , comme  fi  ) avois  — > ) ccrirois  am- 
plement , parce  que  fi  un  nombre  cft  divifible 

par  3 3 y , il  fera  aufli  divifible  par  67. 
î’opére  ainfi.  x = 7i3. 


67  X 

47X-4-  36 

4xx-f-  xy 3 

2- y 

1043 

19987  | 66. 

xox y 6 

Z99- 

40  X I IX 

X99X  -f-  17 

1999 

7X  —H  168 

41X  -4-  zy3 

xix  —3—  504 
xox y 6 

x —H  J 60 
x -f-  14  = 

^7 

X94^-+~  »77i 

30613  | IOZ 

yx 1771 

40  x 14168 

67  XX  — f—  14411 

4X  — f—  18841 

199 

irc.  valeur  de.v==43 
ze.  valeur  X£=ny 

valeurs  de  la  irc.  x. 


x 30613  ==  0 

valeurs  de  la  ze.  x. 


43 = 43 

43  -f-  67=  no 
43  xx  67=144 
43  -+-  3x67  =311 
43  -+-  4x67=378 
43  yx  67  = 443 

«==  5ix 
= 575» 


ny = ”y 

ny  -I-  199  = 414 

Iiy  4-1X199  = 713  râleur 
commu- 
ne qui  fa- 
titfair. 
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Donc  en  multipliant  299  par  2 , & ajoutant  le  produit  à 
ix , on  aura  le  nombre  cherché.  , 

On  auroit  pu  trouver  la  valeur  commune  fans  in- 
duétion  , en  faifant  43  67 x = ny  -+*  i99) 

Donc  x = 

<57 

67 


199  y 


71 


*7 


677 


Pour  avoir  toutes  les  valeurs  pofliblcs. 
713  &7 y £ 7*3  -+*  1 99  *• 


3'y-hf 
<>i  r -H  10 
s y — 10 

30  y — 60 


y -+-  6f  = ra- 

y =x.  leur  com- 
mune. 

D’autant  que  67  & 299  font  premiers  entr’eux  , il  eft 
évident  que  le  plus  petit  nombre  où  ils  peuvent  fe  ren- 
contrer cft  le  produit  de  67  x 299,  augmenté  de  713. 
Ainfi  la  deuxième  valcur^dc  x eft  7 x 3 -+-  67  x 199 
= 20746. 

La  troifiéme  valeur  cft  71 3 -+-  >x  67  x 299  = 40779. 
&c. 

La  quatrième  cft  713  “H  * x 67  x 299  &c.  & ainû  de 
fuite  à l’infini. 


*7 

299 


6 0} 
603. 

1 34 
20033 

71 3 
40066 


870 

T4T 

IOIJ 


Exemple.  Soit  la  double  égalité  plus  que  déter- 
minée. IZ1±*Z  = &c  \H±12  = #. 


19 


222  uj 
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Donc  *—'**  & 122 

}9  *9 

Or  d’autanc  que  3 y &:  29  font  premiers 
entr’eux.  Soic^  = 2 9 la  plus  petite  va- 
leur. Donc  x—.l6±  = o 
*9 


x 16  y 

zx 32 y 

■+■  3 y y 


OU  i±j±y  — w. 

*p 

Et  d’autant  que  y peut  être  29  pour  fa  plus  petite  va- 
leur, & pofant  8 y -t-  17  x 
5J  H-  iyx 

3 y *+-  2 .v 
27  -f-  1 3 x 


7 — 1 1 x 

29- 22  X 

33*  * 

généralement  continuez  la  fouftra&ion  jufqu’à  la  plus 
grande  commune  mefure  trouvée,  & divifez  l’abfolu  par 

cette  commune  mefure , le  quotient  fi  c'eft fera  la  plus 

petite  valeur  polfible  en  nombres  entiers , fi  c’eft  -+-  fa 
différence  au  dénominateur  } mais  fi  la  divifion  ne  peut 
pas  fe  faire  en  entiers  , le  Problème  eft  infoluble. 

Exemple.  Soit  60  * 1 * , on  trouve  12  x 36,divi- 

96 

fant  3 6 par  12,  le  quotient  3 =x. 

Ou  plus  facilement.  Trouvez  féparémentla  valeur  de 
chaque  membre  de  la  double  égalité  &:  formez  enfuite 
une  égalité  Gmple. 

Exemple.  Soit  l’égalité  double  1 y x 1 o = 28 y &C 

1 5 x — 9 = 19  a.  Donc  y = 10  &c  z = 1*  x ~ 9 . 

28  19 

Je  cherche  x par  la  première  égalité  comme  il  fuit,  Sc 
enfuite  par  la  deuxième  égalité. 
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Valeur  de  x 
Par  la  première  égalité. 

28  x 

I y Af 10 

13  a:  -+-  10 

2 x 20  , ou  H-  8 

1 2 a:  -+-  48  , ou  -f-  10 

x 10  = 0 

donc  .v  = 1 o. 

Les  deux  valeurs  de  x 


Par  la  fécondé  égalité 

19* 

IfX 9 

4 *+9 

1 6 x -+-  3 6 , ou  -4“  17 

x -+-7=  19 
donc  a:  = 1 2. 

font  10,  ic  12.  Je  pofe  donc 


10  -+-  28 1 = 12 
28  » 

1 9 u -f-  2 


19  u.  Donc  t = lp  " , 

18 


9 u 2 

18  u 4 

u-i-é=2.S.  Donc  u = 22  , laquelle  valeur 
étant  fubftituce  dans  1’cgalité  12-4-  19*,  on  aura  430 
= x.  Valeur  cherchée  la  plus  petite  qu’il  foit  poflible. 

Pour  avoir  toutes  les  autres  valeurs  , on  n’a  qu’à  ajou- 
ter à 430  le  produit  de  28  x 19 , c’cft  y 32  ; ainü  la  deuxiè- 
me valeur  cft  961.  La  troificmc  1494.  ainfi  à l'infini. 


SECTION  CINQJJIE’ME. 

Des  triples  & quadruples  égalité (gj  autres 
à l'infini. 

i°  Herchcz  féparément  les  valeurs  de  la  première  & 
V > de  la  féconde  , Sc  formez-en  une  égalité  réful- 
tant*r , qui  donnera  les  valeurs  communes , s’il  cft  poftîblc 
pour  les  deux  cgalitcz  comme  ci-dcftus. 


<So8  Analyse  cenerale, 

i°.  Cherchez  enfuire  la  valeur  de  la  troifiéme  égalité 
& formez-en  une  quatrième  avec  l'égalité  réfultantc,  SC 
elle  donnera  toutes  les  valeurs  poflibles  qui  fatisferont 
aux  trois  cgalitcz  propofées , ainli  de  fuite  s’il  y a quatre , 
cinq  , Sec.  ou  plufieurs  égalitcz. 

Remarquez,  que  lorfque  toutes  les  égalitez  ou  plufieurs, 
ont  chacune  le  même  dénominateur, le  Problème  eft  beau- 
coup plus  aifé,  Se  qu’on  en  découvre  plus  facilement 
l'impolfibilité. 

SECTION  SIXIEME 

Des  égalité^  où  F inconnue  eft  dans  le  dénominateur. 

# r * 74 . 

Exemple.  boit^=  — _^i8  , donc  z a < ijj, 

Si^  = i . . . / 1 1 a=  x 17 
ll04  ==  99 

Si/ = 2, 474=  yy ...  î6a  = j7  impolïible. 

Si/  ==  3 19  a=  8 r . . . 38  a = 7 j 

Donc  1 j o j eft  divifible  par  9 a 1 8 . 

1 H-  92  = 1 J3 18*. 

17  z,  ==  1 y 1 I 8. 

Donc  9 42  = 1503  — f—  182. 

C’eft-à  dirc  qu’ajoutant  à 1303  un  multiple  de  18  , la 
fomme  doit  être  divifible  par  9. 

Or  ici , d’autant  que  1 8 fe  trouve  divifible  lui-même , 
il  faut  que  1303  le  foit  par  lui-même. 

Donc  4 = 1 69. 

Preuve,  7 a = 1183 
-4-  ....  1 y 3 

= *33* 

94  =====  iyzr 
18 

= 1 joj  xx  -f- 
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Livre  t 
= y cft  impoffible , 


ROisie’me. 

parce  que  quelque  nombre 


que  je  prenne  pour  y , y y fera  terminé  par  y ou  par  o : fi 
c cft  par  y, donc  xx  -t-  1 = 4,  cft  un  nombre  terminé  par 
y.  Doncôcant  z de  part  & d'autre**  = 4 , fera  un  nom- 
bre terminé  par  j , ce  qui  cft  impoffible.  Si  y y eft  terminé 
par  o,  de  meme  xx  = a fera  un  nombre  terminé  par  8,ce 


qui  cft  aufti  impoffible.  De  meme  ifdli  = y , car  il 

s y * 

refte  z ou  7. 

Or  9 a -f-  iS  cft  divifiblc  & fon  multiple  auffi  par 

1 *4  ; fçavoir , 11164  -f-  zz  3 z = LILLf.  à peu  près  ou 

9 

plus  grand.  Donc  4 a -4-  113 1 & fon  multiple  par  Liii 


■ zj  8= 


1111  a 


7 --4-*84 

Soie  7^-  =7. 
Si  7 = 1.  Donc  za-. 


: 184 8 

I38. 


Soit  Zï±w. 

9 * —t-  8 

Donc  par  transformation 
Donc  172,=  $99 

8pg|f*  = z. 

'7 

9 <*7 -3- 87  £=74-3- 90, 


pop—  iy 


P01_— 8z 
* 


9J  — 7 

transformée 


de 


7^-f.pOy 

p<i-3-8 


2. 4 H*  5>z.==909— -8*  — 8. 

Si  7 = 1. 

z a = 909  — 8 
Siy  — 1 

za-b9  4t=  909 — 16 

Si  7 = 3 


Z4-+- 18  4=3  909  — 14 

Si^=  8,  &2,  = 7 

a 4-3-  63  4 1=  909 — 64 

OU907 — y 6 — 8. 
6y  4=  84y 
« = 13. 


Analy/i. 


aaaa 


£lO  AnUTSI  GENERALE, 

g°*  "^-7-  tranforméc  de  8 xy  -+-  S y = 3 *-37 

9 *>  wmV  * 

J O , *M7 

donc  8 x -H  j <=  ~ • 

Il  faut  prendre  garde  exactement , que  les  multiples 
peuvent  être  divifiblcs  fans  que  le  fimple  le  foit. 

REMARQUE  GE'NE'RALE, 


Sur  les  Problèmes  fl  us  que  déterminez,. 

Les  Problèmes  plus  que  déterminez  font  ceux  ou  il  y a 
plus  d’équations  formées  fur  les  conditions  du  Problème 
qu’il  n’y  a de  lettres  ou  de  grandeurs  inconnues  ; de  forte 
que  la  même  grandeur  inconnue  fe  trouve  feule  , mais 
avec  d’autres  grandeurs  connues  dans  deux  ou  plufieurs 
équations  différentes  où  elle  fe  trouve  élevée  , ou  au 
même  degré  ou  à des  degrez  différens. 

Comme  nous  avons  eu  befoin  de  refoudre  ccs  fortes  de 
Problèmes  dans  la  Méthode  d’approximation  pour  trou- 
ver une  valeur  rationelle  de  x en  comparant  les  deux 
lommes  alternatives  j on  peut  voir  ce  que  nous  avons  dit 
fur  ce  fujet  dans  la  première  Scètion  du  fécond  Livre , 
depuis  la  page  3 34  jufqu’àla  page3j>4,  &c  fur-tout  dans  le 
Théorème  fondamental  page  349. 

Nous  avons  donné  deux  Méthodes  & nous  les  avons 
appliqué  au  même  exemple , ce  qui  fuffit,  mais  nous  avons 
ajouté  ici  ce  titre  pour  ne  rien  oublier  des  trois  efpeces 
des  Problèmes. 


CONCLUSION. 

Nous  avons  donné  dans  cette  Analyfc  la  rcfolution  en 
nombres  entiers  de  tous  les  Problèmes  de  tous  les  genres  Sc 
de  tous  les  degrez  dans  les  cas  où  cela  eft  pofïiblc. 

Et  dans  les  cas  où  cela  n’eft  pas  pofhble  par  la  nature 
de  la  chofe  , comme  il  arrive  dans  les  Problèmes  déter- 
minez qui  fe  réduifent  à des  équations  dont  les  racines 
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Livre  troisie’me  6 n 

font  irrationclles,  lcfqucllcsnc  peuvent  s’exprimer  exac- 
tement par  aucun  nombre,  mais  feulement  par  deux  nom- 
bres confécutifs  approchez  l’un  par  excès  &:  l'autre  par 
défaut  , nous  avons  donné  trois  Méthodes  faciles  pour 
trouver  les  fériés  infinies  les  plus  promptes  & les  plus  con- 
vergentes qui  foient  pofliblcs  , dont  chacun  des  termes 
finis  donnent  cette  approximation  la  plus  approchée , Sc 
la  plus  approchée  à l’infini  avec  la  moindre  différence 
poflible,  éc  l’infinitiémc  terme  foit  de  la  (cric  par  excès, 
foit  de  la  férié  par  défaut  donneroit  cxa&cment  la  racine 
défirée;  s’il  étoit  poffible  de  l’exprimer  en  nombre  quel- 
conque. 

Car  tous  les  Problèmes  en  général  de  tous  les  degrezà 
l'infini  fe  réduifent  à quatre  genres , qui  font  déterminez, 
plus  que  déterminez  , indéterminez  , plus  qu’indéter- 
minez. 

i°.  Les  Problèmes  déterminez  que  l’on  nomme  aufli 
les  Equations  ; ce  font  les  Problèmes  où  il  n’y  a qu’une 
feule  inconnue  & une  feule  folution  dans  le  premier  de- 
gré , deux  folutionsdans  le  fécond  degré  , trois  folutions 
dans  le  troifiéme  degré  ; c’cft-à-dirc  que  ces  Problèmes 
ont  un  nombre  déterminé  de  folutions  égal  à l’expofant 
de  la  haute  puiffance  de  l’inconnue  & jamais  davantage. 

Or  nous  avons  réfolu  tous  ces  Problèmes  dans  les 
deux  premiers  livres  de  cette  Analyfc  dans  tous  les  cas, 
puifquc  nous  avons  donné  pluGeurs  Méthodes  dans  le 
premier  livre  pour  réfoudre  les  Problèmes  déterminez , 
ou  les  équations  de  tous  les  degrez  à l’infini  , dans  le 
premier  cas  où  les  racines  font  rationellcs  , foit  réelles 
foit  imaginaires. 

Le  fécond  cas  cft  celui  où  les  racines  font  irratio- 
nclles , foit  réelles  , foit  imaginaires  , c’cft  le  fujet  du 
livre  fécond  qui  contient  trois  Méthodes  pour  trouver 
ces  racines  irrationclles. 

Le  troifiéme  livre  donne  dans  les  trois  premières 

aaaa  ij 
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fcdions  la  réfolution  des  Problèmes  indéterminez  qui 
font  le  troiûémc  genre  des  Problèmes  , ce  font  ceux  qui 
onc  une  infinité  de  réfolutions  pofiïblcs. 

jo.  La  quatrième  Scélion  du  troifiéine  livre  donne  la 
réfolution  des  Problèmes  plus  qu'indéterminez,  qui  font 
le  quatrième  genre  des  Problèmes  ; les  Problèmes  plus 
qu’indéterminez  font  ceux  qui  fc  réduifent  à pluficurs 
cgalitcz , dans  lefquellcs  il  n’y  a qu’une  condition  qui  les 
rend  impofliblcs  ; mais  au  contraire  les  Problèmes  plus 
qu’indéterminez  , fe  réduifent  à des  égalitez  où  il  y a 
deux  conditions  renfermées  qui  les  rendent  impoflibles, 
& cependant  il  y a une  infinité  de  folutions  poflibles 
dans  ces  deux  genres  de  Problèmes,  & c’eft  en  cela  qu’ils 
font  indéterminez. 

4°.  Les  Problèmes  plus  que  déterminez  qui  font  le  fé- 
cond genre  des  Problèmes  font  ceux,  dont  le  nombre  des 
folutions  eft  non-feulement  déterminé , en  quoi  ils  con- 
viennent avec  le  premier  genre  de  Problèmes  ; mais  outre 
cela  ils  renferment  une  condition  qui  reftraint  le  nom- 
bre des  folutions  à une  feule  , rendant  les  autres  impofc 
fibles,  dont  le  nombre  égalcroit  l’expofant  de  la  haute 
puiflancc  de  l’inconnuë  , fans  cette  nouvelle  condition , 
qui  change  leur  nature,  & qui  d’un  Problème  détermi- 
né, fait  un  Problème  plus  que  déterminé  & le  reflraint 
à une  folution  unique. 

Comme  nous  avons  expliqué  fort  en  détail  ce  qui  con- 
cerne ce  fécond  genre  dans  le  cours  de  cet  ouvrage,  nous 
nous  contentons  d’une  feule  remarque  générale  fur  la  fin, 
page  6io , pour  avertir  les  endroits  où  ce  détail  eft  ex- 
pliqué. 

Ainfi  cette  Analyfe  générale  contient  des  Méthodes 
pour  réfoudre  tous  les  quatre  genres  de  Problèmes  , ce 
qui  comprend  tous  les  Problèmes  poflibles,  Se  c’eft  tout 
tout  ce  qu'on  peut  délirer  fur  ce  fujet. 

F I N. 
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